OBSERVATII ASUPRA PROBLEMEI POLILOCALE
LA ECUATIA 4" 4 g(x)y=0

DE

C. FOIAS, GI. GUSSI si V. POENARU
(Bucuresti)

Comunicare prezenlald la Colocviul de analizd numevicd din 8— 13 decembrie 1960, Cluj

Ch. de la Vallée — Poussin [4] a obtinut o evaldare a dis-
tantei minime intre rddécinile unei solufii oarecare ale unei ecuatii diferen-
tiale de ordinul », cu coeficienti variabili, omogenﬁ; Alte rezultate in ace-
asta directie au fost obtinute de O. Aramad si D. Ripianu [1, 2].
In cazul particular al ecuatlel de ordinul doi, in lucrarea [3] se arata cum
aceastad distanti poate fi aprox:matft oricit de bine,

fn nota de fatd ne propunem si aratdm cum se poate obtme distanta
dintre doud radicini consecutive ale unei solutii a‘ecuatiei y"' + g(x)y =0,
dind in fweh-}i timp si un criteriu de minorare a acestei distante, destul
de tare In anumite c0nd1t11

TFie ecuafia
: P gy =9, (1)

unde g(x) >0, este continuu derivabild pentru xe€[a, o). Deoarece doud
solutii ale ecuatiei noastre care au o ridicinid comuna, au toate radécinile
comune, va fi suficent si studiem o solutie a ecuatiei (1), care se anuleazid
in punctul ¥ = a; de exemplu solufia satisfacind conditiile :

y(a) = 0, y'(a) = 1.

Fie b, b > a, rddacina consecutiva lui a a solutiei y(x), (d) o divizitne

‘aintervaldlui [a,b] ta=ad < ... <2l <% =0b i g/(x) functia definita
astfel :
) {JMf; pentru x; < & < Xiygq
gal) Mj; pentrd %, < 3L Xpyy = b,
unde My = max g(x).
=< %11

Ecuatfia 2" + g4(x) 2=0 are o singurd solufie z;(x) care se anuleazi
in punctdl x = a §i pentru care z,(a) = 1.
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Clnd norma diviziunii (d) tinde citre zero, g,(x) tinde uniform citre
g(x) si in consecinti 44(%) tinde uniform citre Y(%). In plus, solutia %(x)
se anuleazd, conform teoremei Iyij Sturm, intr-un punct ¢; (a < c; L b),
care tinde citre b atunci efnd normag lui (d) tinde citre zero. Calculind

. A 00 78
solutia Za(x), punind 0 = Ay si

Ay cos \/1’17:,’ (% — .'.'g) -

(%)= A3 cos VJTE', (x — 2) +

/l“;‘ cos ‘/ﬂ—:; (-'17 = /lj:') =

unde

-1 ; 3 i i
At = Al cos \/M’,’f (g — %) -

= )
1 = By, obtinem :
1]

e Vare Ay o d d
— sin VM, (¥ — xf) pentru %o 2

d
B ,
d e i - d . A I N4
Vi sin \/M',g (% — 27) pentry 1 LAy,
({

Br{ v " R 4 i s
— sin Y. My (x — Xu) pentru X AL Ny,

i
Bti

Varg

sin Vﬂf : ( -\’f+1 — 11':‘{):

Bi' = VM 4 sin VM (= ; !) + B cos VL2 (? ).

FEste clar cj pe intervalul

glah=Nfoas =d

2t
Mz

2 (x) = S
) \/ # Vg

=
Seriitfid o (n 4d  walnes 1o
Seriind ca in iy Valorile lui z,(x)

Fi A d | i - e .
Tie e 2l [JH_I, ¥f ,], obtinem :

1 i1 1

. ‘ . ALar
sin [\/Jlﬁ (= .1'}’) ¥l te = —i“’_
B

i+1 —
[%:, % 1] putem lua :

]

d
-\/ﬂj,i} €os H/E (x — ,|;-") - Cp:;.]-

§i7,(x) sint aceleasi, fie ca 14, ¢ EES

i+1 'l:"!-f-!J’

Ve BT = tg VM (xfy — o) 4 9i]
‘/JU:;H \/

‘
M

Aplicind teorema cresterilor

finite, obtinem :

gt = ‘sz = V-M :.z (J'-"f+1 = ﬂ’f) —

Vag g

,{_

140,

— —_—
Vi, Vi

0<0;<=1. egalitatea pe care o vom folosi in cele ce

sin 2 [\/ar7, (s — ) + g}
WG

M+t
9. Og‘ -\/ d d

sin? [ ]

urmeaza.,
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i\ 2

w i\ 2 ('Bd)‘
Se poate demostra ci (Aq)” +
d i
¢ sioricare ar fi divizinea (d). Intr-adevir, notind M = IQHSX.' g(x), obfinem :
Z llﬁv.l_J

nu se poate anula oricare ar fi

(44" (Bl

O 2 (49)° M + (BY)* " daca M > 1,

(A2 + -S> = M
M M ‘ o r
! (A5? 4 (BY)?  daci M1,
i3 i\2 ‘ A® sl A Sl e ot
Ori (/l:;q)z + (Ba)” },% (|44 +|By))* si deoarece Ag= z(x), By = z(x]),

conform unei formule cunoscute avem

|dal + B2 | > ([7a(a) | + |za(a) ) f(Ms) > 0

i ol ta din aplicarea aproximatiilor cesive), unde M, —
(expresia lui f rezultd din aplicarea aproximatiilor succesive), “, 2 a
(By)

Aai | B> f(M) >0, deci \/(:J:f)z =

e
JUH.

= max g,(x) =M, deci 2 =

pentrd orice 7 gi orice (d). : 5 e
In consecinti, pentru ca solufia z,(x) sd se anuleze trebuie ca

sin [\/E«E(x'—xﬁa)JﬁPZ}] sa se anuleze, adicd expresia din parantezd s ia

una din valorile 0 — km, kr, deci ¢, este primul punct > ain cared.ac_ce_tstc}

H QX b3 . -

expresie ia una din valorile 0, — kr, kr . Si Iqam (}991 un gir gle lyiziuni

(dp), de normi tinzind citre zero, cd conventia ca in locul indicelui d, si
scriem doar p. Fie

(P;) ] ‘f) <'l‘< “’f’)'i-l’

([)p(;() - ,

i P < e
{PPPJ NS5 ““< A

;. by =B

in si D (% sir { v * 84 convearga yni-
Putem extrage din sirul {®,(x)} un subsir \(Dpk(.»)} care sa convearg

form pe [a, b] catre functia continuid ®(x). Intr-adevir, folosind derivabi-
litatea 1ui g(x), cit si dniform-continttitatea obtinem :

» o, EED

—_— vl]
95 — % = V@) (s — ) + 1g(€})

. i dep
sin 2 (PL{E..E?H = Ef) Ar bp(E;.H ~ Cp

" 1
i L P reb gb of &b gt i n citre zero odatid cu —.
unde Eye [4f, af,], e [€F, Eiv1] siep tinde uniform f p

De aici rezdlta ca

9 1y

1 4 N e g'(1) - w— £y,
195(x") — @p(x) = (V&0 fzt+§;g—(5 dt+ < K| — 2] + 5

unde ¢, >0 i e, —0 odatd cu —; folosind procedeul diagonal si relatia

A
#
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anterioard, decurge imediat veracitatea afirmafiei noastre. Vom presu-

e e : : e : .
pune acest sir chiar sirdl initial. Deoarece ¢, =0, pentru orice p avem :

x

D, (x) — S[vng f_ sin 2(1»(;)] at| <<,

[
unde sl;—>0 odatid cu i, deci
P

D(x) =

R &

p— . i’. - ¢
[\/g . ™ sin ZGJ(L)] dt

In punctul b, ®(x) ia sau valoarea 0, sau — m, sau w, deoarece in punc-

tul ¢y, @(x) ia o valoare ce diferi de 0, — w, © printr-o mirime ce tinde

czuit(ll‘)ebzero si intrucit ¢, _tb’ iar @(x) este continui, rezulti intr-adevir
cA Qb)) =0, — = sau w. Se poate ardta ca primul punct in care D(x) ia
una din aceste trei valori este chiar b. '

Am obtinut drmitordl rezultat :

Fie O(x) so'ufia ecuagici ®'(x) =z + & sin ¢ )
(x) so'ufia ecuatiei O'(x) =1/g —|44—”51u 20, ®(a)=0. Atunci dacd
¢ este primul punct ¢ > a in care ®(c) = 0, n, — =, avem ¢ — b
Rezolvarea acestei ecuatii nu este o problemi mai simpla decit rezol-

varea ecuatiei (1), insa Pputem obfine un criterit de minorare a distantei b-a
Sd presupunem ci l

1] 3
= <Ve (2)
In acest caz ®(x) este crescitoare si ®(x) {S{\/{g—qu m] dt = I{%).
4g
Dacd w, este punctul in care I(x,) = =, avem :

b—a>a,—a;

conditia |g'| < 4Vg-g fiind echivalenti cu
1 1

VB’(_xﬂ Ve(,)

am obtinut astfel urmitorul criteriu :

< 2| % — %], (3)

Fie a gi b doud vdddcini consecutive ale unei solutii a ecuaties (1), unde
r i 4 B " . 2 b7 ¥ f] P
g(x) este poxitvvd sv cu devivatd continud. In acest caz, dacd g(x) satisface
condititle (2) sau (3), avem : b — a >%, — a, unde X, este punctul in care
E9
. o gt ol
are loc egalitatea = = S [\/g + = dt.
&
a

Dacd g(x) este periodicd, criteriul nostru dd o conditie de stabililate.

(523

OBSERVATII ASUPRA PROBLEMEI POLILOCALE 57

IPHUMEYAHUSI K KPAEBOM 3AIAYE IJISI YPABHEHHS
Yy +g(x)y=0

KPATKOE COJEPMAHME

B HacrosiieM TPyAe NOKA3BIBAETCH, KAK MOXHO [OJAYYNTh paccTosHue
MENKLY JABYMSI TIOCJAEHOBATCAbHBIME KOPHAME OLHOTO HETONAeCTBEHHO PaB-
HOT'O HYJIbIO pelieHus ypasHenus (1), ycranaBiausasi OJNOBPEMCHHO M KPL-
TEPHN YMEHBIUEHHS 9TOIO PACCTOSIH{S, CHJALULIH B HEKOTOPBIX YCIOBHAX.

[peanonaraercs, yto (GyHKUHA g(X) SBAAETCS NOJOMKHTCNLHOH M Iie-
npepbiBHo muddepeHnnpyemoli Ha HHTepBale [a@, ©co] u paccmaTpuBaercs
HETOXKJICCTBEHHO pPaBHBI HyJblo muterpat y(x) ypasnenus (1), Koropoiii
obpamiaercsi B Hya1b B Touke ¥ = ¢. O6osnavaerca uepes b, b > a nocrne-
JOoBaTeNblHIl 33 @ KOpeHb paccmarpusaeMoro uHterpama y(x). TTomyuaercs
CACAYIOLIMIT Pe3y/bTaT:

[Ipu soiueyrasanios npednoaoxcerit nycre P(x) petuenue YypasHerLs

(Df(x) :ﬁ%_ _f‘isjﬂ 2{1'), GOlag) = 0.

18

Toedd, ecau ¢ sasaserca nepsoll Toukoll ¢ > a 8 Koropot P(c) =0,-n, m,

umeem ¢ =b.
[Tpumelsist 3TOT Pe3yJibTaT MOJyYaercsl CAeAYIOIUE KPHTEPHIl YMEHb-

IieHnsi paccrosHus b — a:

Ipu Tex ace npednoaoxcerusx, ecau pyukyus g(x) ydosiersopser u
yeaosuam (2) uau (3), To umeer mecro oepanuvenue b —a > x,—a, ede Xa
eCTh TOUKQ, 8 KOTOPOL UMer MEeCcTo PaseHcT80

*a

n:S(\/E"F%]dt-

Ecin g(x) sBaserca nepuopnueckoif (yukuueil, 3T0T KpuTepui BbIpa-
¥ AeT YCJOBHE YCTOIUHBOCTH.

REMARQUES SUR LE PROBLEME POLYLOCAL RELATIF A
I’EQUATION 3" + g(x)y =0

RISUME

On montre comment peut étre obtenue la distance entre deux racines
consécutives d’une solution non identiquement nulle de I'équation (1),
et on établit en méme temps un critére de minoration de cette distance,
efficace dans certaines conditions.

On suppose que la fonction g(x) est positive et a dérivée continue dans
I'intervalle [a, o), et on considére une intégrale non identiquement nulle
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de I'équation (1), qui s’annule bour x = g,
racine conséeutive de g de I'intégrale A
résultat suivant —
Dans les hypotheéses ci-dessus soif O(x) la solution de U équation
D'(x) =V L = 5in 20, B(a) — 0,
o
Alors, si ¢ est le premicr point ¢ ~ g o Bfe) = 0,
En utilisant ce résultat,
de la distance 5 — 4
Dans les m émes hypothéses, si la Jonction g
tion (2) on (3), alors on a Ia délimitation b —
dans lequel a liey Uégalité suivante : -

On désigne par b, b> g, Ia
¥) considérée. On obtient [e

— T, T, 00 dc—=p,
on obtient le critere suivant de minoration

(%) satisfait de plus & la condi-
&> X, — a, o %, estle hoint

T = g(\/?’ +i) dat.
o
Sig(x) est périodique, ce critére exprime une condition de stabilité,
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