ASUPRA INTEGRARII NUMERICE A ECUATIEI
u,, =F(x, 9, 4, p,q)

DE

E. SCHECHTER
(Cluj)

Lucrave prezentald la Colocviul de analizd mumeried din §— 13 decembyie 1960, Cluj.

1. in lucrarea [2] am dat o metodd de integrare numerica a ecuatiei :
Wy = F(x, 5, %, 9,9, (1)

cu conditiile initiale date pe dreapta y = —x. In cele ce urmeazi vom
generaliza rezultatele obfinute pentru cazul cind curba inifiald are ecuafia :

me= flx), o =E X =i

in care f(x) este o functie strict monotond (de exemplu descrescitoare)
pe (a, b).

Constructia metodei precum si metoda de aproximatie ,,pas cu pas’”,
se dau in §§ 2, 3. Paragraful 4 contine o evaluare recurenta a erorilor comise
precum si demonstrarea convergentei metodei-convergentd de ordinul
O(h3), iar § 5 chestiuni legate de aplicarea in practicdi a metodei propuse,

Vom nota in cele ce urmeazi inversa funciei f(¥), cu f(#) si vom pune :
O(x, ) = F(x, v, ulx, ¥), (%, ), 4(x, ).
2. Sd considerdim deci ecuatia (1) cu conditiile inifiale :
wix, [(2) = wo(x). Pl () = pol),  alx [() = o) (2)

si si presupunem ci aceasta problemid are o solufie unica pe domeuniul
ABC (figura 1). S fmpirtim segmentul 4 B in n parfi egale prin punctele
P,,; lar prin aceste puncte cit i prin mijloacele segmentelor P, P;
si ducem paralele la BC. Aceste paralele determind pe arcul AC, 2n + 1
puncte P, pe care le numerotim de la A inspre C. Refeaua de noduri
P, se formeazd atunci prin intersecfia familiilor de verticale prin P;,
cu orizontalele prin Py, (i =0,1,...,#) si prin intersectia celorlalte
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verticale cu orizontalele prin Posivi 6=0,...,n— 1.

Coordonatele

lui P;; sd le notim cu (x,,, v; ). Constatim ci punctele cu acelasi indice

i se afli pe curba ¥ = fi(x), unde
fi(%) = flx — in).

Fig. 1

e ko J
Avem ., = x;, —f—;, Mibea = g Ordonatele y,; nu sint in ge-

neral echidistante si de aceea notim :
Vi1 — Vi1 = f(%o,p41) — S(%,, ) =1y
Yigwr = Yip =[f(%op-1) — f(%os) = my;
Yig — Yirp1 =f(xo.k+1) _f(xu,fa+1) = M}.
Din conditiile impuse lui f(x) rezults :
b =0(h); m= oh); n, = O(h).
Dacd in ecuafia (1) facem schimbarea de functie :

w(x, y) = u(x, y) — g%x, y),
unde

8°(%, y) = wy(x) + (v — /(x))go(%),

(3)
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conditiile (2) devin omogene, iar ecuatia cu derivate parfiale isi pastreazi
forma, intrucit

U= thy— oy =F(x, 5,6+ %5 + g5 ¢ + &) — &5
sau i Ty _ i
ey = Fo(%, ¥, 4, D, 9).
Deoarece solufia problemei noastre este unic' determinati pe ABC,
este indiferent dacd pe , triunghiul” situat la dreapta curbei y = f;(x), ea
se calculeaza cuwajutorul conditiilor inipiale sau ctt valorile lui % de pe f;(¥) :

u(x, fi(x)) = wi(x);  p(x, filx) = pi(x);  q(x, fi(x) = @i (4)

Ficind din nou o transformare de forma

w(x, y) = u(x, ¥) — g'(x, ),
unde

g%, y) = wi(x, y) + (v —ﬁ(x)) i(%),

nule. ;
Fie acum triunghiul A (figura 2), in care arcul DF este situat pe curba
y = fi(%). Punctul D are coordonatele (4, fi(d)); F coordonatele (e, f;(¢))
1ar E, — (e, f;(d)). Integrind ambii membrii ai ecuafiei ! -

tyy = Fi(x, 5, u, p, q) (5)

care se obfine dupa transformarea de mai sus,
pe domeniul A, gasim :

ule, fud) = \\Fitx, 9, w, 3, gax ay =

' [
X 0 | |
= gle, fi(d)) + SAS(D(% y)dx dy + S§ g;(x)dxdy. Cli e‘ T
TFacind in (1) ¥ = ¢ si integrind in raport cu v, Kig. 13
objinem : T
fild)
ple, fd) = pile) + § Ole, )ay @)
Tite)
si in mod analog
gle, @) = a(d) + § O(x, £,(@))d. ®)

a

In cursul lucrdrii vom presupune ci atit funcfia f cit si F satisfac
conditiile de derivabilitate cerute. ,

13 — Studii si cercelarl de malematica nr, 2/1961
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3. Vom demonstra acum cf avem urmdtoarele formule :

ko :
U (;L’, kel Vs h+1) = 31 % - 2%s e g, [(D( Xi gy y,‘,k) 1= F(x,-_k, Vik-1is L]..’,“ Mi.iu N‘. k” s

fﬂk

__[q)(x""+1' Yirrd) + F% i1, Vi, Liy M, N+ R, (9)

/]
Pi(#ip1) + _é_£q)(xi.k+1: Yip+1) + 4B (# 204, peau i
Ik 2 2
T Lin, M3, Niy) (%0 Veplvo L, Mi,, N}Jk)] +R,, (10)

P(Fipr1, YVig=1) =

9% s, Yip1) = q,(%;4_y) + —[(I)(xsk v Yig—1) + (11)
+ 45, Yig=1s Ly, M N + F(xf,k+l: Yik—1 L:‘.ks M,-,;,, }k)] + R,
unde | |
. R < Chrt; R, < C,hs; Ry, < Cyit
iar '

Sip =g(x : L. ) |
in =8 (Fopyn, ¥ipg) + 6[5%(%.“1) = 4(,)},&(%,“1 ‘l‘?kJ-—q;(x;,k_l)J,

My

L,= &'(%i 4, Yepaa)+ [9’;(”: ») AL Fip-1)]+ —= e D(x; 5, Yin)r

T "
Mi,k _'Pl(x{,k) ' k[(I)(x,;,, y: k) +F( ,,\-;y,,k 1 le’ M‘.k, N:k)]
Ny = 7i(%:5_1) +T[(D(x1‘,k—1ﬂ Yiw—1) + Ty s Wi, L., M., N )1,

L; »=gix Fi g1 Virh—1) 7i(, Fipo1)] + 22 lk]‘

Ir
~+- . [f];(x;.kﬂ} == O(x; a1 Vigt1),

M) = Di(%;441) ‘f‘ [(D(xa a1 Vige1) + F(%:,4, L M:!,lfn N,
Nix = 7:(%; 1) ‘]‘% [D(%;_1, Yin—1) + (Fx, it Mo L M}, I
sz'.k = gi(x-i.k+1r Vi1 T ‘;i) i3 “;i['?i(xs,k—l) —gf(xi,k—ﬂ] = Tzih@(xi,k—ll YVin—1),
Mo = 2ilsssa) + 2B i, Yiga) + Flogrn, 3,y Ll M, NI,
N?.k i Q'lk (y".k-l-l <+ ;_k]"‘ (1 ~8;) %[F (xi.k-i-l' Yigg + L1 ks ?..h ?fe)‘f‘

-l‘F( ik + ﬂ ,)’1 A+1+ Us.k(yik+1 o= ) ‘k(y' w1t ] Q"’”(y"’kﬂ—}-%)”’
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M;,k = pi(xi) + ”‘nf;q)(xi,ki Yk} ; N b= g% 4 1) + q)( Xt Yiin—1)s

Ml“k= Pf(x-f,kr}-l) + lkcp(x;',k+1: y,-,h+1) s N:,k = Qi(x-f,kr-l) + h’q)(xf',k—l: yi,k—l)’

I h
N?,i = Qr‘,k (J’f..eﬂ “E ;hJ S (1 — 0,) “?j' (D(x-i,kﬂr YVin+1):

0, — (ng—mp)ly

o SRR

4mp np

Uie@), Pip(y), @Qix(y) sint polinoamele de interpolare de gradul 1
relativ la functiile u,(f(3)); 2:(/i(v); @(fi(»)) pe nodurile ¥edw Mewvis
iar U,,k( ) polinomul de mterpolare al lui Lagrange de gradul al doilea

relativ la a treia dintre functiile de mai sus, pe nodurile :
Yik—1r Yipo Yig+a-

. Pentru demonstratie vom folosi relatiile (6), (7) si (8), in care ¢ —
= %441 &4 = %, 4. Gilsim :
Yisk—1 Yivk—1

CWrn vt (e (0w y)ay +

u(xi.k+1' Vig—1) = &

e

Yik—1 . Jiw
Yik—1 '
+ § @) — ailhio)ay, (12)
Vivk41
Yik=1 -
PFippr Yig—1) = Pi(%ipr1) + S D(%i 541, V)Y, (13)
' - Yiskt1 ‘
gy .
9(%ipt1r Vi) = qil%ip1) + S O(%, yi,p41)dx. (14)
: isk—1
Sa ne ocupdm intii de integrala dublid din (12). Ea este egald cu
: _ vy )
S ¢(x)dx, (15)
#ihk—1
in care :
Yirh—1
gi(%) =\ @(x, )
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Dacd aplicim integralei (15) formula lui Simpson, primim valoarea :

//
5 [o(Esia) + do(via) + plxin_y)] + CI (16)
in care @(#;;_,) = 0, iar
Visk—1 Yik—y
PO =§ Ol Ny 5 gl = O(xiaen ).
Yisk Yisk41

Cu ajutorul formulei trapezului, gidsim pentru aceste doui integrale

ny,

(%) = ?[®(xi.k) Yir) + O(%in, Vie_)] + Cmij

~

k

@(%i g 4q) :?[(D(xi,k+1: Yipy1) + Q(%ippr, ¥in_1) ] + CIi

Cealalta integrala din (12) o vom calcula cu formula luj Simpson gi primim :
l’ —
e qi( %10 40) —Fk[ Fi(%ipy1) + 4?i(ﬁ(yi,k + %‘]J + qi(%in_1) }+ Ch.  (17)

Introducind (16) si (17) in (12), obfinem :
“(xi.frﬂv Vid_y) =g (xf.k+1» Yig-1) +

+ iEH 5i(%i pya) — 49t(ﬁ(}’¢,k+1+ %)) — ?r’(xi,k_l) J +

+ k:k [D(%ihs Vi) + O(%ip, Vin_y)] +
Wiy
+T[(D(x,-,k+1, Yirgr) + O Fipsr, ¥in_1)] + R, (18)

unde
| R| < Che,

Sé considerim acum formulele (13) i (14). Daci aplicim si acestora
formula lui Simpson, ajungem la relatiile

/
P(ilff,k.u. Vig_1) = pi (xi,k+1) > ‘g[q’(xi,k.;.p yi,fe+1) -+

1 =
T4 Longs Yingr + 7 + lting yia-)] + CH, (19)
i
Q(xi.k-u; Yip—1) = 7(%in_1) +'Ei[q)(xi.k+1= Yip—1) +

T4D(xip, Y,po1) + O(%1h_y, ¥iy 1) ] + CHS. (20)
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In formulele (18), (19), (20) nu cunoagtem valorile funcfiei pe punctele
(xj.k+1’yi,k—1)'(xa‘,k+1: Vik_1T [—:) i (%5 YVig_1). Pentru a pdstra o precizie

de ordinul lui A%, este suficient si calculim aceste valori cu o pre-
cizie de ordinul /2. Cu aceeasi exactitate vom calcula valoarea :

7 /
[ )
inlocuind-o prin
— ;
Uil,k(fi (yi.k+1+ ‘g‘”
Sd incepem cu primul dintre aceste puncte. Vom calcula deci u, p
$i g pe (¥ik41 Vin_1) CU 0 eroare de ordinul O(h3).

Pentru # scriem din nou relatia (12), si gisim cu ajutorul formulei
trapezului :

x} E1
SS D(x, y)dx dy = S o(x)dx = ’? (%441 + C B3
A Fivk—1

((xip_y) = 0).

- 5 & B T o e
Din cauza coeficientului —, este suficient si calculim valoarea (% 541)
2

cu o precizie de ordinul lui A% prin formula dreptunghiului :

(% 511) = I D%, 541, Vi) + G

Cealalta integrald se trateazi la fel ca si (17), numai ci folosim de aceasti
datd formula trapezului :

o ardy = L gi(rinn) — aitriamn)
a
Gasim deci in definitiv :
(X by, Vikot) = L,-lr;z + r, unde |r| < Chd. (21)
Pentru-caleulul lui $ $i ¢ vom pleca de la (13), (14) si de la formula

trapezului :

p(xl.k+1J Yip—1) = pi(%.8) + % [‘D(%‘,Hl» Yiwr1) + Q(%i g1 Yir-1)] + Cl

h
9(%ipt1, Vik1) = Gi(¥4-1) ‘l‘é [D(#ip—z, Viga) + O(ipsr, Yip_q)] + ChE.
Din nou apare D(%; k41, ¥is_q), de astd datd insd eroarea cu care trebuie
calculat p i ¢ este de ordinul lui /2% (# este calculat deja). Obtinem din (13),
(14) : .

P(Fipsg, Vina) = M+ CH i g1 Yig—1) = Ny + C#,
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Cu ajutorul acestori valori, sia conditiei lui Lipschitz, primim :
PFihrs Yipoa) = Min + 75 q(Sippr Yipy) = Niy 42 (22)

|#| < €3
Inlocuind (21), (22) in @ cdutat, gdsim, fin baza aceleiagi conditii

Lipschitz :
(I)(xi,fc+1s yi,kgl) = F(xf,fr+1: yi,k—lng,k; },k; Na'l_l.;) + 4 (] ?‘ < CkS) -

3 & S 5 1
Sd trecem acum la calculul valorii aceleiagi functii pe Xike 1 Vipr1+ ?k)

(4

Pentru aceasta ne vom folosi tot de relatiile (6), (7) si (8), in care :

: I
€= Xipt1; 4 =f; (J/i,k+1+ Ek]

si prin urmare :

y|1,k+1 + fk.l'2
. I : I
‘M(I,‘.k+1: Vigyr + *2&) e g’(xi ki Yigt1 + ;k] + S o(y)dy +
Yivk 41
Viskty + g2 )
+§ @) — alhioN1 4, - (@3)

Yisk 1
Viskgq T g2

Hrnwdnn+2) = plmad + § Oy, (24

Yiktq
I y 3
Q(x{,k-l Ve EJ = Y,-(f;(yi,kﬂ'l- EJJ =+
ikdy
Ip
£ S‘ (D[x. Yeptat T,‘) dx. (25)

Fiik |+ 1l2)

Sd ne purtdm intfi atentia asupra primei integrale din formula (23). Pentru
calculul aproximativ al acestei integrale vom folosi formula de cuadraturs -

Sf(r)dw = S (i}zi)!(b - f('“z)’ F=mn 4

AL Xy ¥y 2
a

+ 5 { =) v w)(0) (26)

care se obtine integrind polinomul lui Lagrange, relativ la nodurile x,,%,, pe
intervalul [a, b].

[+]
=]
12
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Sa ludm in cazul nostru :

Ik : :
&= Yipt1; b =Yikg1t Pt Y1=a; % =Yy,

atunci integrala noastri este egald cu :
: k41
I
3B + 00u0)) 7 =2 { O(xy,4)dn 4 7 =
k41
- % D (%ip1), Yipo1) +7, (¥ < Ch).
Cealalta integrali este egali cu :
Yisk1 + 12
§  ation ax -

Yivk+1

. isli[‘?i(xi,ki-l) — gz, )]+ (|7] < CH),

{
;kq,-(x,;’k,l_l) =

in baza aceleasi formule (26).

Tinind seama de aceste doui rezultate, deducem ci
l'
#Xipy1r Y + S =L+ Iri<cm (27)
Aplicind lui (24), formula (26), primim :

ﬁ(xi,f\-ﬂ: Wi hdey %) = pul%iarqe) +

== £{®(:rf,k+1: Yiwrr) + C¥ppn, Yie-) 1+ 7. (1] < CH).

9

Vv alorilé lui @ sint deja cunoscute, prin urmare :
p('x,-,kﬂ, Vingpq - %) =M, +r; |r|<Ch. (28)
Aplicind formula trapezului relafiei (25), primim :
(](xi,k+1: Yiwt1 + %J = gi(ﬁ’[ﬁ"i.kﬁ-l + EJ} +
¥ %[%‘,H l_ﬁ'[.yi,k—!-l 3 [_:)‘X

X [(I)(%i,ﬁp Yig+1 + %} . (D(]Fi(yi.k+1 + %J,y;,kﬂ—}— l—zk)l 1.
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o e S Ik s s .
Daci calculdm f, [yi,kﬂ—l— ?) prin interpolare pe nodurile ¥; ,, 1, ¥i 5 Vi, o_y

i dacd finem seama de faptul ci

{
g(xf.kJrl’ Yipty + -;) = Ni% + ] < Ch,

gasim

RS ‘ ;3
G’(xi.h+1:3’i,k+1 + ;k) = N’?,k =¥ |#] < CH (29)

din care rezulti

; ) _ b ra
® (x"JH'I’ Yint1 T ;-) =1 (xi.-’éJrlJ Yigs1 + 5 L:’,k: ﬂf:‘z,k, N?.k) -+ 7,

&

unde |7]| << Ch3.

Sa considerdm acum punctul (x,,, o ll-.’
I
Vi k—1
Uin Yinea) = € yined) +  l0lw) — q(Fo)1dy +
Yi, b g '
Yisk ‘!
+  o(x) dx |
Yik—1
Yiip—1
g [9i(%i0) — q:(fi(¥) ] dy = %[%(ﬂﬁ,k) — gi(%,4_1) 1 + Comiz,
ik
iar
Yisk
{ e@dx = 2% 0(xip 9 00 47: 7] <O,
Yisk—1

deoarece ¢(x;,_,) = 0. Deci -

W(%i o Vi) = &' (Fig Yiga) + ”% [qi( %) — g% 1)) +
Dy
+ 28 Dl i) 47, J

in care |7 | < CH®.
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Pe de altd parte :

Yi g1
P(Fip Yipor) = Pil%i) + S D(%ip ) dy =
Yisk
= pi(%in) + %[q)(xi,k:yi.k) + O(%ip Yipoa)] + Comi,
Yisk
q(%i g Yig—1) = qilFip_1) + S D(%, Yip_1)dr =
Fik—1

}
= qi(%i p—1) + IL[(D(‘/V:',A- 15 W) T O(%i, Vip—1) 1+ CH.

Deoarece
P % Vig—a) = M:',k + Cmi; 9(%i g Vig—1) = N;,k + C#,
rezultd in baza conditiei lui Lipschitz
P(_xf,k: Vgt =M 4+ 7; Q(‘Vi,m Yijp—1) = Niy + 7
| #] < CH.

Deci, conform aceleiasi conditii

O(%i, 40 Vi, n1) = F(%i, g0 Yiop—v Liyp Miy Niy) +7 (7] < CH). |
Cu aceasta am demonstrat valabilitatea celor trei formule.

4. Dacd in formulele (9), (10) si (11) lasim la o parte termenii rest,
primim niste formule aproximative pentru calculul succesiv al valorilor
u,p,q de pe arcul y = f; 4(¥) cu ajutorul valorilor gésite pe fi(x). Plecind
de la valorile cunoscute de pe curba inifiald, putem gisi astfel valorile
cautate pe intreaga reftea. Formulele gasite au insd dezavantajul de a folosi
valorile exacte de pe arcul precedent, care nu se cunosc in practicd. De
aceea, in locul acestor formule trebuie scrise altele in care figureazi valorile

aproximative cunoscute : u; ., Pi,p i, de pe punctul Py ,.
Folosind notatia :

D, = F(%i 00 Vi, po Wiser Dioao G, 1)
putem scrie formulele ;

Tomn
Wipq, p—1 = Si,p T Tk [Di, 5+ F(%i, g Vishmro by o M o 1i,) ] +

hily

+ 0 (@i + F¥inpn Yiamn los, min, #i)], (30)
I Iy 2 2 2
i1, -1 = Pi, x4 +E[®i. p1 T 4F(xi, p+1 Vigg1 T o 0 biks ik T, k) +
-+ F(xf, k1 Vig—1 l:.k: m'!,ks n}, T‘) ’ (31)
h
Fig i, h-1 = Giyn-i+ E[rq)i, imt T+ AF (% 4 Yip—10 b i Mg i) +

+ F(’Gi, k410 yi, k—1» lll. " 7’”’3.?‘! ntl k)] % (32)
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In aceste formule am pus :
S; o = Gl /i Fi ;
i, k (%, 510 Yijwg1) + 2 (B3¢, 441 — 4Qin — qi, 4_4],

my,

byi = G (%, 4, 9i,4_q) + 9 [%,5 —@5-3] + 22, #r
. T

g,

Wy = P, = A
Lk P',k + 5 [(D1.I: +F(xf',fu yi,k_l, lf,k' ?11,;" & -n,,!',k)]J
h
Wi 2+ =03 = L ’ ’
il g,,k—l + 4 [(Dl’ h—1 + F(x‘.: k» yi.k*lﬁ li, k M, N, k)]p
l'l = G¥(x; e _Jﬁ Ily,
bt ( ty k410 -)"nk—l) + 5 [qf', k41— ql', k—l] + ‘; (DJ',k.I_p
I 1
Wy = P, %, 1
ih = Pi pp1 + 2 [q)hk+1 +=H (%, ks Vop—as b s 'mil.lk; '"u!,[k)].
i, § = di - A [0)] 1 1
i Bkt 1 E‘ [ 1, k—1 +F(xi, k410 Vi, k—1» 5,-, k> ﬂi,‘l’ ks ‘J’G,{lk)],

Ii s = Gi(x; v -+ L. - b L/
'y o - % é 'k
(%6, 41, Vi oy 9 2 (9, 441 Tip—1] + 5 D1

4 ; L 11 11
k1 Vi, gt d:‘, By Mg, N k)_\',

g [

My y = Pﬁ', k41 "|_ ?‘? [3 (D'b', k41 + F(":
28 0 ol I

Ni g = Q;“ k + (1 a ek) :[F(xl, k412 _Vf, 41 + ’;ﬁ 3 lﬁ!_. ks "'T"’il, ky "'zf!. k) ""

ot h l
+r(ﬂ'i,k _I_ ek;' _:Vl', k41 +?j‘, Uil o7 I’f.,ﬂ;, Qj'k)j‘

m; , = p, D ronf = &
W Vi D; 4 nhk—gl',k—l—‘_?cbi,kkl

L1
ik g ot el
ik = Piipr 1 Bi gy miy = Giogr T 0D,
w2 — b
H,,_k-_.Qf“,{+(]f0k)?q);,k+l.
Celelalte notatii au urmitoarele semnificatii

Gl‘(xf‘. ke Vi,g i 'U) = iy 5 += (j’:‘, k + v '_f-i(xr‘,k)) Gi. 2

far
Ui = A; . u, , .
bk kWit Biy iy Pr= A, , Pi,x + Bi, 5 bi 411
= 1
Q’r*¥‘4"=k QE,,';‘I"B'k i 5 '1“;-— ; .
fb Biapei Qo 2 Aion @i, 41 + Cioi @i + Di o 44, sy

unde

Ny — My I 2

. = minr e ssegll N0 k. —
A; 2 B,-.k —RfE R = k ” my, — ny,
R

sk ;
2 20ty dmymy 4y,

e
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Sa facem urmitoarea observatie privitoare la formulele de mai sus :

in cazul cind se cunoagte inversa f(x), vom scrie in locul valorilor polinoa-

melor de interpolare, valorile functilor respective pe y; ,,; + l—: Vom lua

la fel, in loc de x; , + 6, }—; ﬁ(j’l’,k+1 -l—-%] i in loc de (1 —9;;)‘%» Xi, g1 —
= }

—ﬂ(yi. TR ‘;l)

In continuare vom arita ci procedeul de integrare numerici dat de
(30), (31) si (32) este convergent, adicd #; ,, P i ¢, tind cdtre valorile
exacte ale functiilor respective pe P; ,.

Vom nota pentru aceasta, ca gi in [2 ],

e 5 = | #i(%i,5) — Wi |5 Pig = [ pi(%i,0) — Pivi |5 i = (%, 1) — i, |

gl . -

B =IINEX & o 3; = max §; ,; 7; = Max ), ;.

k [ 13

Avem nevoie gi de aceastd datd de o evaluare recurentd a eroilor. Aceasta
se poate face, ca siin [2], ficind diferenta dintre (9) si (30) ; (10) si (31) res-
pectiv (11)si (32),1uind apoi valorile absolute ale diferentelor i majorindu-le
cu ajutorul conditiei lui Lipschitz. Inegalitédtile astfel obfinute leagd erorile
de pelinia i1 cucele de pelinia¢. Aceste inegalititiinsi sint prea complicate
pentru a fi utile in practicd. Avind in vedere cé scopul nostru este demons-
trarea convergentei metodei, vom face urmatoarele majorari simplificatoare:

Notiam :
K = max {K,, K,;, K},

unde K, este constanta lui Lipschitz referitoare la functia FF, K, aceeasi
constantd a functiei f(x), iar K4 a functiei inverse. Avem atunci :

h I
l, =< Kb m, < K~ < K~
: 2 2
si de asemenea :
!‘”k*”“fa|<1; i"fc—z’**ki<l_; b _—oge.
ny, My, ny

Cu ajutorul acestor inegalititi obtinem, pe calea indicatd mai sus, un sistem
de trei inecuatii, de forma :

Xy, = CXor D,




#
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in care
[ & 14 ke, hPo, hey e
Xi=ri|; C=[ kB, 14 2B, s |. D=|p
i Iy yy 1+ lyy P

X, fiind o matrice coloans nuld, iar @ = cit. Valorile «, B Yod = 1,28
sint mérimi de ordinul O (1, 1 i e,
mi de ordinul O (1), in raport cu 4, iar ¢ o constanta,
Considerind acelagi norme ca si in [2], adici

Al =max % fas,l; [1B] = max s,
unde A este o matrice patraticd iar B o matrice coloani, in acest caz 1]:
| I14B| < 4] |5,
deci
1Xesall < i) || X s liC)ii+i—1
Kiaall < 1C 1) + 12] = 12) 3, Jof? = oy L=
Trecind la limiti fn ultimul termen i g . obii i
R e rigionint m raport cu ¢, obtinem tocmai
&«=0(");8=0F; =0 (53).
9. Asa cum am aritat in [2], rezultatele obtinute se pot extinde si. la

?Estueme Ell?f‘ec“m}tu de f_orma_(l). La fel schema de calcul dats acolo se mentine
ara miodtlicari esentiale §i in cazul general., Poate interveni insi alt fapt

Fig. 3

tmportant pentru calculele numerice, anume ca nodurile refelei si nu fie
distribuite uniform, pe domeniul nostru (figura 3). Teoretic, este posibil
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si facem ca nodurile si fie oricit de apropiate unele de altele, prin micsoratrea
lui 4. Aceasta insa duce la aparitia prea multor noduri in unele regiuni ale
domeniului ; in cazul figurii, in A’B’C. Pentru a avea o distributie relativ
uniformd vom completa refeaua in AA’B'B cu niste drepte intrerupte.
Verticalele se duc intre vechile verticale 1a distanta A /4, iar orizontalele
prin punctele determinate de acestea pe f(x) (in regiunea cu noduri rare).
Noul sistem de noduri se situeazd pe curbele

/i () :_f(ngf%); tio= 0, L, v ;20 — 1,

2

Calculul pe noile noduri se face la fel ca i pentru celelalte, folosind insi
marimile calculate deja pe acestea din urma.

Observim, in fine, cd folosind formule de cuadraturd mai precise putem
obtine formule de integrare numerici de un ordin de convergentd mai
inalt; la fel, cd in formulele date pasul 4 poate fi luat variabil (adicd in
(30), (31), (32) se poate pune i= /;, ceea ce poate fi folositor la uniformizarea
refelei.

O YHUCJIEHHOM WHTETPHUPOBAHMHU YPABHEHUS
ey = Flx, 3,1, 5, q) -

KPATKOE COIEP;KAHHE

B 1pyse [I] Mbl H3JM0:HAM METOA YHCACHHOTO HHTErPHPOBAHUS yDaB-
Heunst (1) B Tom cayuae, Korja mavanbHBe yCIOBHS 3a1aBATHCH Ha BTOpOIH
GHCCEKTPHCE KOOPJMHATHBIX OCEH, HsBecrHo, uto 3amaun Tuna Kowmwu c Ha-
HaJILHBIMH TAHHBIMH Ha HEKOTOPOH MOHOTOHHOI KPHUBOH MOMHO CBECTH K npe-
ABLAYLIeH 3ajaue myTem mpeoGpasoBanns. Ho B npakThke Taxoe npeofpaso-
BalHe ABJsETCH, BOOOLIE OUYeHb CJOIKHBIM,

Metoz, u3/N0MEHHbI B HACTOAWIEH CTATbE AAET BO3MOMKLOCTD Hernocpen-
CTBEHHO NPOU3BECTH UHMC/IEHHOE HHTETPHpPOBaHHe ypasHeuns (1) mpu Havasb-
HOM ycJioBHH (2) NpU MOMOWM SIBHBIX (hOpMYy (30), (31) u (32), amano-
TUYHBIX popmyJsiam u3 [1].

CxomumocTs MeToa Takas e Kak U B YIOMSIHYTOM TPYVIe.

SUR I'INTEGRATION NUMERIQUE DE I,EQUATION
Yy = F(x' y, u, .?5) Q)

RESUME

Dans le travail [1] nous avons donné une méthode d’intégration numé-
rique de I'équation (1) aux conditions initiales données sur la deuxiéme
bissectrice des axes des coordonnées. On sait que, moyennant une trans-
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formation, les problémes de type Cauchy aux données initiales sur une f
courbe monotone quelconque peuvent étre réduits au probléme précédent. g
Dans la pratique, cette transformation est néanmoins trop compliquée. X

La méthode que nous donnons dans cet article permet de procéder direc- :
tement & lintégration numérique de I'équation (1) 4 la condition initiale
(2), a l'aide des formules explicites (3), (31) et (32), analogues 2 celles de
[1]. La convergence de la méthode est la méme que celle donnée dans le
travail mentionné.
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