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Lucrare prezentatd in sedinfa de comunicdvi din 12 iulie 196 a Institutwlui de calcul
al Academiei R.P.R. — Filiala Cluj

1. Se cunoaste urmatoarea teorema stabiliti de W. A. Markov [6]:
Dacd riddcinile a doud polinoame de acelasi grad P(x) st Q(x) sint toale
yeale si sc separd, atunci §i vaddcinile derivatelor acestor polinoame se separd.
Demonstratia dati de W. A. Markov acestei teoreme se bazeazd pe
utilizarea polinomului de interpolare al lui Lagrange, precum si a unei
celebre inegalititi a lui A. A. Markov.
in legitura cu aceastd teoremd s-au seris numeroase lucriri.
Astfel citim rezultatele obtinute de P. Montel [8], cu ocazia
studierii proprietatilor functiilor de forma ﬂ%) in care P(z) si Q(z) sint
2
polinoame de o variabild complexa z, ale ciror radicini sint situate pe
o curbi (C) si se separd pe aceastd curba.
fotr-o lucrare recenti [10], T. Popoviciu did o generalizare
teoremei lui W. A. Markov, utilizind proprietatea care exprima ca
tidicinile derivatei unui polinom cu toate rdddcinile reale si distincte,
sint funcfii crescitoare de ridicinile polinomului considerat. Cu aceastd
ocazie T. Popoviciu obfine in lucrarea citati mnoi teoreme de tip W.
A. Markov.
Alte demonstratii ale teoremei lui W. A. Markov au fost date de T
Constantinescu in lucririle [3, 4]. In. prima dintre acestea se da
o noui demonstratie a teoremei lui W. A. Markov cu ajutorul teoremei
lui Sturm referitoare la separarea ridacinilor integralelor unei ecuatii
" diferentiale liniare $i omogene de ordinul al doilea.
: Citim de asemenea rezultatele obginute de I. Rusu [11], privind
| extinderea teoremei lui W. A. Markov la polinoame generalizate, care se -

*) Aceasti lucrare apare §iin limba francezi in revista ,Mathematica'', vol. 3(26), fasc. 2,
1961,
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se transformi in el insugi, daci asupra variabilei i
translatii. Ca aplicatii se trateazi cazul polinoamelor trigonometrice,

In sfirsit tinem si relevim remarcabila generalizare 2 teoremei lui
W. A. Markov, obfinuti de E. Moldovya

unor cercetari privind notiunea de functie c 2.

zent si totodata furnizeazi noj teoreme de acest fel pentru
tiilor diferentiale, Astfel in cazul particular al ecy
are si omogene de ordinu] #n, folosind unele rezul
lucrarea [2] se poate obfine teorema 7,

1 prezenta lucrare, folosindu-ne de un
in lucrarea anterioars [2], ddm o alti demon
(teorema 1 din aceasty lucrare), proprie
diferentiale liniare de ordinul n. Cu aceas
pletdri ale teoremej 1, demonstrind teore

integralele ecua-
atiilor diferentiale lini-
tate suplimentare, din
enunfatd in expunerea de fata.
ele rezultate pe care le-am obtinut
stratie teoremei lui W. A. Markov :
cazului particular al ecuatiilor
td ocazie obtinem si unele com-
mele 2 si 3 din lucrarea de fata,
2. Dam la inceput citeva definitii si rezultate preliminare, de care
ne vem servi in cursul acestei expuneri.
Fie o ecuatie diferentiali liniarg si omogend de ordinul #

L [1=y" 4 py(x) y-v 4 .. ThHy=0 @n>2), (1)
avind coeficientii continui intr-un interval [a, b) si fie ¢, multimea inte-
gralelor acestei ecuatii in intervalul considerat,

DErINITIA 1. VOm spune cd integralele ecuatiei (1) sint neoscilatorii
in sens larg in intervalul [a, ), respectiv in (@, %), daci oricare ar fi integrala
neidentic nulj Y(x)€QY,, ea nu boate avea in intervalul (@, b), respectiv
(@, 8) mai mult de " 1 radacini distincte,

Pastrind notatiile din lucrarea [2], vom nota in cele ce urmeazd aceasts
proprietate a mulfimii Y, prin simbelul I, [a, b), respectiv I (a, b).

DEFINITIA 2. Vom spune ci integralele ecuafiei (1) sint neoscilatorii
in sens strict in intervalul [a, b], respectiv in (a, b), daci oricare ar fi inte-
grala neidentic nulj Y(x) €Y, iar x, Xoy - -, %, eventualele ei ridicini
din intervalul [, b), respectiv (a, b], avind respectiv ordinele de multi-
plicitate p,, p, .. “» P are loc inegalitatea Pral Pot ol o a1

Vom ncta aceasty proprietate a mulfimij Y, cu simbolul I,[a, b)

Tespectiv cu T, (a, b).

Dupé cum se stie proprietatea de neoscilatie exprimats in definifia 2,

a multimii G/, este echivalents cu urmitoarea proprietate de interpolatie

3

a mulfimii

; :
Oricare ar fi nodurile 1 %oy - .-, %, din intervalul [a, b], respectiv
(2, 8), (m< #) si oricare ar fi sistemele de numere { G Y e 8

9
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tnt 1 isficind con-
..., p,, sint numere naturale satis : -
e -,+m, un;e i)l;ipgcuatjif )(1) admite o integrald y(x) si una singurd
;ﬂiﬁl;ﬁgerea fécuﬂ‘éﬁ, satisfacind conditiile
P s |
y(‘() == 3:(0)’ );f(x[) = J,SH, g y:}';—l)(;\,i) = yf_f),. ) :
(1=1,2, ..., m). (2)
a me,
In cele ce urmeazi ne vom servi de asemenea de 'unTllat%i{)]]:fée : ;;féfl e
primele doud fiind stabilite in lucrarea [2], iar ultimele |
7 2 v 1) .
inG. Polya (9 . Pl s
TrorREMA (*). Dacd mulfimea Gf, a mtegmlelor. tccz-m;!?e:( (l)b)a P
1 * ] wliime ave si proprietatea 1,(a, b).
roprietatea I,(a, b), atunci acea mulf i /  4aai 9) s,
P pTLoRF‘fA, (**). Dacd coeficieniri ecuaties (1) sint contzm;z in zzﬁ;;vpm
L A\ . ,I £ - l: s )
semiinchis [a, D), alunci din proprietatea I,(a, b) a multimiz Gf, re
*
. D). |
prietatea I, [a, . O
TrEOREMA (***). Dacd multimea Gf, are pi,o}ib”gm?;“h[(nxga’,_)’h o
ecuafia (1) admite cel puiin un sistem de n—1 m.t'?gm e hi(%), hy(%), oy B,
satisfﬁcind in intervalul deschis (a, b), relafiile

s, WR(E), B(%), - -5 Buy(@)] =0, (3)

: 0
n(2) 20, W [I(x), hy(2)] 0, ‘ 7
ici prin W [hy(x), hy(%), - - ., hi(¥)] s-a notat wronskianul funcj;nl_(;im];l(,é)e,
f A I,?I:([x)l Un zasj;tf,el de sistem este dat de exemplu de un si
iéﬁ:zzg}z{l;a”alé ecuatiei (1), care satisfac conditiile
- —2 (n—1) .4
By(%) = M(a) = ....... =W a) =0, A" () =1,
f—3 (n—2) =t
ho(a) = ho(a) = ... = b (a) =0, K (a) =1,

(4)

By _o(@) =0, hy_i(a) =1.

: clentit conlinut intr-umn
TroREMA (****). Dacd o ecuaie (1) avind Colgfaza?;z,;@zkﬁ(?o;)i‘mm Py _1(%)
3 e : 2 .te rale 1 . o ’_..,.r”_
; . sistem de m — 1 inlegral / e
interval (a, b), admite un e (8], ancs midimsa Gl @ vnios
isfacind in intervalul (a, b) relatiile (3), « ]
satisfacind in m.',‘e?'_ ( 2 ) :
lelor ei ave proprietatea I,(a, b). ) e G
In sfirgit vom demonstra urmitoarca lemd, de care ne
asemenea in cursul acestei expuneri.

3 k (’ ) ( )’
I“Li TA l 0 1 e m U zczzz h’l(x)l N ’ m ¥ ™ 2 fli‘z zti ﬁiﬁi 1[‘“6 ‘if
o7 d@”ﬂwl H— I (;'O'Mtﬁn’wgf 'Pﬂt?‘fat% Trnte? 'Ua:l' (a, b) S Sﬂtfsfaclbn’fi m aceSt Tf”‘te] vd;

relatiile

Ia(x) 0, W hy(%), hy(®)] 50, ., W [Iy(x), By(x), - -, By(5)]520,

%€ (a, b). (6)

i G. Mammana.
1) A se consulta de asemenea lucrarea [5] a lui
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Fie kb un numdr natural astfel incit B << m — 1. Alunci functiile

Hy(x) = W [y(%), -, ba(%), Brya(2) ], Hy(x) =W [B(%), - ., Ba(%), B yo(2) ],

Hm R( ) I/VI: ( } = ]l'fl(";)’ h’"(x)] (6)
satisfac in intervalul (a, b) relafitle
H,(%)520, WH (%), Hy(%)]5£0, - . . ., W[H (%), Hy(%), ., Hu_x(¥)]540. (7)

Demonstratia aceste1 leme o facem prin inductie relativ la numairul k.
Astfel pentru k=1, afirmatia lemei rezultd din urmitoarea identitate

(a se consulta lucrarea [9]):

W[(E) (i) (’—”z]— Wil By s )y 2E (2, B,
hy by n

k

1 1
valabild in ipoteza ca functiile (%), Ay(»), .-, h,(¥) aparfin clasej
C" Y(a, b) si ci hy(x) £ 0 in intervalul (a, b). Aceste conditii sint asigurate
de altfel de ipotezele lemei. Din aceasta identitate rezultd indatd identitatea

I’V [I’V('hl- kz)r I/I/'(hf_l! k{!)! ’ PV(/,”L 'h’m)} = ]?’;”7- '/V(ﬁl» j!"2! L] h»r)' (8)

in continuare, notind cu H{"(x) = W [hy(x), by(x)], ..., Hyli(%) =
= W [hy(x), hu(x)] si tinind seamd ci prin ipotezd H ( )#0 pentru
«x€(a, b), putem aplica din nou identitatea (8) functiilor HP(=), -5

H ,(x). Obtinem
Ww(mmmWMW%mnWm”H%mz

= (E W B Hl ), (9)
“Iinind seam# de identitatea (8) in care considerdm m =3, obtinem
w(H", HYY = bW (hy, by, hip) (E=2,38, ..., m—1). (10)

Tinind seami tot de identitatea (8), membrul al doilea al identitdfii (9)
este egal cu By *W" *(hy, hy) W(hy, hy, - .-, h,) si astfel identitatea (9)
devine :

W [hy W(hy, by, ha), By W(hy, By, By), - oy By W(hy, by, by,) | =
=KWy, ) Wy, sy o) (11)

Se verificd cu usurintd ca daci functiile u(x) si fi(x) , fu(x) sint de
v — 1 ori derivabile in intervalul (a, b) atunci are loc identitatea

W (ufy, s, - -, ufy) = W(f, far -0 [o)- (12)
Tinind seami de (12), identitatea (11) se transcrie
W [W (b, by, ), W(hy, By, ), , Wihy, by, b)) ] =
= W" (g, B)W (e, By - - -, Ba)- (13)
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fn continuare, notind
HP(x) = W [hy(x), By(x), By(x) ],
si folosind succesiv identitatile (8) si (13), obfinem :
wiw(HD, HP), W(H®, H),..., WH, HY )=
= (HO" U wEHD, HP, ..., HP )= W"(hy, hy) W *(hy, hy, by) X
ST (P e P ) (14)

L Holo(%) = W [hy(), hy(%), B, (%) ]

Dar, $inind seamé de identitatea (13) in care considerim m = 4, obfinem :
W(HD, HP) = W(hy, k) W(hy, by, by, Boyi) (6=2,3, ..., m —2)
si tinind seama de (12), identitatea (14) se transcrie astfel:
W (W (hy, By, hs, By), Wik, by, by, hs), W by, hy, bis, hn)=
== T W, Pay Be) Wk By, iy )
adicd ‘identitatea
w(HY, HY, ..., HYLy) = W" " (hy, by, hs) Why, by, - -, Bu),
= Wihy, By, B3, B 4), 2=1,2, ...,m —3.

Din aproape in aproape se obfine urmétoarea identitate stabilitd de
I, Arami in lucrarea [1]: '

I/V(H(M H(-’U St HEfLA) wamfkfl{hl‘ ]1'2, o

unde s-a notat H,:

l’lf,lg) I"V(!T/I, kf;_;,- Ay hm): (15)
unde s-a notat
B (x) = W [By(x), by(x), - ., bylx), Bari(9)], ¢=1,2, ..., m — k.

Aici evident s-a presupus 1==k=m — 1 (a se vedea enunful lemei).
Din aceastd identitate rezultd indatd lema.

Observatie. Dupi cum s-a aritat in lucrarea [1] citatd anterior, iden-
titatea (15) este valabili si in cazul cind relatiile (3) nu sint verificate.
Aceasta aflrmaT;le rezultd din proprietatea de continuitate a tunctiilor care
intervin in identitatea (15).

3. In cele ce urmeazi vom presupune ci # == 3 gi vom tine seamd de
urmatoarea ipoteza :

Irorszd. Multimea Qf, a integraleloy ecuatiei (1) are proprietatea 1,(a, b).

Atunci din teorema (*) rezultd ci mulfimea G/, are proprietatea I(a; b),
iar din teorema (**) rezulti ci ea are si proprietatea I}, [, b) siin consecinta,
in baza teoremei (***), ecuafia (1) va admite cel pufin un sistem de n — 1
integrale #,(%), ..., h,—i(x) satisficind in intervalul (a, b) relatiile (3).
Alegem unul dintre aceste sisteme si-1 fixiim in cele ce urmeaza.
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Vom demonstra intli urmitoarea teorema :

TrOREMA 1. In ipotezele de mai sus, fie f(x) s¢ g(x) dowd integrale ne-
identic nule ale ecwatiei (1), avind fiecare cite m — 1 rdddcind distincte in
intervalul (a, b)?). Atuncs :

1°. Functia F(x) = W [hy(x), f(%)] are in intervalul (a, b) exact n — 2
rdddcini distincte. Toate aceste vdddcini sint simple i in consecintd veprezintd

punctele de extremum ale funcfiei -}ﬂi in intervalul (a, b). Afivmatii analoage

b (X - g .
sint valabile si pentru functia G(x) = W [hy(%), g(%)]. Aici hy(x) reprezinta
functia lwi Cauchy asociatd ecuagiet (1) si nodulur % = a, adicd integrala
ecuatiei (1), care satisface prima condifie din (4).

99, Dacd rdddcinile functiilor f(x) st g(x) se separd in (a, b), atunct
si rdddcinile functiilor F(x) st G(x) se separd in (a,

Demonstragie. 1°. In primul rind se observd cd funcfia lui Cauchy
y(x) nu se poate anula in nici un punct al intervalului (a, b), dupid cum
rezulti din ipoteza ci mulfimea (f, are proprietatea I, (a, ) i din teoremele
(*), (**), (***). Astfel, functiile F(») si G(x) sint definite si continue in in-
treg intervalul (a,

Taptul ci functiile F(x) si G(x) au in intervalul (a, b) cel pufin n —2
radicini distincte, rezulti indati aplicind teorema lui Rolle functiilor

¥7 . . . - A o e A e R 3o 8 A
hL(())— respectiv —f’-’%, care prin ipotezd au cite » — 1 rdddcini distincte in
Ml W . : ;

intervalul (a, b). S& aritim acum ci functiile F(x) si G(x) nu au mal mult
de # — 2 radicini in intervalul (a, b). In adevir, efectuind asupra ecuatiei

(1) schimbarea de funcfie y = hy(x) z(x), se obtiue
L =mH [ + a@ "+ o7 +a@d,  (16)

unde ¢,(¥), - . -, gu—1(x) sint functii continue in (a, b), iarg,(x) =L, [I(x)] =
o=

=0 in (a, b), intrucit &, (x) este o integrald a ecuatiei (I). Notind v,
din (16) obfinem

Llyl=h@ " + a@0" " + -+ ga(@)). (17)
Efectuind in sfirsit schimbarea de variabild v(x) = 721(—) Y (x) se obfine

1 ¥
din (17)
= Yo 4 PP 4 4 P(9¥]=——L,,[Y] (18)
hy(x) iy (%)

Iegitura dintre variabilele y si ¥ este urmétoarea:

Y = W(ky, ). (19)
S4 considerim ecuafia diferentiald

Lo X=X NP () ¥ S il ¥ =0, (20)

%) Existenta unor astfel de integrale rezulta din proprietatea 73 [a, b) a mul’gimii@n-

B s

- g———
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Tinind seami de relafia (19), se constatd cd ecuatia (20) admite ca inte-
grale functiile

Hy(%) = W [hy(x), be(x) ], Hy(%) = W [y(), y(%) ], .. Humo() =

— W [y(), B 1 (9) ] (21)
Din relatiile (3) presupuse adevirate prin ipotezd, tinind seamd de identi-
tatea (8) in care se ia succesiv m = 2.3, ..., n—1, rezultd cd integralele

H;(x) satisfac in intervalul (a, b) relatiile
Hy(%) 20, W [Hy(%), Hy(%)]7£0, - ., W [Hy(%), Hy(%), - - -, Hus#)] 720. (22)

Astfel, ecuafia (20) verifici in intervalul (a, b) conditiile teoremei

C(*#%%) si in baza ei, rezultd cd mulfimea G/, aintegralelor ecuafiei (20) are

proprietatea I (a,b), ceea ce inseamnd ci oricare ar fi integrala neidentic
nuli Y(x) a ecuatiei (20), aceastd integrald nu poate avea mai mult de
n — 2 radicini in (a, b), fiecare ridicind fiind consideratd de atitea ori cit
indics ordinul ei de multiplicitate. Dar si functiile F(x) = W [hy(x), f(x)] st
G(x) = W[hy(x), g(x)] constituie integrale ale ecuatiei (20). Aceste integrale
nu pot fi identic nule intrucit dacd de exemplu F (%)= W [hy(%), f(x) 1= 0,
ar rezulta de aici identitatea i, (x) = C f(x), unde C este o constantd. Dar
prin ipotezi f(x) se anuleazd in #» — 1 puncte distincte din [a, b) si deci,
in intervalul (a, b), cel putin in » — 2 puncte (n —2 > 1, intrucit in ipo-
tezele teoremei s-a presupus n > 2). Din identitatea precedentd ar rezulta
cd si functia /,(x) se anuleazi in intervalul (a, b), ceea ce ar contrazice
prima relatie din (3). Deci integrala F(x) nu poate fi identic nula in inter-
valul (a, b). In baza proprietatii I} _i(a, b) a familiei G/, aintegralelor ecu-
atiei (20), rezultd cd F(x) nu poate avea mai mult de # — 2 radécini in
(a, b), fiecare ridicind fiind consideratd de atitea ori cit este ordinul ei
de multiplicitate. S-a aritat anterior insi cd F(x) are cel pufin n — 2 ra-
dicini distincte in (a, b). Rezultd in definitiv concluzia ca F(x) are in in-
tervalul (a, b) exact n — 2 riddcini distincte si ci fiecare dintre ele este

simpld (de ordinul 1). De aici, finind seamd si de identitatea evidentd IF(x) =
Eh%(x)di :‘(”’) ) rezults ci radicinile din (a, b) ale functiei F(#) repre-
L\ Byl
zintd puncte de extremum ale funcfiei %
iy (%)

Concluzii analoage se obfin gi pentru funcfia G(x).

29, Vom presuptine acum ci # =3 ¢i cd rddicinile integralelor f(x)
si g(x) ale ecuatiei (1) se separd in intervalul (a, b). S& ardtim ci ¢l rada-
cinile functiilor F(x) si G(») se separd in intervalul (a, b). Demonstratia
acestei afirmatii o facem pentru # =4, rdminind si examinam cazuln =3
la sfirgit. S4 notdm in acest scop cu 7y, 7y, - .-, 7u—1 ridicinile functiei
f(x) sict sy, S, .., Si—1 rddécinile functiei g(x) din intervalul (a, b). Intru-
cit prin ipotezi aceste raddcini se separd, rezultd cd va avea loc una din
urmitoarele situatii :

a = y1< 8§ < }'g< 8o < S W el S b,
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sau

a =8 << 1< S 1< G e e

Vom face in prealabil citeva observatii de care ne vom servi in cele
ce urmeaza.

a) Functia f(x) nuare inintervalul [a, b) alte raddcini decit »; (/ =1,
2, ..., n — 1) sitoate aceste radicini sint simple. De aici rezulti ca funcfia
f(#) isi schimbd semnul in fiecare din punctele 7;. O concluzie analoaga
rezulti si pentru funcfia g(x). Aceasta afirmatie rezulti din ipoteza cid
familia 4, a integralelor ecuafiei (1) are proprietatea I, [a, b).

Oricare ar fi numerele reale A si p astfel incit A%  w?=£0, functia
o(x) = A f(x) +wr g(x) nu este identic nuld in intervalul (@, b) si are cel
pufin # — 2 rddacini distincte in acest interval.
Intr-adevir, si presupunem ci de exemplu A 3£ 0. Atunci $inind seami
de observatia «), precum si de faptul cd rddacinile #; si s; se separi, rezulta
cd sirul de numere

(P(SI) S 7‘.]‘-(‘("1)1 (9(52) i )\f(sz)» oy tp(S,,,1) = 7\_[(3,,73)

prezintd n — 2 variatii de semn. De aici rezultd cd functia cp(,l:) are in(a,b)
cel putin # — 2 riddécini, in fiecare din intervalele (s;, $;44),72 =1,2,..., n—2,
aflindu-se cel putin o rddécind a functiei ¢(x). Dacd p 2 0, atunci funcjcm
@(x) va avea cel putin cite o riddcind In fiecare din intervalele (7, #;14),
e e

v) Oricare ar fi constantele reale X si p satisficind condifia 22 4 w2220,
functia @ (x) = Wk(x), o(x)] = W[hy(x), A f(x) + pg(#)] = AF(%) +unG(x)
are in intervalul (a, b) cel putin #» —3 riddacini distincte in care ea isi schimbd
semnil.

Demonstratie. Faptul cd functia ®(x) are in intervalul (a, b) cel pufin
#n — 3 rdddcini distincte se constatd indata tinind seamd de proprietatea

B) si aplicind funcl:iei;i teorema lui Rolle. Aici se are in vedere de ase-
it

menea identitatea W(hy, o) = ki — [] )
Lk

S4 ardtdm mai mult, anume ci functia ®(x) are cel pufin # — 3 ré-
dicini distincte in care isi schimba semnul. .

Aplicind teorema lui Rolle functiei ’i si tinind seama cd derivata ei,
4y
o e | A, o et .
adica functia o) W (hy, ) nu se anuleazd identic in nici un subinterval,
2
1
se obtine afirmatia ¥).
2 - 3 <&l « . :
Anularea identic a functiei on (;P) intr-un subinterval («, §) al inter-
ax (1

valului (a, b), ne-ar conduce la identitatea }—)-— C (C fiind o constanta),
i

valabila in (e, B) si deci la identitatea ¢(x)=C h(x) in («, B). Deoarece

insi ambii membri ai acestei identitdti reprezintd integrale ale ecuafiei

T

I
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diferentiale (1), in baza unicitatii problemei lui Cauchy rezultd ca identi-
tatea precedentd va avea loc in intreg intervalul (a, b). Cum insd functia
o(x) nu este identic nuld in (a, b) (conform observatiei §)), rezultd ca C = 0.
Dar in baza observatiei p),functia tp( x) se anuleaza in cel putin # — 2 puncte
distincte din (a, b). Tinind seami de identitatea precedentd, ar rezulta
de aici cd funcfia /(% ) se anuleazd in cel putin # — 2 puncte distincte din
(a, b) $i cum prin 1poteza n = 4, aceastd afirmatie ar fi in contradictie cu
ipoteza cd fy(x) > 0 in intervalul (a, b). Cu aceasta, afirmatia v) este com-

. plet demonstrata.

8) In ipotezele teoremes 1, arve loc relatia Wh(x), (%), g(¥)] £ 0 pentru
orice x€ (a, b).

Demonstratie. Sa presupunem prin absurd cd intr-un punct %€ (a, b)
ar avea loc egqlltqtea W(h, f, g)| _ = 0. De aici, {inind seami de 1dent1ta1,ea

W [W(hy, f), W(hl, al=mnwih,f g), (23)
care rezultd din (15) luind m = 3, k =1, s-ar obfine cd
WI(F, G]|,_, =0, xDE (a, b),

functiile F(x) si G(x) avind aceeasi semnificajie ca in enunful teoremei 1.
D1n egalitatea precedentd rezultd existenfa a doud constante A si w

(A2 + p23£0), astfel incit
“\F’(lu) +uG’ (xu) =}

Egalititile (24) exprimi faptul cd functia ®(x) = A F(¥) + p G(x) are
in punctul x,€ (a, b) o rddacingd de ordin Do, satisfacind megahtatea Po=2.
Aceastd functie nu poate fi identic nuld in (a, b) intrucit in caz contrar

ar rezulta ca
A B [f(x))__ i( (x)]
d,'x Iy (%) dx \ hy(#)
de unde ar rezulta cd A f(x) = — p g(x) + C hy(x), C fiind o constantd. Se
vede de aici ci nici una dintre constantele  si p. nu pot fi nule, intrucit daca
de exemplu p = 0 si A3~ 0, s-ar deduce din identitatea precedentq ca !
sau f(x) nu are in (a, b) nici o radicing,
sau f(2 ) este identic nuli.
Ambele aceste situafii sint contradictorii cu ipotezele teoremei 1. Deci

hop = 0.

in continuare, din identitatea precedentd s-ar obtine egalititile
C C C
fls) = S hals), fls2) = < Ialsa)y - -0 flona) = 5 ulsn)- (25)

Pentru fixarea ideilor si presupunem ci 7, < s,. De aici si din (25) ar rezulta
cd valorile funcfiei f(x) in punctele s; (¢ =1, 2, ,n —1) au acelagi
semn, diferit de zero, Intrucit %,(x) prin ipotezd pastreaza un semn constant
in (@, b). De aici ar rezulta cd in fiecare interval (s;, s;,,) cuprins intre doud

(24)
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raddcini consecutive ale funcfiei g(x), functia f(¥) are un numir par de
rddacini, sau nici una. Aceastd concluzie ar contrazice faptul ci ridicinile
functiilor f(x) si g(») sint simple si cid ele se separd in (a, b). Rezulti in
definitiv cd ®(x) 5= 0 in intervalul (a, b).

In continuare, conform observatiei y), funcfia ®(x) are in intervalul
(@, ) cel putin #» — 3 rdddcini distincte in care isi schimbd semnul. Printre
rdddcinile functiei ®(x) se va afla gi radidcina x, al cdrei ordin de multipli-
citate p, satisface inegalitatea p, = 2. Distingem urmitoarele doui cazuri,
dupd cum numdrul N al radacinilor distincte ale functiei ®(x) din intervalul
(@, b) este egal cu » — 3, sau este mai mare decit n.— 3. Vom ariita ci in
ambele cazuri, suma ordinelor de multiplicitate ale rddicinilor functiei
@(x) este mai mare sau cel putin egald cu numiarul » — 1.

Cazul 1. N = n — 3. Conform observatiei v), in fiecare din ridicinile
sale, funcfia ®(x) isi schimbd semnul. De aici rezultd ci numirul p, care
reprezintd ordinul de multiplicitate al rddacinei x, a functiei ®(x) este
impar si in baza relatiilor (24) rezulti ci p,= 3. Considerim cazul cel
mai nefavorabil cind cele # — 4 riddcini rimase sint simple. Ficind suma
ordinelor acestor rdddcini si finind seamd si de ordinul rddicinii x,, se
obtine cd suma totald este mai mare sau cel pufin egali cun — 1.

Cazul 2. N > n — 3. In acest caz, {inind seami ci ordinul p, al ri-
dacinii 4, satisface inegalitatea p, = 2, rezultd cd suma ordinelor de multi-
plicitate ale tuturor rddécinilor din (@, b) ale functiei ®(x) este de asemenea
mai mare sau cel pufin egald cu » — 1.

Astfel, in ambele cazuri numarul ridacinilor din (a, b) ale functiei
D(x) (fiecare raddcind fiind consideratd de atitea ori cit indicd ordinul ei
de multiplicitate) este mai mare sau cel putin egal cu » — 1.

Pe de altd parte, funcfia consideratd ®(x) este o combinatie liniari
cu coeficienfi constan{i a functiilor F(x) si G(x) care, dupd cum s-a aritat
anterior, sint integrale ale ecuatiei (20). Rezultd de aici ci si functia ®(x)
este de asemenea o integrald a ecuatiei (20). Dar s-a ardtat anterior ca
multimea @/, _, a integralelor acestei ecuatii are proprietatea I :_,(a, b). De
aici rezultd cd integrala neidentic nuld ®(x) nu poate avea in intervalul
(@, b) mai mult de #» — 2 rddicini, fiecare rdddcind fiind considerati de
atitea ori cit indicd ordinul ei de multiplicitate. Aceastd afirmatie este in
contradicfie cu rezultatul stabilit anterior ¢i suma ordinelor de multipli-
citate ale raddcinilor din («, b) ale functiei ®@(x) este mai mare sau cel putin
egald cu n — 1. Din aceastd contradictie rezultd afirmatia 3).

%

Revenind la demonstrafia teoremei 1, sd ardtdm cd dacd in ipotezele
teoremei, raddcinile functiilor f(x) si g(#) se separd in intervalul (a, b),
atunci $i rddacinile funcfiilor F(x) §i G(x) se separd in intervalul (a, b).
In acest scop vom demonstra intii urmitoarea proprietate :

e) In intervalul deschis, cuprins intre doud rdddcini consecutive ale
uneia din functiile F(x) sau G(x), nu se pot afla doud (sau mai multe) rddd-
cini ale celeilalte. j

.
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In acest scop sd presupunem prin absurd contrariul, cid de exemplu
intre doui riddécini consecutive p; i p;,; ale funcfiei F(x), s-ar afla doud
(sau mai mult de doud) radicini ale functiei G(x).

Fie a; si o;,, doud dintre aceste rdddcini, presupuse consecutive.
Consideriim intervalul (oj, ;). In acest interval functia FF(x) nu se anu-

: . . e L .
leazi. In baza teoremei lui Roelle funciia —(}) se va anula cel pufin
ax

intr-un punct intermediar x,€ (g;, 6j,,). De aici, finind seama de identitatea

1(G ;
F¥(x) L[—] = W(F,G),
dx\ F
rezultd egalitatea W(F, G)|,_, = 0 si in baza identitatii (23), rezulti ega-
litatea W(hy, f, g)l,_, = 0. Aceastd egalitate contrazice insd afirmatia 8).
- ‘*-ﬂ' . - . -
Din aceastd contradictie rezulti afirmatia e).

In continuare vom demonstra proprietatea :

9) Functiile F(x) st G(x) nu auw nici o vdddcind comund in intervalul
(a, b).

In adevir, sd presupunem ci F(x,) = G(¥,) =0, unde x,€ (a, b). Atunci
evident IW(F,G)| _, = 0 si in baza| identitifii (23) rezultd egalitatea

F= . - - v . .
W(h,f,g)|,_, =0, ceea ce contrazice afirmafia 3). Din aceastd contradictie
=1
rezultd afirmatia ¢).

Din afirmatiile ¢) i ¢) rezultd indatd proprietatea :

§) In intervalul deschis cuprins intre dowd rvdddcini conseculive din
intervalul (a, b) ale uneia din functivle I(x) sauw G(x), se afld o rdaddeind s
nuimar una a celeilalle functiz.

Sa ardtim in sfirsit urmitoarea proprietate de monotonie :

%) Dacd rdddcinile minime v, si s; ale funciiilor f(x) respectiv g(x) din
intervalul (a, b) se aflda in rvelatia v, << sy, atunci in aceeasy relajie se afld si
rdddcinile minime py i o, ale funciiilor F(x) vespectiv G(x) din intervalul
(a, b).3)

Demonstrafia acestei afirmatii se face prin reducere la absurd. Sa presu-
punem deci ci ar avea loc simultan relatiile 7, < s; $i 6,< p;. Fdrd a restringe
generalitatea problemei, putem presupune ca f(x) > 0 in intervalul (ry, 7,)
si cd g(x) > 0 in intervalul (s, s,). In aceste ipoteze sid consideram functiile
Y = 1@ g W= g(“)—. Conform observatiei 1° a teoremei 1, functia y= o
4 Bola) T Iy (%) . Dy (x)
va avea un singur punct de extremum in intervalul (ry, 7,), anume punctul
¥ = p;, care evident va fi un punct de maxim (figura 1). La fel funcfia

X A = .
) = 80 ya avea in intervalul (51, s5) un singur punct de extremum, anume
iy (7)

) Un studiu am#&nuntit al unor astfel de proprietati de monotonie in cazul polinoamelor
a fost facut de T. Popoviciuinlucrarea citatd [10].

— Studii sl cercetdri de matemalicd nr. 1/1962

9

&
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punctul ¥ = o;, care va fi un punct de maxim al ei. Au loc deci relatiile :

ea) e iGN pentru x €7, 751,

2 (er) Iy (%) {2 )
26

$lo) = 8 pentru x € sy, 85 1.

hylay) Ry (%)

Eig,.

Considerim functia 0(x) = f(¥) —2rg(x), unde » = Fa I'inind
H1\P1 gloy
seami de valoarea constantei A precum si de inegalitatile (26), se constati ci

0(s) = fls1) = 0,
Iy (oy) f(o4) /e

B el y — Mulo) i B S ‘“J <0,
(61) = floy) Ao fey) 1(oy) e Aol

hiley)  [(py) Hew) 21(oq) g(oy) glpy)
0 = i)~ I = . [ - >0,
(1) = Jen Inley)  gloy) 8(en) ¢1(07) o) Tyley)

O(ry) = — nglry) < 0.

Din aceste inegalitifi rezultd ca functia 0(x) are in intervalul (s;, # z)
deci si in (7, #,) cel putin 3 rddacini distincte. Dar funcma 0(x) mai are in
fiecare din intervalele (st o ol s T _,) cel putin cite o rddécing, intrucit
prin 1poteza ridacinile fuuctnl(‘r f(x) si g(x) se separd in (a, d). Rezultd in
definitiv cd funcfia 0(x) are in intervalul («, b) cel putin n—3-3 = » radicini
distincte. Cum insi 0(x) este o integrala neidentic nuld a ecuatiei (1), rezul-
tatul de mai sus este in contradictie cu proprietatea I, [a, b) a familiei
@,. Din aceastd contradictie rezultd afirmatia y).

Cu aceasta, afirmafia 2° a teoremei 1 este demonstrati pentru cazul
n = 4.

In cazul # = 3, aceasti afirmatie este banald. Proprietatea y) stabi-
lita anterior, ramine totusi valabild si in acest caz.

Astfel, teorema 1 este complet demonstrata.
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4. Sa presupunem ci ecuatia (1) se reduce la ecuatia
.‘,(||+]) — U (27

Mulfimea integralelor acestei ecuafii este formata din polinome de grad
cel mult #. Putem considera ca sistem fundamental, sistemul de functii

bix) =1, hy(x) =%, .. ., B, (%) = 271, kb, y(x) = 2™ (28)
Se observi ca aceste functii verifica urmatoarele relatii analoage cu relatiile
(8) :

m(x) =0, Wih(x), hy(x) 1520, ..., W [hy(x), By(x), - - -, By (%) ]20 (29)
pentru w€(— w, 4 ). Teorema 1 enunftati pentru acest caz particular
ne da tocmai teorema lui W. A. Markov, referitor la separarea radicinilor
polinoamelor :

Dacd f, (x) st g,(x) sinl doud polinocame de grad n, avind toate rdaddcinile
reale i distincte, st dacd viddcinile aceslor polinoame se separvd, alunci si
raddcinile derivatelor lor, de asemenea se separd.

Considerind functiile din (28) scrise in crdine inversa, adica

Bilx) = %%, Blx) =272, 0000k ) = &, Bl =1, (30)

se observa ca si aceste functii satisfac relatiile (29), dar nu pe toatd axa,
ci numai in intervalele (0, ) sau (—, 0). Aplicind teorema 1, se obfine
in acest caz urmitoarea proprictate :

Dacd f,(x) st g,(x) sint doud polinoame de grad n, avind loate rdddcinile
reale si distincte in intervalul (0, »), sau (— o, 0), st dacd rdddcinile acestor
polinoame se separd, atunci de o proprietale analoagd se vor bucura si wrmd-
toarele polinoame de grad n—1

Foy(%) = nf(x) — 5f(2) 5i G, o) = nglx) —xg'(x)

in intervalul deschis (0, o), respectiv (— w, 0).

5. In cele ce urmeazi vom da o generalizare a teoremei I, demonstrind
urmatoarea teoremi :

TrEOREMA 2. In vpolezele teovemer 1, oricare ar fi R=1,2, ..., 0n—=1
n’zulm

Functia Fi(x) = W [h(x), hy(x), o (), f():)] are in inlervalul
(a, b) n—k—1 riddcini distincte. Toate meste raddcini sint simple si repre-
zintd puncle de extremum ale functier
Fr_ (%) W [ (#), Bg(%), . s by (%), $(3)]

W hy(%), hy(%), ..., By (2)] Wl (%), Balx), ..., By (2)]

O afirmatie analoagd arve loc i pentru [functia

_ Gi(x) = W [hy(x), hag(x) . .., In(x), f(x)].

2° Dacd vdddcinile funcgilor f(,m) 7 g(x) se sejmm in intervalul (a, b),
atunct §1 vdddcinile functitlor Fy(x) s Gk( x) se separd in (a, b).
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Demonstrafia acestei teoreme se face prin metoda inductiei relativ la
numéirul natural %, care intervine in enunful ei. Pentru % = 1, teorema 2
esteTadeviratd in baza afirmatiei teoremei 1, demonstrati anterior. Si
presuptnem cid afirmatia teoremei 2 este adevirati pentru numiral k—1
si sd demonstram cd ea este adevidratd pentru numiral urmitor k.

Vom presupune deci ca in afard de ipotezele teoremei 1, sint satisficute
urméitoarele ipoteze :

I. Functia Fy-(%) = W([h(x), hy(), ..., Ia-1(%), f(x)], are in inter-
valul (a, b), n—Fk riddédcini distincte. Toate aceste radicini sint simple si
reprezinta puncte de extremum ale functiei

Be () Why(#), By(%), - .., By (%), F(2)]
— — —
W [Iy (), Bg(#), - 0oy By g ()] W [ky(%), By(2); .., hy(%)]
O ipotezd similara o facem referitor la functia
Gaor(®) = Why(a), ha(x), - -, ucs(x), £() 1.

II. Réddicinile functiilor Fj (%) $i Gs—1(x) se separd in intervalul (a, b).
Vom aridta cd in aceste ipoteze au loc afirmatiile teoremei 1. In acest
scop, si considerdm functiile

Hy (%) = W [y(%), ho(%), - - -, bu—1(%), () ],
Hy(%) = W [Iy(x), by(%), .. -, Be—1(%), Burr() ], (31)
Hyppr (%)= W [lyix), hy(%), - ., ha—1(x), &, (x)].
Aici (%), ..., h,—i(x) reprezintd integrale ale ecuatiei (1), satisficind
relatiile (3), iar A, (x) este o integrald, formind un sistem fundamental
cu celelalte n—1 integrale considerate anterior.

In baza lemei stabilite anterior, aceste funcfii satisfac in intervalul
(@, b) relatiile

H,y () 5 0, WIH, (), Hy(2)] 520, ., WIHy (%), Hy(®), - - ., Havs1(9)] 520, (32)

Ultima dintre aceste relatii ne aratd ci functiile (31) formeazi un sistem fun-
damental al unei ecuatii diferen{iale liniare si omogene de ordinul n—Fk— 1
de tip normal. Celelalte relafii din (32) exprimi, conform teoremei (***%*),
faptul cd mulfimea @/, s, formata din toate combinatiile liniare ale functiilor
(31), are proprietatea I ;. (a, b). Intrucit prin ipoteza funciile f(x) si
g(¥) reprezintd integrale ale ecuafiei (1), rezulta in datd cf functiile Fy_(x) si
Gp—1(¥) considerate anterior, aparfin multimii @/,_;—;. Astfel, conditiile
teoremei 1 sint indeplinite daci se considera in locul numirului #», numarul
n—Fk+1, apoi in locul functiilor h(x), #y(%),..., h,_i(¥) care verifici
relatiile (3), functiile (%), Hy(x), - .., H, #(x) din (31), si in sfirsit in locul
functiilor f(x) si g(x), functiile F,_,(x) respectiv Gp—i(x).

Aplicind teorema 1, presupusd adevdrati pentru k = 1, se obfine ci :

1°. Funcfia (Fu(x) = W [Hy(x), Fp—1(x)] are in intervalul (a, b), n—k—1
riddcini distincte. Toate aceste rddicini sint simple si reprezinti puncte
de extremum ale functfiei

Fpq¥) Fr_1(%)

H,y(x) Wiy (%), By(%), . o) By(#)]
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O afirmatie analoagd are loc si pentru functia G,(¥) = W[H;(x), Gs—1(x)].

2°, Tntrucit prin ipotezd, rdddcinile functiilor Fyi(%) si Gii(x) se
separd in (a, b), rezultd cd si ridécinile funcfiilor (7 (%) si G,(x) se separid
in (a, b).

Se observd insd cid are loc identitatea

Fal6) = WIH,(2), Fur(v)] = W [y(x), Ia(a), -, Baca(2)] X
X Wihy(x), by(%), - - o, Ba(%), f(%)],

care rezultd din (15) daci se ia in locul numdralui m, numarul k-1, iar in

locul numaralui k&, numarul 2—1.
La fel, are loc identitatea

Gu(x) = W [Hy(x), Gio1(%) ] = W [By(), By(x), - - -, Ba—1(x)] X
X Why(x), by(), - - -, (%), 8(x) ]
Tinind seami de expresiile functiilor FF,(x) si G,(x), rezulta identitdile
Fol#) = W (), Bo(®), - - -, Inea(9) 1Fu(),
(%) = Why(x), ho(%), - - -, l—1(%) JGx(x).

Tinind seami de aceste identitati, precum gi de faptul cd in baza relatiilor
(3), Wlhy(»), huo(x), -- ., Be—1(x)] 720 in (a, D), rezultd din cele de mai sus
valabilitatea teotemei 1 i pentru numarul natural k.

Astfel teorema 2 este demounstrata.

6. In cele ce urmeazd vom presupune ci operatorul diferenfial L, [v]
care intervine in membrul sting al ecuatiei (1) are coeficienfi continui in
(a, b) si admite o descompunere in factori de forma

Llyvl=Li-Lily]}, 1=k=n—1, (33)

unde L;[y] si L,—4[Y] sint operatori difereniali liniari si omogeni de

forma normali, primul fiind de ordinul ki avind cceficientii din clasa

Cn—*(a, b), iar al doilea de ordinul n—%k, avind coeficientii continui in (a, b).
Conditia necesard si suficientd ca operatorul L, [y] si admitd o des-

compunere de forma (33) a fost datd de G. Mamm ana in lucrarea [5],

jar expresia efectivd a acestor cperatori-factori, in cazul cind este pesibila

o descompunere de forma (33), a fost stabilitide L. A ra m a inlucrarea [1].
in cele ce urmeazi ne vom servi de urmitoarea definifie :

DErINITIA 3. Sespune ci unoperator diferential Ly|y], liniar si omogen,
de ordinul p, avind coeficienfii continui intr-un interval &/ are proprietatea
1,(9), respectiv I}(J), dacd mulfimea integralelor ecuatiei diferentiale

o : - T &
corespunzitoare L,[y] = 0 are proprietatea I,(/) respectiv I5(9).

Folosind aceastd definitie, putem enunfa urmitoarea teorema :

TEOREMA 3. In ipoteza cd operatorii diferentiali L, r@spelutfz"u L”_k. care
intervin in (33) aw proprietdtile I,(a, ) respectiv I,i_f;(ﬂ": b), 'fre_[(,v)ﬂ st g(x)
dcud integrale neidentic nule ale ecuaties L,[y] = 0, avind fiecare cite n—1
raddcini distincte in intervalul (a, b). Alunct
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L°. Funclitle Ly[f] si Ly[g] aw in intervalul ) iddcini
s § , il (a, b) cite n—p— ldcin
distincte, ele fiind toate de ovdinul intii. s o
2° Dacd raddcinile functiilor f(x) si g(x i in ¢
°. Dacd 1 e it (%) 51 g(x) se separd in intervalul (a, b
atunct vaddcinile funciidlor Li[f] si L[g] se separd in intervalul (a(bj i
Demonstratie. Fie o un numir astfel ales incit a < « < min {7, s;}
= 5
LW

unde prin #; respectiv s; s-au notat ridicinile din int ’ ;
: : : G ervalul (a =
gralei f(x), respectiv g(x). ul (@, b) ale inte

Considerdm ecuatia diferentiald L,[y] = 0. T
( ! tia : ay] = 0. Fie hy(x), hy(x), - .., h(x)
un sistem de integrale ale ei, satisficind in punctul ¥ — o mitoard
conditii ale lui Cauchy : g S
(e =Bile) = v ovuns s , =0 ") =0, AV (e) =1,

ho(o) = ha(a) = ... = B () = 0, B a) =1,
: (34)
i-’-,ﬁ. ](O’) == 0, h-,l 1 (f}i) — .1,
/3,(([7.) =l
Intrucit prin ipotezd operatorul Li[¥] are proprietatea Iy(a, b), deci

i proptietatea I,(a b), rezulti in baza t qel (HE% «
% = ’ ) a teoremel urma P
o tntervatul (a,9) (***), urmitoarele relatii

(%) 72 0, W [hy(x), k()] 20, ..., W [Ay(x), (), . - -, By(x)] £ 0. (35)

Fie in continuare g,(x) % ¢ i i

‘e (%), @a(%), - .., @u_p(%) un sistem de i

ecuatiel L, Y] = 0, satisficind coudi‘giile ( ! BRisereld e
prla) = @ife) = oo =@ (0) =0, 9" () =1,
(PE(“) — (PE(U') S —— {Péufﬂ' 3}(0:) —=x()* (P(" kf'l)(oc) =1

Pn—k—1 (“) =0, CP:; — k- 1(5{) — 351

CPn-I:(O':) =i

Intrucit operatorul L, .[Y] are ietate
’ _operato; wr[Y] e proprietatea [, (e, b), rezultd ir
baza teoremei (***) cd au loc in intervalul (o, b) relatiile R

?1() 70, W [u(x), @a(0)] 0, ., W [o(x), @u(x), -, @us(1)] 520, (36)

Consideram ecnatiile diferentiale

Wihy, boy -, by y) = @i(%) (1 =1,2, ..., n—=k). (37)

No?_ﬁ;n cu gy (%) 0 integrala oarecare a ecuatiei de rang ¢ din (37). Evident

ca si functiile fryi(x) (1 = 1,2, ..., n—#) sint integrale ale ecuatiei L (9] ==
nw.t |

= Ly {Ls[¥]} = 0,
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Vom demonstra cd functiile (%) (¢ =1, 2, ..., n—~k) satisfac in
intervalul (o, b) urmitoarele relatii, care completeaza relatiile (35) :

W [hy(%), ho(), - - -, Bp(), Bagr(%)] 520, oo
e W), ), - (), B (), ()] 520, (38)

in adevir, inlocuind in identitatea (15) pe # cu numérul 2+, obfinem
identitatea

W(HP, HY, ..., H®) = Wii(hy, by, - o, ) Why, By, - -, Bayi),  (39)

unde s-a notat

HY () =W (), o), - T(5), () .

Dar prin definitie avem

W (), hal(2), - - ) Ia(2), Py ()] = i),

Astfel, relatia (39) se transcrie
W (e, 0y @) =W "y, by ooy b)) Wby, By oo By )
Din aceastd identitate, finind seami de relafiile (36) precum si de ultima
relatie din (35), rezultd cd
W [hy(%), ha(%), - - -, Beyi(%)]520 pentru x€(c, b),

oricare ar fii = 1,2,..., n—Fk, ceea ce demonstreaza relatiile (38).

Relatiile (35) si (38) ne aratd ci functiile hy(x) (1=1,2, ..., &, k+1,. .., n),
care de altfel formeaza un sistem fundamental, pentru ecuafia L,[y] =0,
satisfac in intervalul (e, b) relatiile (3). De aici rezultd in baza teoremei
(#*#%) ci operatorul diferenfial L,[y] = L, _{Ls[y]} are proprietatea
I*(a, b), si cum « este un numdr arbitrar din intervalul (, b), rezulta ca

operatorul L, [y] are proprietatea I}(a, b).
Tn sfirsit, se observi ci are loc in intervalul («, b) identitatea
Wih.,, Ty 7 % B 3)

L [9]) = : . 40
ke L)’] ],;_r(hl‘ },_2' i hh} ( )

Aplicind in cazul ecuafiei diferentiale considerate L,[y] = 0, teorema
2, si tinind seami de relatiile (35), (38) si (40), se obfine teorema 3.

Observalie. Din demonstratia dati mai sus rezultd i urmatoarea pro-
prietate :

Trorema 4. Fie L,[y] si L,[Y] doi operator: diferenfiali liniari si
omogeni de formd normald, operatorul L, avind coeficienfii continui intr-un
interval (a, ), iar operatorul L, avind coeficienfii din clasa C'a, b). In ipoteza
cd operatorul L,[y] arve proprietatea I,(a, D) iar operatorul L,[y] are pro-
prietatea I,(a,b), rezultd cd operatorul produs L, [v] = LAL,[v]} are pro-
prietatea I, ,(a, b).
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OB OOHOM TEOPEME B. A. MAPKOBA

KPATKOE COJEP)KAHHE

B Hacrosimiem Tpyje ycraHaBauBaeTcA CJeNyIOLLAs Teopema:

[Tpu npednoaoocenun, uro Ougdeperyuarstoe ypastetue (1), ¢ He-
npepolerbimi Ha untepsare (a, b) Koapduyuenramu, donynckaer n—1- pe-
wenuii hy(x), . . ., h,—1(x) ydosaersopsiowux Ha oTKpoITOM urrepsaae (a, b)
coorrowenusn (3), nycro f(x) u g(x) dsa HeromcdecrserHoix HYACBLLY pe-
tuerusn ypasrenus (1), umerowux, xamdoe, no n—I1 pasauunvie kopred Ha
unrepsane (a, b). Toeda, npu atobom k= 1,2, ..., n—1, uneror mecro yreep-
acdenusn:

1°. Dynryuu  Fy(x) = Wihy(x), hyo(x), .. ., h(%), f(%)] w G,(x) =
= Wlhy(x), hy(x), . . ., By(x),g(x)] na unrepsare (a, b) umeror no n—h—|
PABAUYHOLY KOPHell 1 6Ce 3Tu KOpHU NPOCToLe.

2°, Ecau ropru yusyuii [(x) wu g(x) pasderstorcs na uHrepsaie
(a.6), 1o u Kopuu pyurkyui F, (x) u G,(x) pasdersores na (a, b).

"

~ ~ ¥ - d
B uacrom cayuae, xorna L":ﬁ H Korjaa kR = I, BhIIeH3IOMKeHHas
ax

Teopema CBOAMTCH K HapecTHOl Teopeme B. A, Mapkosa [6].

SUR UN THEOREME DE W. A. MARKOV

RESUME

Dauns ce travail cn établit le théoréme suivant :

Dans Uhypothése que I'équation différentielle (1) aux coeficients continus
dans un intervalle [a, b) admet n—1 solutions hy(%), . - ., h,_() satisfaisant dans
Uintervalle cuverl (a, b) aux relations (3), soient f(x) et g(x) dews solutions
non identiquement nulles del’ équation (1), ayant chacune n—1 racine distinctes
dans Uintervalle (a, b) Alors, quel que soit k =12, ..., n—1, les affirmations
sutvantes ont lieu :

1° Les fonctions Iy(x) = W(hy(x), hy(%), - - -, (%), f(%)] et Gu(x) =
= Why(x), by (%), -, hi(%), g (%)] ont chacune, dans Uintervalle (a,b),
n—rhk—1racine distinctes, toutes élant simples.

2°. Si les racines des fonctions f(x) et g(x) se séparent dans Iintervalle
(a, ), alors les racines des fonctions Fy(x) et Gy(x) se sépavent aussi dans
(a, b).

Dans le cas particulier ott L, = o et quand & =1, le théoréme ci-
ax

dessus se réduit 3 un théoréme connude W. A, Markov [6].

%]
@
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