PROPRIETATI PRIVIND MONOTONIA SIRULUI
POLINOAMELOR DE INTERPOLARE ALE LUI
S. N. BERNSTEIN SI APLICAREA LOR LA STUDIUL
APROXIMARII FUNCTIILOR

DE
0. ARAMA

In aceasti comunicare se studiazi aproximatia dati de polinomul
Bu(x;f) al lui S. N. Bernstein, in cazul cind functia f(x), care se aproxi-
meazd, are diferenfele divizate de ordinul doi mirginite in intervalul [0,1].
Se aratd cd prin impunerea unei astfel de condifii functiei f(x), are loc
egalitatea -

x(1— %)
f(X)—"B,,(x;f) SRSl S i [Epiz, Eaif]

n

unde £, &,, &, sint valori din intervalul [0,1].

Se demonstreazi in prealabil proprietatea ci dacd o functie f(x), defi-
nitd in intervalul [0,1], satisface in acest interval o condifie de convexitate
de ordinul 1, atunci sirul corespunzitor al polinoamelor de interpolare ale
lui S. N. Bernstein este monoton in [0,1]. Se stabileste apoi o proprietate
asemdndtoare pentru girul derivatelor polinoamelor lui S. N. Bernstein.
In ultimul paragraf al acestei lucriri se consideri o aplicatie a teoriei pre-
cedente la rezolvarea aproximativi a ecuafiilor si sistemelor de ecuatii
diferenfiale. Anume se consideri o modificare a metodei aproximatiilor
succesive a lui E. Picard, modificare care consti in a aplica integralelor
ce intervin succesiv in definirea aproximatiilor, formule de cuadraturi de

forma.
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unde B, (#; ¢) reprezintd polinomul de interpolare de gradul # al lui S, N,
Bernsteln, corespunzitor intervalului (, b) si functiei o(x) :
B S ahvaa L " Ct : i(h n—i - t(b—a)
(% 9) = l—a)i < Lolai) (x—a)! (b—x)n—i ; Gpmhf =t s
=l

Se studiazd apoi convergenta metodei astfel obtinute.

11

PROPRIETATI PRIVIND MONOTONIA SIRULUI POLINOAMELOR DE
INTERPOLARE ALE LUI S. N. BERNSTEIN

§ 1. In acest paragraf vom stabili

TEOREMA 1: a). Dacd functia f(x) definitd in intervalul [0,1] este in
acest interval vespectiv convexd, neconcavd, polinomiald, neconvexd, concavd
de ordinul 1 (adicd ovice diferentd divizatd de ordinul doi a ei este in in-
tervalul [0,1] respectiv >0, =0, =10, =0, <0), atunci sirul polinoamelor
de interpolare ale lui S. N. Beynstein, corespunzdtor acestei functii st inter-
valului [0,1],

Bix:f) » Ba(x: )., Bu(x;f),... (1.1)

este respectiv descrescdtor, necrescdtor, stafionar, medescrescilor,. crescdtor.

b). Oricare ar fi functia [(%), definitd in intervalul [0,1] si continud in
acest interval, indiferent dacd verificd sauw nu vreo proprielate de convexitate,
pentru ea au loc egalildtile.

Bpaile: fl—Bola; = =5

nnt1) (€1, &2 & /] (1.2)

unde &, &, &, sint valori din intervalul -[0,1].

In demonstratia acestei teoreme ne-am folosit de urmitoarea indicatie
datd in acest scop de prof. T. Popoviciu : .
Scriind

af=L;§cm1%bwlﬁquﬁx+u-wn
n+1

! i )
§i efectuind diferenfa se obtine :

&ﬁ*&ié?khd&%ﬂ—ddm—fﬁd%;ﬂﬂa-wHH=

n (1.3)
=2 Ai xl (]___x)n—t'-l»l -

i=l
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Coeficientul A, se poate scrie

-t ) ) -
- e R (1) el ) e )

Expresia din ultima parantezi dreaptd reprezinti diferenfa divizati
de ordinul 2 a funcfiei f(%) pe nodurile

i—1 A 7
e

Xp1=—" X o= ————
[ " M2 n—l-l n

Se poate deci scrie

7 [ ; 1 fom] s
= Wi ‘lfli - Cue[ %11, %12, %135 f] =—M il ¥ X0 ¥ ) f]-'
(1.4)

Introducind aceste valori in expresia dezvoltatd a diferentei B,,,— B, si
tinind seama de proprietatea respectivi de convexitate a functiei f(x), se
ajunge la prima afirmatie a teoremei.

A doua afirmatie a teoremei rezulti precum urmeazi.

Sd fixdm pentru moment variabila x in intervalul [0,1] si si consi-
derdm functionala

-Fn{f}=Bn+l(x;]!)*Brz(x;f)- (1.5)

Se observd ca ea se anuleazd daci f(x) este un polinom de gradul 1 si c4 ia
valori negative pentru orice functie convexi de ordinul 1 in [0,1], (conform
primei afirmatii a teoremei 1). Atunci, dintr-un rezultat stabilit de prof.
T. Popoviciu in [9], rezultd ci aceastd functionald are o formd cla-
sicd, adicd forma

Fulfy=Kn(%). [£1,85. & 1] (1.6)

unde coeficientul K,(x) nu depinde de funcfia f(%), iar &, &, ,; sint valori
din intervalul [0,1], care depind in general de f(x). Valoarea coeficientului
K;(%) se determind indatd, particalarizind convenabil in (1.5) si (1.6) functia
f(x). Astfel, dacd se ia f(x)=4x2, se obtine
, : (L — %)
K (%) = Fp{#?} = Bpy1(%; #2) — By(x; x2) = e (1.7)

egalitate ce rezultd indatd, dacd se fine seama de identitatea
n

m2Cpw™ ve=m = ny(nu—+v) (1 --v)—2
m=0

in care se ia w=x%, v=1—1z.
Inlocuind expresia lui K,(x) din (1.7) in (1.6), se ajunge la a doua
afirmatie a teoremei 1.

+
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Observare. Concluziile teoremei de mai sus rimin valabile dacs in locul
intervalului [0,1] se consideri un interval oarecare [a, b], cu conditia de
a raporta polinoamele de interpolare ale Iui S. N. Bernstein, relativ la
intervalul [a, b]. In acest caz obfinem egalitatea

Buyt (%5 f) = Bulr; = ——00=4) o (1.8)

n(n-1)
unde £, &, &, sint valori din intervalul [, 5].

§ 2. A doua teoremi pe care o stabilim se referi la sirul derivatelor
de ordinul intii ale polinoamelor de interpolare ale lui S. N. Bernstein,
corespunzatoare unei functii f(x) si unui interval dat.

TEOREMA 2: Dacd functia f(x) definitd in intervalul [0, 1] este in acest
interval respectiv convexd, neconcavd, meconvexd, conmcavd de ordinul 1 st 2
(adicd orice diferentd divizatd de ordinul 2 st orice diferentd divizatd de
ordinut 3 a acesteia este respectiv >0, =0, =0, <0), st dacd diferentele divizate
de ordinul 2 sint mdrginite in intervalul [01], iar Sp=lim| [xy, %5, % /]| 20,
atunce sirul deyivatelor polinoamelor de interpolare ale lui S. N. Bernstein,
corespunzdtoare functier f(x) si intervalului [0, 1], adicd strul

a d
d—xBl(x;f), ﬁBa(x;]‘),. S %B,[(x;f),

incepind de la un rang N(ec)*), este respectiv descrescdtor, mecvescitor, ne-
. G A 1

descrescdtor, crescdtor in intervalul [0, ——z|, unde ¢ este un numdr po-
i

zitiy arbitrar.
Demonstratie. Derivind membru cu membru identitatea (1.3), obtinem

n—I
d ) / ; ;
Zo1Br—Bap = D [(+1) Mg — (n—t+1)m]xf(1—x)"—*+A1(1~x)"—xng.l)
= ;
5S4 considerdm stuma
n—1
S(5) = D [(641)h sy — (m— - 1) J 41 — ) (2.2)
=

care intervine in (2.1). Inlocuind A; cu expresiile lor stabilite anterior in
(1.4), se obtine

=1

S(x) = 122(;—52{2'(%2#1) & [ij : n—j—l L /|-

= (2.2)
n—I1
et e S
(i+1) [n Mttt | e 1M( %)
=

*) Rangul N(g) nu depinde de variabila .
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unde s-a notat

S . i 1—1 i 7 K . oi+l i] b+1 ’?—[—] i }
u,-:a(n—%—i—l)Cﬂ[Tz ’n+1’;’f] —(z—}—l)_Cu Lz AEl T =
b 7 :
Vom ardta intii cd #; =0, oricare ar fi 7=1,2, ..., [QJ In acest scop consi-
derdm expresia auxiliard
. ; : ) ') 'L—|—1 . | 3 i,?/—l—l ]:
< ZWE(%_z-}_l)C:’[n—i—l " w1’ f]-l—(z—l—l) Co L@—!—l " onf1’ !
. ; . : i 7 ¢ o1 ]
=[srrc—so—rtva] [ 1] -

; = : . D i Wf ¢ 4441
:CR[(%—Z)(E —|—1)*3(ﬂk7+1)Jln+1, E ) w1 ) f]:CIl(Tz_zz)[%+l,ﬁ’1i_l_]'f]'
Sa presupunem pentru fixarea ideilor cd f(x) este neconcavi de ordinul

« o e n
1 si 2 in intervalul [0,1]. Observim cid in aceastd ipotezi, daci agl—z—l,
atunci v;=0. Mai departe, si alcdtuim suma :
e be =1 .4 g e o % & 41"
u,-+7;,-_:4.{n—1,—|—1)C§l[——n T fJ*ff(ﬂft-Fl)Cn[ni#rl N A ,f] i1

i gt ® ¢ 141 : 2 i+1[i,i+1,fj:£- ]:

It [n—l—l "n nt+1’ f} Ry n ntl n 2
i(n—i+1)(2n—i+1) ci [ifl, 7 ,1" i+1 'fJ u

n(n—+1) "l nt+l om ont1’
(t+1)*(n+i+1) i+l[ i1 a4 '5+1.f}_

i n(n+1) L T R

E n
Din aceste egalitdti si din faptul cd pentru i=1,2,..., [5] avem v; =0,

rezultd inegalitétile

. n
wy = 0, (z:l, D o3 [5]] (2.3)
Tinind seama de (2.2) si (2.3), rezultd cd toti termenii din suma S(x), care
corespund la indici ¢ = [g}, sint nepozitivi si suma lor, pe care o vom nota

cu S4(x), satisface pentru orice x din intervalul [0,1] inegalitatea

(5] 51000 B,
—1 if. , . i—1 1 v 141
Si(x) = na(ﬂ—}—l)ziz‘: anz(n——r,-l—l)(?«n—ﬁ-l-l) [ n ntl n w1’ f] 13

D)o+ [ D 2 T g0, 2
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S& considerim acum suma tuturor termenilor din S (%), care corespund la

indici ¢ satisfdcind inegalitatea § = [ J—{—l Vom nota aceasti sumi cu S el

n—1

Sal#)= n-l—l . LZ“]' { il C:‘[ n nil ' %;fJ
= & J+1

. i+1 141 ?-+1 i
(1’+l Cu [E 3 1—__$+1 7771 3 fjf xi(lux)

(2.5)

S4 notim cu p numirul natural [ ]-{—1 $i sd rearanjim termenii sumei

Sy(%) precum urmeaz3 :

"

1 £
Sz(x)——mm{p(n—?—]—l)Cﬂ[g—E—l ) r—?lb—l : 2 : ]‘J P(1—x)n—p —

[ 1 i) +
+“<1—+1—)§ (60— |2 T L i gy
BLAE R = PRy PO
si deci
el e R 121 =P O 27 Pt o

. "n—l 7
— =

n w1’ + 1 f] s x)f—!—

n—2

1 T 3y fid |
Sl m; (l+1) C;;'H [E 2-: % ](J [(n—f—l)x—ik]-] xi (lkx)rz-—'[—l_

54 notdm cu oy(x) urmitoarea sumi ce intervine in (2.6) :

n—2

1 v
“lf")=¢;zm§( i+1)C, 'E;fl R fJ[(n+1) z—l]x’(l—x)'gf;)'

(i el 1
Se observa ci in intervalul [0 E] factorii [(n4+1)x—i—1] ce figureazi in

(2.7) sint negativi pentru ¢=4. Deci avem :

6,(%) =0, oricare ar fi xe[(}, ;—] (2.8)
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S8 considerdm acum ultimul termen din suma (2.1), adicd termenul — ,x"

i sd-l i u termenul — " [ﬂ—l SEEE f] T W
si sd-1 asociem cu termen it | n nfl T’ ’

figureazd in (2.6). Suma lor va fi:
oy(%)= . [n—l’ = ,I;f] x— £ [n;:lj - il f] =1 (1—x) =

nn-4+1)| n a4+l P | —
s 1 n—1 n ) 2.9)
ﬂ(n+1)[ n ’n+1’1’f]x i

Observdm ci in intervalul 0,% factorul (x—n-+nx) este nepozitiv si deci

o,(%) este mepozitiv in acest interval.
1
oy(x) =0 , uxe [0, 5—] : (2.10)

Considerdm acum penultimul termen din (2.1), adici A,(1—x)?; si-1 aso-
ciem cu primul termen din (2.6), adicd cu termenul

p,_g:(,_tf_—lf_)l)'cﬁ [ﬂ—fil : n?j—l ’g ;d #A=2r, [ﬁ:[g} +1"

S& notdm cu o,(x) suma acestor doi termeni. Si aritim ci oricare ar fi
numdrul > 0, pentru acesta existd un rang N(e) astfel incit pentru

n > N(g), suma o04(x) este nepozitivi in intervalul O’E_E

Suma in cauzd este

( ) ll( kt),;_;_?( P"!‘l) Cﬁ[p_l ?5 ,g;f:[‘.‘}‘.p(lgx)u-—-p_ (2]_1)

n(n+1) n  n+1
inlocuind fn (2.11) pe A; cu valoarea sa datd in (1.4), obtinem :
1 1 1 e A\ n
O-B(x)z_n(_n_!_—lj[ ,m,;;'fj(l_i) +
Pr—ptl) pp—1 5 5. =
r n* (n+1) C"[ n ntl ’E*f] P(1—x)n=>. (2.12)

De aici rezulti inegalitatea

0y(%) = — E?ﬁ‘[f% (1— )+ ﬁ(n(nﬁ 51) CEAJ[f] 49(1— )P =5,(3)  (2.13)

unde d,[f]=lm | [x;, %5, %3 f]|, dar A, [f] =lim | [, % %5; /] |. Punem
[0,1] . (0,17 -

condifia ca gy(%) =0. Tinind seama de faptul cd nggé, aceastd con-

difie se transcrie

( X )p( m(n+1) - 3, (2.14)

1—x] = p(n—p+1)CP A,
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Se verificd ugor cd CH=2"", unde p — [;J +1. Inegalitatea (2.14) este

a fortiors verificatd cind x satisface inegalitatea

( x )ﬂi: " 0y
1—x) = pln—p+1)2"" A,
adicd inegalitatea

% lip

nd,
1~x<%ﬂn—p+U2P%J L

(2.15)

Tinind seamd de faptul ci $» = [?)EJ +1, precum si de faptul i §, # 0

dny b L o 1 ' : '
(prin ipotezd), rezultd cid lim On = T Dacd acum impunem variabilei ¥
Hn—+ @ 3
2 g U ey 1 \ ;
sa verifice inegalitdfile 0 = x=_—— ¢, atunci — tinind seama de faptul

H

2 S o it :
ca functml este crescdtoare in intervalul [0,1] — rezulty inegalititile

Incepind de la un rang N(e) (ce nu depinde de ¥), numerele p, din
1—>be

: 4-1-bg

loc inegalitatea (2.15). Rezultd deci ci pentru # > N(g) are loc inegalitatea

(2.15) vor depdsi raportul si deci incepind de la acest rang va avea

03(%) =0, oricare ar fi xe [0, % —E]‘ (2.16)

In concluzie, finind seami de (21), (2.2), (2.6), 2.7), (2.9) si (2.11),
putem scrie :
da
dx {BHH —B,¢}=S(x)+h1(1 —x)llﬁhnx"=sl(x)‘f‘Sz(x)‘H“l(l — &)t —Rpat=
bt = S51(%) +04(2) +05(%) 40, (%) -
Apoi tinind seama de inegalititile (2.4), (2.8), (2.10), (2.16), rezultd ci
pentru # > N(e), au loc inegalititile
d
E{B,,H—B,l} =0, oricare ar fi =xe¢ [0, % ke}-
g.e.d.
Teorema enuntati se transpune cu usurintd pentru cazul cind poli-

noamele de interpolare ale lui S. N. Bernstein se consideri relativ la un
interval [a, b] oarecare,

QE—al

&
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IT.
APLICATII LA STUDIUL APROXIMARIT FUNCTIILOR

§ 3. Asupra aproximatiei date de polinomul Bj (x; /)

Dacd functia f(x) este continud in intervalul [0,1], atunci sirul
corespunzdtor al polincamelor de interpolare B,(x;/) este uniform con-

vergent in acest interval i — conform unui rezultat obtinut de prof.
I, Popoviciu in [1] — an loc delimitérile
9 1 s
[H2) = Ba(xi ) | = 20 —:), (n=1,2,...)
3 Vn

unde w(d) reprezintd modulul de oscilatie al functiei f(x).

E. Voronowska ja, studiind caracterul asimptotic al aproximatiei
date de polinomul B,(x; /), stabileste in [2] urmétorul rezultat: Daci functia
/(%) admite in intervalul [0,1] derivatd de ordinul doi continui, atunci

are loc relatia :
(L —#)f"(x)

vo| =

Hm #[f(x)—Bu(x; )] = —

o

(a se vedea de asemenea [3], [4], [5]).
In acest paragraf, stabilim urmitoarea teoremi, care intr-un anume

sens generalizeazi rezultatul obfinut de E. Voronovskaja, amintit mai sus :

TEOREMA 3: Dacd funcfia [(x), definitd in intervalul [0,1], este con-
tinud in acest interval, atumci are loc egalitatea

f(‘x)*Bn(x;f(): _2(17_‘@[%1: :'-32, Eg}ﬂ (31)

unde &y, s, &y sint valori din intervalul [0,1].

Demonstragie. Si fixdm pentru moment variabila x si si considerim

functionala
R,,{f}:f(x)ﬁB,,(x; 1) (3.2)

Tinind seamd de teorema 1, se observi ci ea se anuleazi dacd f(x) este un
polinom de gradul 1 si cd ia valori negative pentru orice funcfie convexi
de ordinul 1 in [0,1]. Atunci, conform unui rezultat stabilit de prof.
T. Popoviciu in [9], rezultd ci aceastd functionald are o formd clasicd,

adicd forma
R 4} =Kz} By £ By i o] (3.3)

unde K,(x) este un coeficient ce nu depinde de functia f(x), iar &, &,, &,
sint valori din intervalul [0,1] care depind de f(x). Expresia coeficientului
K, (x) se determind indati, particularizind convenabil in (3.2) si (3.3) func-
fia f(x). Astfel, dacd se ia f(x)=x% se obtine indati
x(1l—x
Kap(x)=R{x?}=22—B,(%; 2¥)= — s = Ak

de unde rezulti afirmatia teoremei.
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§ 4. 0 metoddt de integrare numerledi a ecuagiilor diferengiale

I'ie o ecuatie diferentiald

' =f(x y) (4.1)
cu condifia initiald
(%) =Yo- (4.2)
Considerdm sirul de funcfii y,(»), definite de formula de recurenfi
Yo%) =%,
) =yoH\ Bufs; ls, yuni(9)pds; n=12,...  (43)

unde prin B,(%; ¢) i‘nj:elegen} polinomul de interpolare de gradul # al lui
5. N. Bernstein, corespunzitor funcfiei ¢(s) si intervalului (x,, Xo1-h).

1 %1, i
B 30) = s 2 Cuonort ) (o) h— ot w4
=

Procedee de integrare aproximativd de acest gen au fost tratate de

J. Warga in articolul de sintezi [10].
_In acest paragraf se aratd cd in anumite conditii care vor fi precizate
mai jos, sirul (4.3) converge uniform intr-un interval [x,, x,+4] citre
integrala y(x) a ecuatiei diferentiale (4.1), integrald ce satisface conditia (4.2).

Ipoteze. Presupunem ci funcfia f(x, y), ce figureazi in n
‘ 8, P 1 ] L), nembrul
doi al ecuafiei diferentiale, satisface urmitoarele cofditii:
a) Funcfia f(x, y) este continud in domeniul (D), definit de inegalita
. ’ ) galitd-
1(,'111e =X = %o+a, yu—_bgygyu+b, (>0, b>0), si satisface in acest
omeniu }negahtatea lui Lipschitz relativ la variabila y, cu constanta L.
B) Fie M :11(13)}{ f(%,y) i fie A un numir pozitiv, satisficind inegali-

£

y) Fie (D*) domeniul definit de inegalititile x,=x=x,+%, y,—b= =
=9y+b. Functia f(x, y) admite in (D*) derivate ‘i')—artraleo de ’orjél“inulﬁglfx
si doi, continue.

tatile A = min {a, ;—{} si b< —2——

Vom nota in cele ce urmeazi cu y(%) integrala ecuatiei di i '
ce satisface condifia (4.2). Are Iocy( : . sk el

 TEOREMA 4: In condifisle o), B), v), sirul [4.3] converge uniform
wntervalul [xy, xg-+h] cdtre integrala y(x). L f e m
Demonstragie. )
1°. Pentru orice xe [%,, %,-+%], aproximatia d di o
satisface inegalitéfile g e o, P rib i e
Yo—b=ya(#) =90+0; n=1,2,. .. . (4.5)

e, [ P et et e,

BRI 0 e
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7lA:
fntr-adevir, pentru #=1 avem :

X
9 —so | = | § Bufs; fs, yobds | = (v—20) | BE: 1o} | =
Xo
SMix—x) =Mh=0.
Aici s-a aplicat formula obignuitd de medie pentru integrale definite, iar
¢ reprezintd un numir intermediar din intervalul (x,, %,+%). Presupunem

2 ia de ordinul » are sens si-satisface inegalititile (4.5)

acum cd aproximati
in intervalul [x,, %,-+7%]. In aceastd ipotezd, rezultd pentru aproximafia

de ordinul n-+1 delimitarea
| Ynst (x)‘yo L = ”S Bn-ﬁ—l{.s A f[S, yn(s)]}ds g(x*%D) . IB;H-I_{:E SIS, yn(s)]}l =
=M(x—%) =b; xe[%, %+h]

Conform principiului inductiei complete, inegalittile (4.5) sint valabile
in intervalul [x,, %,-} %] pentru orice indice natural . :

9°. Convergenta sirului (4.3) este echivalenti cu convergenfa seriei

yo(x) +2[yn+1(x)'yn(x)] i : (46)

n=u

S% ardtim ci in intervalul [ %, %,-%] aceastd serie este uniform conver-
gentd. Termenul general al ei se delimiteazd precum urmeazi :

e T P S: | But1fs; 115, ¥a(s) 1} —Bafs; Flsyag(s) 1} ds =
= (1 Buarfe: 5, OBl [ 500 1 85+ )

= S:| B;z{S] /1s, yn(S)]}*Bn{SQ ils, yﬂ—l(s)]}l L

Tinind seama de formula (1.2), precumrs}i de o formuli de medie stabiliti
de prof. T. Popoviciu in [8], obfinem pentru prima integrala deli-
mitarea S :

x 1 i S — "
I(x) = le Bn+l{s i1 yn(s)]} —Bn{S nils; yn(s)]} | ds = (4.8)
=) (% +h—9) a £
= 2n(n+1) 1%1515 a@f[?ﬁ,j_,,(x)] ds
Xo :
Notind cu M;=max|—|; M,=max ﬂ : M,=max ?_fg
(BH (18% o% 10y]" (o lox
2 2
M12=max ﬂ h M22=max —a—é y \
1650y 1T T (YR

9 — Studii si cercetiri de matematica




206 0. ARAMA i9

si tinind seama de urm#itoarea formuli stabiliti de T. P opoviciu in [1]
n—l

i . if ik (i4-1)% )
d—xBn(:’G, @):FZCf,_I -[xo + ;, %o+ ) : ?J(x—xﬂ)'(x;{'h-—x n—=l1—{

#
=0

obtinem delimitarea
2

d
I(%E:‘jf sz[x, yn(-ﬂ]' = fVIlﬂLMle+M(2M12+M§+MM22):Nz
si deci din (4.8) obtinem :
Nt (1 B(x— x,)2
e e S = o
Il(x) — 2”(”__'_1)5 (S xﬂ) (xﬂ_f_h s}d’s g dn (73—,%)]\]2 £ (4'8')
Xo

Apoi, Dpentru cea de a doua integrald ce figureazd in membrul drept al
inegalitdfii (4.7), finind seama de inegalitatea Iui Lipschitz, obtinem deli-
mitarea

1A= | Bufs 115, 90} = Buf(s 115, 90a(9)]] ds = (4.9)

= SMB,:{S s L | Ya(S)—Yn—(s) | Jds = L S’TBR{S; eni(5)} ds.

In definitiv, din (4.7), (4.8) si (4.9) obfinem formula de recurents

] <= 2 X
e,,(x)giﬂ(;n%l\fz—l—[,gxﬁn{s;e,,_l(s)}ds; (n=1,2,...) (410

Pentru =0, avem
X
{ Bs: 165, ya)pas
Utilizind formula de recurents (4.10), obtinem pentru e;(x) delimitarea

() = (g1 Vet o) (e—)2= (0.

go(¥) =

= SxBl{s s Myds=M(x—x,).

Apoi pentru e,(x) obfinem :

h(x—x,)2 x
g(r) = (_1.2_.%)_ N, + L Sx Bg{s; SI(x)} ds .

Tinind seamd de faptul ci expresia 3,(x) este convexi (de ordinul 1) in
intervalul [x,, %,+7%], precum si de teorema 1, rezultd inegalititile

0= Byfs; &(s)} = Bifs; 8,(s)}
s1 deci obfinem a fortiori pentru e5(%) delimitarea
) = h(xkxﬂ}z 35
a(2) = ~ 2 N, + LsxaBl{s; 8,(s)} ds —
_[_ 2 L 8 (%+h)
_[4.2.3N2+”Q‘ . E—J (%—%0)% = 8,(x) .

g1

5i%

1]
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In mod analog, pentru e4(x) obtinem delimitarea

=) No+L{ Byfs; 8,0)} ds PSR Ny 1 Bifs ()=

X
= T3 .
[ A L 8,(xy+h) 5o
Din aproape in aproape, obfinem :
h L 8,—1(x+5)
| i Sl
eal) = [4%(%—{—1) 2t 2 h
De aici obfinem urmitoarea formuld de recurentd pentru 3,(x,+7%) :

L7 h3
Bulto+h) = -8 (r+h) + W;—)Nz O

So(Xg+1) = Mh

care este de forma

|e—mp=tum. @)

e
Sp=ady_) + ——— - n=1,2 ...
[ n=— &9y ]+n(%—|—) ( ) (4‘12)
So=MPh
unde
Lh h3
il NG g T
Cu ajutorul acestei formule de recuren{id se constati cd in ipoteza
o = % ==lh seriaZ 8y(%9+h) este convergentd avind ca sumi numérul
& n=0 e
Mh+-—— N,
5= tB _ R
1—e Lh
1——

pa]

(=3}

Din (4.11) se observd cd seria E 8,(%y+h) constituie o majorantd a seriei

n=>u
w

de functii 2 eq(#), in intervalul [x,, x,-+/]. Rezultd in definitiv cd seria

n=4
(4.6) este absolut si uniform convergentd in intervalul [x,, x,+7%] i deci
ca girul (4.3) este si el uniform convergent in acest interval cdtre o functie
pe care o notdm cu y(x). Ficind pe » si tindd citre infinit, dupd cum ugor
se poate constata, egalitatea (4.3) devine la limita

y(x)=yo+ | 1s:9()1ds

X
X
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de unde rezultd cd funcfia y(x) este o integrald a ecuafiei (4.1), ce verificd
conditia (4.2).

Observalii. 1. Se poate ariita cu ugurintd cd daci in domeniul (D¥) sint

2

tndeplinite condifiile =0, =0, 8 =0 97 = (EL)_ & &
o, L ox ay ax® —  \gway) ox® gy~
i dacd se considerd y,(x) =¥, + b, atunci sirul (4.3) corespunzitor este
necrescitor in [, x,-+7]. :

2. Teorema 4, stabilitd anterior, se extinde cu ugurinti la sisteme
de ecuatii diferenfiale.
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OTHOCHTENBHO CBOMCTBA MOHOTOHHOCTH MOCJENOBATENbHOCTH
HHTEPTIONAUUOHHBIX MHorouaeHos C. H. bepuwreiina u ux npumeHenue
K HCCIEN0BAHUI0O NPHOMMKEHUs (YHKIHI

(Kpatkoe comepkaHue)

B aroit pafore ycTaHaBJAHBAIOTCH CJELYIOUIHE TEOPEMBI:
Teopema 1. a) Ecan dyuxuns f(x), sagaunas B untepsane [0,1], ssasercs
B 9TOM HHTEpBAJI& COOTBETCTBEHHO BLIIYKJOH, HEBOTHYTOH, MOJHHOMHAJBHOM,
HeRymykJsoii, Boruyroii 1-ro nopsinka (t. e. BcAKas €€ pasfeseHHas pPasHOCTE
2-ro mopAmka #ABISETCSs B 3TOM HHTEpBafe cooTBercTBeHHo >0, =0,
=0, <0, <0), Toraa nocaeloBaTebHOCTD HHTEPHOMAIHOHHBIX MHOTOY/IEHOB
C. H. Bepumreitna, coorsercrsyiomasi ¢yukuau f(x) u wunrepsany [0,1],
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qB/ISIETCS  COOTBETCTBEHHO YObiBaiomell, HeBO3PACTAIONICH, cranioHapHoH,
Hey6BIBajollel, BozpacTaouleil Moc/e10BaTe/IbHOCTLIO.

6) Kaxopa Obl nu Gba dywkuust [(X), 3ajauHas W HempepbiBHas B
nutepase [0,1], He3aBHCHMO OT TOTO, YAOBJETBOPSET HJH HET HEKOTOPOMY
CBOICTBY BBIMYKJOCTH, JJsi HeE€ UMEKT MeCTO PaBeHCTBA (1.2).

Teopema 2. Ecnum ¢yukuusi [(x), sagaunnas B uutepsase [0,1], sBasercs
B STOM MHTEPBAJE COOTBETCTBEHHO BHIMYK/OH, HEBOTHYTOMH, HEBBINYKJION,
poruyroit 1-ro u 2-ro nopsuka, (T. e. BesiKas eé pasfesieHHasi PasHOCTB 2-TO
MOpPSAAKA M Besikasi pasfesieHHas pasHocTb 3-TO MOPsJKa ecTh COOTBETCTBEN-
Ho >0, =0, <0, < 0) u ecau pasjeNedtble pasHOCTH 2-ro NoOpsiKa opra-
unuenst B [0,1], npruuem d,==1im | [x;, X9 Xs; f| |0, Torna nocnenoBareinb-
HOCTb INIPOH3BOAHBIX MHTepnosuHonHbix Muoroumenos C. H. bBepumreiina,
coorBercTByionlas GpyHkuum f(x) u wurepsanay [0,1], nauunasi ¢ HEKOTOPOro
uncna N (e), (HesapucuMo OT X), SIBJSETCS COOTBETCTBEHHO YObIBAMOLlel,

HeBoapacrapleii, ne yOGwpBalollell, Bozpacralled B HiTEpBase [0,7 —Ei|.
J

rJe & NPOHBOJBHOE MOJOMKHTENBHOE HHCIO.
Teopema 3. Ecau ¢yHkuusi [(x) onpejesneHa H HENpepeBHA B HHTEPBAJE
[0,1] Torna umeer mecto coorHowenue (3.1).

Teopema 4. Ilycrb naro audepennalbHOe ypaBHEHHE (4.1) ¢ navanbHBIM
yeaosrem (4.2) m mycth Y, (X), HOC/IENOBATENBHOCTD dhyukuuil, onpenesneHa
pekypenTHoil (opmynoil (4.3). B ycnosusax ), B), y) MOC/AeAOBATENDL-
HocTh (4.3) pasHOMEpHO CXOOHTCA B HHTEpBaJe [%0, Xo+7] K uHTErpany
y(x) ypaenenus (4.1) c yciouem (4.2).

Propriétés eoncernant la monotonieTdezla suite des "polynémes d’in-
terpolation de S. N. Bernstein “et-leur application a P’étude de I’ap-

proximation des fonctions

(Résumé)

Dans la présente note on établit les théorémes suivants :

1er théoréme. a) Si la fonction f(x) définie dans lintervalle [0,1] est
dans cet intervalle respectivement convexe, flon concave, polynomiale,
non convexe, concave du premier ordre (c'est-a-dire que n'importe quelle
différence divisée du second ordre est dans lintervalle [0,1] respective-
ment >0,=0, =0, =0, <0), alors toute la suite des polynémes d’inter-
polation de S. N. Bernstein correspondant a la fonction f(x) et a l'intervalle
[0,1], est respectivement décroissante, non croissante, stationnaire, non
décroissante, croissante.

b) Quelle que soit la fonction f(x) définie et continue dans l'intervalle
[0,1], indifféremment si elle vérifie ou non une propriété de convexité,
pour elle ont lieu les égalités (1.2).
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2¢ théoréme. Si la fonction f (x) définie dans [0,1] est dans cet intervalle
respectivement convexe, non concave, non convexe, concave du premier
et du second ordre (c’est-a-dire que n’importe quelle différence divisée
du second ordre et n'importe quelle différence divisée du troisieme ordre
est respectivement >0, =0, =0, <0) et si les différences divisées du second
ordre sont bornées dans [0,1], et 8, = lim |[#;, %, %, 11| 0, alots la suite
des dérivées des polynémes d’interpolation de S. N. Bernstein correspondant
a la fonction f(x) et a l'intervalle [0,1] depuis un rang N (&) (qui ne dépend
pas de x) est respectivement décroissante, non croissante, non décroissante,

v

: - 1 . 4%
croissante dans l'intervalle [O, = -ﬁs], ot ¢ est un nombre positivement

arbitraire,

3¢ théoréme. Sila fonction f (x) est définie et continue dans I'intervalle
[0,1], alors a lieu la relation (3.1).

4¢ théoréme. Soit une équation différentielle (4.1) 4 la condition initiale
(4.2) et soit la suite de fonctions y, (%) définie par la formule de récurrence
(4.3). Dans les conditions o), @), y), la suite (4.3) converge uniformément
dans lintervalle [x,, x, + h] vers Iintégrale y(x) de I'équation (4.1),
avec la condition (4.2).




