INTERVALE DE NEOSCILATIE LA ECUATII
DIFERENTIALE LINIARE

DE

OLEG ARAMA
(Cluj)

1. Fie datd o ecuatfie diferentiali liniari si omogeni
Lyl =" + ay(x) p" "V L ..+ ay (1) y = 0. (1)
Intr-un celebru memoriu [11], Ch. J. de la Vallée Poussin a
stabilit urmitoarea teoremi : '
Presupunind cd functiile a;(x) (i = 1,2, ..., n) sint continue intr-un
wnterval [a, b), fie M; = max | a,(x) | si fie hy rdddcina pozitivi a ecuaies
a, b :

]

B L, B Sae
M“F+M"“m+"'+M11! 1=0. (2)
Atunci ovicum s-ar alege n puncte Pi(x;, v:) (=1,2,..., %) din planul

x0y, astfel incit a =< x% <% < ... <% =b §i x, —x = kg, pentru
alegerea fdcutd existd o curbd inlegrald a ecuatiei (1) $i una singurd, care sd
treacd prin punctele Py(x;, v,). -

In legituri cu acest rezultat se pune urmatoarea problemi :

54 se afle un numir % cit mai mare posibil, astfel incit proprietatea
respectivd de interpolatie a multimii solutiilor ecuatiei diferenfiale, si
aibd loc pentru orice sistem de # noduri situate intr-un subinterval de lun-
gime % al intervalului [a, b].

Aceastd problemd a format obiectul mai multor lucriri. Astfel,
C. Foias, G. Gussi gi V. Poenaru in lucrarea [3] dau o metodd
de calcul aproximativ cu ajutorul cireia se poate calcula cu orice pre-
cizie, numirul maxim 4, in cazul ecuafiilor diferentiale liniare ‘de ordinul
al doilea. Intr-o altd lucrare [4], aceiasi autori studiazi delimitarea distan-
fei minime dintre doud rdddcini consecutive, la integralele ecuatiilor dife-
renfiale liniare de ordinul al doilea, obtinind criterii de neoscilatie deose-
bit de eficace in anumite conditii.
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fn lucrarea [13], S. Zaidman, folosind o lemi a lui Beurling,
obtine o variantd a teoremei de interpolare a lui De la Vallée Poussin.

Formulidri imbundtédtite ale teoremei lui Ch. de la Vallée Poussin in
‘cazul ecuatiilor diferenfiale liniare de ordinul al doilea, au fost obtinute
de citre Ph. Hartman i A Wintner in lucrarea [5] iar apoi de
ciatre Z. Opial in lucrarea [9].

Recent, A. Tu. Levin in lucrarea [7] a obtinut pentru ecuatii
diferentiale lineare de un ordin oarecare # urmitoarea teorem#, care ne
furnizeazd un interval de interpolare mai mare decit acela dat de teorema
lui Ch. de la Vallée Poussin :

Pentru ca sd existe o solufie (unicd) y(x) a ecuatier diferenfiale (1), satis-

fdcind condifiilor polilocale y(xi) =9 (8=, y 0, unde m < %<t ..k
S e reprezmm noduri din intervalul de contzmrzmte al coefzczewiflor
ecuaties (1), tar y; (1 =1, ..., n) reprezintd numere reale oavecari date,

este sufictent ca sd fie z‘nde;blimtci inegalitatea

) o LAY
kslgk.k.[_k;l]![fJ! i
2 2
unde s-a notat k= x, — x,, iar my, = max | ax(%) |.
HnEr=2x,

De aici rezultd cd daci coeficientii ecuatiei diferentiale (1) sint functii
continue intr-un interval (a, b), atunci pentru ca problema polilocald for-
mulatd anterior sd admitd o solutie, este suficient ca nodurile de interpolare
%y, ..., %, sd fie situate in intervalul '(@, @ 4 A,), unde 4, reprezinti rdda-
cina din intervalul (0, & — a) (daci existd o astfel de ridicind) a urméitoarei
ecuatii in necunoscuta % :

h)e B
L BT, 122

'. ' P rwe T @)

2 2

Aici s-a notat my(h) = max |ax(x)|, (0 <h < b — a).

a=i=a+h

Dupd cum se aratd in lucrarea [7], are loc inegalitatea

fr g

din care rezultd cd rddécina 4, a ecuatiei (2'), in cazul cind existi o astfel de
ridicing, este in general mai mare decit raddcind %, a ecuatiei obfinute
din (2) prin inlocuirea numerelor M, cu my(h) (k =1, ..., n).

in lucrarea de fafi se stabilesc noi teoreme de tipul teoremei lui De la
Vallée Poussin, care permit in anumite conditii obtinerea unor delimitiri
mai bune a numirului ciutat 4.
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2. Dim la inceput citeva definitii si rezultate preliminare, de care
ne vom servi in cursul expunerii.

Vom presupune in cele ce urmeazi cd operatorul diferengial L, din
formula (1), are coeficientii continui intr-un interval [a, b).

DerINITIA 1. Vom spune cd operatorul L, are proprictatea I, (a, b), .
dacd- ovicare ar [i n valor: distincte %y, %s, ..., %n din intervalul [a, b) st
oricare ar [i ordonatele reale Yy, Vs, ..., Y, ecuatia diferenfiald L,[y] =0,
admite o solutie §i wuna singurd y(x), satisfacind condifiilor y(x,) = y;
(= 1,2, 7).

Se cunoas,ate urmitoarea proprietate, a cirei verificare este de astfel
imediatd :

Condifia necesard si suficientd ca operatorul L, sd aibd pmprfretatea
I a, b), este ca ecuatia dafewentmla coresﬁamzcxtowe L,[v] = 0 sd nu admitd
nict o solufie neidentic nuld, care si se anuleze in n puncte distincte din in-
tervalul [a, b).

DEFINITIA 2. Vom spumne cd operatorul L, are proprictatea I[a, D)
dacd oricare ar fi m (m = n) noduri distincle %y, %X, ..., X, din indervalul
[a@, b) si oricare ar fi m sisteme de numere rveale

(0 ,,(1) (py— 0 ( =.11 (0) () (P~ 1)
{yl 171 ""ylﬁl IJ}!{yé)' yél)v ey }’Jﬁa ! 4 {ymrlynu""‘ "tm }“

ecuatia diferenfiald L.[y] = 0 admite o integrald si una singurd y(x), satis-
fdcind condifiile

gl =2, V) =y L YV (a) = 9P (=12 0w,

Aici numerele naturale m, 1, ps, . .., P Sint arbitrave cu singura con-
difie ca p; + P+ ... + P = n

Proprietatea Ij[a, b) este echivalenti cu urmditoarea proprietate de
neoscilatie :

Ovicare ar fi solutia neidentic nuld y(x), ea nu se poate anula in inter-
valul [a, b) mai mult de n — 1 ori, fiecare vdaddcind fiind consideratd de alilea
ort, cit indicd ordinul el de multiplicitate.

Intr-o lucrare anterioari [1] s-a stabilit urméitoarea teoremi de echi-
valentd :

TEOREMA A. Dacd operatorul L, cu coeficienji continui in [a, b) are
proprietatea I,[a, b), atunci el arve si proprietatea I3[a, b).

in lucrarea [10], G. Pé6lya di o caracterizare a proprietafil
I#[a, b) cu ajutorul unor wronskieni. Cu unele completdri [1], acest re-
zultat a lui G. Pélya se poate enunta astfel:

TEOREMA B. Conditia necesard si suficientd ca operatorul L, sd aibd
proprietatea Ii[a, b), este ca ecuajia diferentiald corespunzdtoare Ly[y] = 0
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sd admild cel putin un sistem de integrale y(x) E=1,2...,n—1),
satisfdcind in intervalul deschis (a, b) relatiile

Y1(%) 70, Wyi(), ¥a()]1 20, ..., Wlyy(%), ..., ¥u_,(¥)] 3£ 0.

Pentru operatorii diferentiali L, care au proprietatea Ii[a, b), are loc

urmétoarea teoremd de medie aparfinind lui G. Pélya [10]:

TeoreMA C. In ipoleza cd operatorul L, din (1) are proprietatea
Iila, b), fic ¢(x) o functie din clasa C"[a, b), care se anuleazd de n + P ori
in intervalul [a, b). Atunci functia ®(x) = L,[o(x)] se anuleazd de cel putin
P ori in intervalul cuprins intre cea mai micd §i cea mai mare viddcing din
[a, b) a funcfiei @(x). :

Tot pentru operatorii diferentiali L, care au proprietatea Lila, b),
are loc g1 urmdatoarea teoremid [10], care di o generalizare a formulei
lui Taylor:

TroreMA D. In ipoteza cd operatorul L, din (1) are proprietatea
Ii[a, b), fie {(x) o funclie din clasa C"[a, b) si fie H(x) iniegrala ecuatier
omogene L,[y] = 0, care ia valori egale cu valorile functiei f(x) in n ;bm:tcte
X1, Xy, oo, Xn @i intervalul [a, b) (aceste puncte pot fi distincte sau con-
fundate pe grupe). Fie apoi N(x) inlegrala ecuatiei neomogene Lily] =4
care se anuleazd in punctele %y, %,, ..., %, Atunci, pentru orice x¢[a, b)
existd cite un punct intermediar & situat intve cel mai mic si cel mai mare
dinire numerele Xy, %y, ..., x,, astfel incit sd aibd loc egalitatea

(%) = H(x) + N(x)- L. [/(E)].

CoNSECINTA. Dacd (%) =0 (i=1,2,...,n), atunci in baza
proprietdfic Ii[a, b) a operatorului L,, rezultd cd H(x) =0 in [a, b) st for-
mula anlevioard de medie se transcrie

f(%) = N(x)- Lu[/(E) ].
Reamintim in continuare urmétoarea lemi si teorem#, de care ne
vom servi in cele ce urmeazi :

~ Lema rur DE LA VALLEE POUSSIN. [ie ¢(x) o funcfic neidentic nuld
inty-un interval inchis [a, 0], care se anuleazd in n puncte din [a, b]. Dacd
¢(x) admite in [a, b] o derivatd continud de ordinul n, atunci are loc delinii-
larea

b

VIp(x)lds < p

a

a" (%)
#

dx

ku-l—l

bl

y = Sup
(?I - 1) | z€[a, b)

3

In sfirsit, vom mai enunta si urmitoarea teorems, de care de aseme-
nea ne vom folosi in cele ce urmeazi :

TeoreMA E. Fie Ly[y] si L,[Y] doi operatori diferentiali liniari si
omogeni, de formd normald, de ordinele p respectiv q, operatorul L, avind
coeficienfis continui intr-un interval [a, D), iar operatorul L, avind coefi-
cienfis din clasa C'[a, b). In ipoleza cd operatorul L, are proprietatea I,[a, b),

‘ . _

e
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war opevatorul L, are proprietatea I[a, b), rezultd cd operatorul-produs
L,Lyly] = LALs[y]} are proprietatea 1, ,[a, D).

Demonstratia acestei teoreme in cazul unui interval deschis («, b) a
fost datd in lucrarea [2]. Din acea demonstratie rezultd indati si afirmatia
teoremei in cauzd, observind cd operatorul-produs L,L,[y] are coeficientii
continui in intervalul [, b) si tinind seamd de teoremele 1 §i 2 din lucrarea
citata [1].

3. In acest paragraf vom da o generalizare a lemei lui de la Vallée
Poussin, care ne va da posibilitatea de a obtine noi teoreme analoage cu
teorema de interpolatie a lui De la Vallée Poussin.

Considerdm un operator diferential liniar si omogen L,[y] de ordinul
n, dat de formula (1). Vom presupune ca operatorul L,[y] are coeficientii
continui intr-un interval semiinchis [a, b) si ci are proprietatea de inter-
polatie Ij[a, b). Fie [«, B] un subinterval inchis al intervalului [a, b):

a==a<<P=sb (3)

Evident cd operatorul L,[y] va avea si proprietatea I} [«, B], referitoare
la intervalul inchis [e, B]. In continuare fie @(x) integrala ecuatiei dife-
renfiale liniare neomogene L,[y] = 1, satisfdcind conditiile :

(P(xl) = '-P(xz) = = Cp(x,,) =0,

unde %y, %,, ..., %, reprezintd » valori distincte din intervalul [e«, B].
Existenta si unicitatea unei astfel de integrale este asiguratd de proprie-
tatea Ii[a, B] a operatorului L,[y]. Vom mnota integrala in cauzd cu
@(%; %y, X5, ..., %), punind In evidenfd prin aceastd notatie rddicinile ei
%1, %o, ..., ¥,. In cazul cind nodurile x,, ..., x, coincid pe grupe, astfel
incit de exemplu : $; noduri coincid cu valoarea ,, $, noduri coincid cu
valoarea £,, ..., p, noduri coincid cu valoarea &, (p;+p: + ... + pu=n),
atunci definim functia o(x; %, %, ..., &,) corespunzitoare, ca integrala
ecuatiei diferentiale liniare si neomogene L,[y] = 1, care satisface urmai-
toarelor conditii :

YE) = ¥(E) = ... =y NYEN =10
WE) = ¥'(Eg) = ... =9¥NE) =0
YEa) =¥ (En) = .. = yP"NE ) =0

(pr+ P2t ... +pu=n).

Existenta si unicitatea unei astfel de integrale este asiguratd de proprie-
tatea I [«, B] a operatorului diferential L,.

Astfel definitd, functa o(x; %, %,, ..., %,) este continud in raport
cu ansamblul variabilelor #,;, %, ..., %, in intreg domeniul

Dis=w=p; e==m=0 @E=1,8umn)
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Intr-adevidr, aceasti functie fiind, in raport cu variabila ¥, solutia
ecuatiei diferenfiale L,[y] =1, ea va admite reprezentarea

Ol 5 Hyo Xy, v j ) :icé(,tl, coey ZV(®) + vo(x), (4)
i=1

unde y;(%) (¢=1,2, ..., n) constituie un sistem fundamental care nu
depinde de %, %5, ..., x,, al ecuatiei omogene L,[y] =0, iar Yo(%) este
o integrald, care de asemenea nu depinde de X3, X9, + .., %y, & ecuatiei ne-
omogene L,[y] =1. Coeficientii C;(x,, #5, ..., %) se determini cu usu-
rintd scriind cd funcfia ¢(¥; xy, ..., x,) din (4) se anuleazi pentru valorile
%y, %, -+ ., %q ale variabilei =z.

Scriind efectiv expresiile acestor coeficienti sub forma citului unor
determinan{i, se constati intli din (4) cd functia ¢(x; %, ..., Xs) este
continud In orice punct din domeniul D, ale cirui coordonate i K o e
sint toate distincte, coordonata x putind lua orice valoare din [« B]. Tot
din reprezentarea (4) a funcfiei ¢(x; %y, %,, ..., %,) se poate arita ci
aceastd funcfie este continui si in punctele din domeniul D, care nu au
toate coordonatele x,, x,, ..., x, distincte. Intr-adevir, presupunind de
exemplu nodurile %, < x, < ... < x, fizate si ficind ca variabila %, s&
tindd cdtre valoarea w;, finind seamid de expresiile coeficientilor
Ci(#y, %3, ..., %,) care figureazd in (4) ca si cituri ale unor determinanti,
se constatd cu ugurinti ci existi urmitoarea limitd

klli_r'r:r.cp(x;x,, BihTh e v i) e R 1))
si cd ea reprezinti integrala y(x) a ecuafiei neomogene L,[y] = 1, satis-
facind conditiilor

Y(#) = y(F) = ... =y(xm) =y'(%) = y(*ip)) = ... = y(x) = 0.

fnsi, prin definitie, aceastd integrald reprezinti valoarea functiei
¢ pentru %; = x;. In mod aseminitor se arati continuitatea functiei
¢(%; %y, %, ..., %) §i In cazul punctelor din domeniul D, ale ciror coor-
donate %, %,, ..., &, prezinti o coincidenti de un ordin mai mare.

Funcfia ¢(%; %y, 45, ..., x,) fiind continui in domeniul D, ea va fi
in consecinfd marginitd in acest domeniu. Are deci sens si considerim
expresia

p
Mo, B) =  sup 5 N B i)
el Ieln i det . (5)
=1,2...im

Aceastd margine superioard ecle finiti si este atinsi din motive de conti-
nuitate.

Vom aratd cid:

Oricare ar fi numdrul a=a, fivat in intervalul [a, b), marginea supe-
rioard (B) reprezintd o fumciie conlinud §i crescdloare de variabila P in
intervalul oy < B < b,

,
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Faptul ci M (o, B) este crescitoare in raport cu variabila § rezultd
indatd din (5). ) ' o

84 aritdm cd functia M (e, P) este continud in raport cu f in intervalul
(ct, D). Fie in acest scop B, o valoare oarecare din intervalul (e, b). 'intru-
cit functia M(«, B) este crescitoare in raport cu B, finitd pentru orice va-
loare a variabilei p din intervalul (a,, b), rezultd cd vor exista limitele

Jim M(ao, 8);lim M(u, £).

Pentru a ariita continuitatea funcfiei M (e, B) in punctul B = B,, va trebui
si ardtim cd limitele de mai sus coincid cu valoarea funcfiei M(x,, B)

pentru B = B, adicd

Jlim M(zo, ) = M(ao, B) ©)
lim M(a,, B) = Mlas, B). ™
Borfio 40

Si ardtim Intli cd are loc egalitatea (6). Prin definitie avem

Bo

M(ag Bo) = sup §|‘?(’“ Ly oo )[4
;€@ Pol g

si dupd cum s-a vidzut anterior, aceastd margine superioard este atinsa
q o 0 (0 ; s z
pentru cel putin o functie o(x; ", ..., 3), corespunzitoare unei anu-
. . (0 0 0 . P ;
mite situatii P ), x5 .., 4 a nodurilor in intervalul [otg, Bol- Putem

deci scrie

o i
Mlay, Bo) =\ 100 %, 7 -, %a)ldx, ()

24

S-a ardtat insd anterior cd funcfia ¢(x; %y, ..., %,) este continud in
raport cu ansamblul variabilelor #, %, ..., %, il} domenipl D. Eil va fi
In consecintd i uniform continud in acelasi domeniu. 1\_Tot1nd cu
©(8) (8 > 0) modulul ei de continuitate, atunci oricare ar fi pgnctele
(2, 00080, ), (2 8 5 50 ) satisfﬁciqd inegalitdtile 2" — 2’| =< 3,
%' — %| =8 (1=1,2,...,n), arte loc relatia

lp(¥"" 5 2, %5, «o 0 %) — (275 23, X3y - - Ta)| S ()

si lim «(8) = 0. Rezulti de aici cd dacd
&0

19)

7 = 2" 1<8 (=12 ...m) )
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atunci
Sup [o(%; %y, %5 ..., %) — o(x; 22 22, ..., 2| < w(d),
€[, o
si de aici, finind seam3 de (8), obtinem inegalitatea

ks

S}cp(x; Xy, oo, Xw)|dz — M(eg Bo) | @(8)(By — o). (10)
o
valabild pentru orice sistem de noduri x;(: =1, 2, ..., n) satisficind ine-

galitédfile (9). Fie b; un numdér arbitrar satisficind inegalitatile B, < b; < b.
Introducem notatia

M= sup lp(x: %y ..., %)
z, %,€(a, b))
(¢=21, 2, M)
In baza continuititii functiei o(%; %y, .., &), numdrul # este finit. Cu
aceastd notafie, din inegalitatea (10), in aceleasi conditii (9) asupra nodu-
rilor x; §i in ipoteza ci numirul § este suficient de mic Incit si fie satis-
fdcute inegalitdfile o, < P, — § < B,, rezultd inegalitatea

Bo =5
|§|q,(x; Fyp oo )|d8 — Moo, Bo)| < 0(3)(Bo — @a) + 8- M, (17

g
de unde se obfine inegalitatea

, Bo —&
M{ﬂo, E‘u) e m(S)(Bo = au) — 8. gs I(p(x; Xgp 00 x.._)ldx. (12)
k]
valabild pentru orice sistem de noduri x; ({ == 1, ..., n) satisficind rela-

tiile (9). Alegem noduiile x; (1 =1, ..., n) astfel incit
x{0 dacd x{” <B, — 8

X, =
{ﬁﬁ — & daci :c(f) > By — 9.

Pentru aceastd alegere, tinind seamid de faptul ci numerele #;
(¢ =1, ..., n) aparfin intervalului [e,, ], relatiile (9) vor fi indeplinite
siin consecintd va avea loc relatia (12). In plus, toate nodurile %; (1 = 1, .. .%)
vor fi situate in intervalul [«,, Py — &8]. Cu aceastd precizare, din (12)

rezultd inegalitatea
i Po-6
Miey. Ba) — 0(8)(By — &o) — 8.M =< sup S lp(x%; 20 <oy 2e)ldx =

X;Gf%. Ba—8) g

= M(ay By — 3)

T
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si intrucit in mod evident avem M (a,, By — 8) < M(ay, B,), putem scrie
M(wg, Bo) — @(8)(Bo — og) — 8 M= M(ety, Po — 8) < M(ag, By)

si a fortiori
Moy, Bg) — 0(3)(b; — a) — SM= M(ctg, B — 8) < M(axy, By). (13)

Fécind in aceastd relajie pe § si tinda cdtre zero gi tinind seami de faptul
cd lim w(3) = 0, rezultd egalitatea (6).
80

Continuitatea la dreapta a functiei M(a,, B) in raport cu variabila B
in punctul § = B, se aratd astfel. Considerim in relatia (13) modulul de
continuitate raportat la intervalul [a, b;]. Se observi intii cd in (13) nu-
marul 8 (8> 0) este arbitrar insd suficient de mic, iar »(8) si M nu depind
de. pozifia punctelor o, si B, in intervalul [a, 4;]. Notind B, — § = B}
si deci Bg= By + 3 (8 >0), prima inegalitate din (13) se transcrie

M(xo, By + 8) — w(8)(b; — a) = 3/ < Mo, B0 (13)
Dar in mod evident avem

Moo, By) < M(xq, B + 8),
astfel cd din (13’) obtinem

Meq, Bg) < M(cg, By + 8)= Mlxy, Bl) + w(3)(by — a) + 8 M, (14)

care este valabild pentru orice By si § (admisibili). Din (14), considerind
By fixat si facind pe §— 0, se constatd indatd continuitatea la dreapta a
functiei M(ey, P) in punctul B = By, Astfel este stabiliti proprietatea de
continuitate a functie M(«, ) in raport cu B. ‘

LEna 1 (Generalizarea lemei lui De la Vallée Poussin). Fie L,[y]
un operator diferential liniar §i omogen de orvdinul n, avind coeficientii con-
tinus inty-un interval inchis [a, B, §i avind proprietatea I [«, B]. Fie (%)
0 Juncfie din clasa C"[o, (], care se anuleazd fentru w valori %, Wz wissyy Hoy
din [a, B]. Atunci arve loc inegalitatea

B
Vs < Mo, py . o, (15)

unde p, = sup |L,[f(x)]|, tar M(x, ) are se%mz’ﬁcaﬁa din (5).

Demonstratie. In baza formulei de medie a lui G. Pélya (teorema D)
se poate scrie f(x) = N(x) L,[f(£)], unde N(x) reprezintd integrala ecuatiei
neomogene L,[y] = 1, integrald care se anuleazd pentru valorile %, ..., %,
ale variabilei #, iar £ reprezintd un numdir din intervalul («, B). Din egali-
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tatea precedentd se obtine |/(x)| =< |[N(%)|* p,, de unde, finind seami de
(5), rezultd inegalitatea (15).

Exemplu. Si considerim in particular L, = %. Acest operator
&
are proprietatea JIj(—oo, +o00). Solufia ¢(x) a ecuatiei diferentiale y™ = 1,
care se anuleazd pentru valorile x;, ..., %, este

Blx) = (x = m) oon (% = )

Fie ¢,(x) integrala aceleiasi ecuatii, care se anuleazi de $ ori in punctul
%= a sl de (n — p) ori in punctul ¥ = B (a < b). Aceastd solutie are ex-
presia

) == (v — &)z — p)"".

Se aratd [11] c4d

B B
mazx =
3 €l ) S’q’(x)ldx (500 2o s m) S g, (%) lde ==
(i=1,..,2) % o
B—-a)*t (= ent?
T =0,1,"0m) (m + 1)] a’ w00

Are loc deci in cazul particular considerat egalitatea

. (B . &')""'l]
Ma, B) = T (16)

4. S3 considerim acum # operatori diferentiali liniari si omogeni
LIy] = @0l Y+ g, (0) ™"+ o F ey (G=1,2, ..M, (17)

avind respectiv ordinele %;. Cu ajutorul acestor operatori, construim ope-
ratorul diferential

LIyl =LpLa_y.. Li[y] + A4(%) Loy Ly[y] + ... +

+ An_1(*) Li[y] + + Aulx)y  (on=F1+ R+ ... + ki), (18)
unde A;(x) sint functii date. Aici notafia L,L,[y] reprezintd produsul ope-
ratorilor L, §i L,, adicd L,L,[y] = L{L,[y]}. Operatorul diferential de-

finit de formula (18) are ordinul o, = &, + &, + ... 4+ k.. Vom adopta
urmitoarele ipoteze cu privire la acest operator.
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IpoTEZE. 1% Oricarear fi « = 1, 2, .. ., n, coeficientis a;, o(x), ..., @i 1,(%)
ai operatorului L; apartin clasei C"+V[a, b), unde ~ipy = kipq + kips +
4 oo F Ry 5T (%) =0 in intervalul [a, b).

9° Oricare ar fi 1 =1,2,...,n, operatorul L; are proprielalea
Ii[a, b).

3°, Coeficientiv Ay(x), 1 =1,2, ..., n ai operatorului £ din (16)
sint functis continue in intervalul [a, b).

In aceste ipoteze ne propunem si determindm in functie de coefici-
entii A;(x), un numdir % cit mai mare posibil (a < h=b — a), astfel incit
operatorul £ din (18) si aibd in intervalul [a, a + %) proprietatea
1% [a, a + h), unde o, = ky + ky + ... 4 k, reprezintd ordinul opera-
tornlui £. In baza unei observafii ficute la inceputul acestei expumneri,
problema formulatd mai sus revine la stabilirea unei evaluiri ¢it mai bune
a marginii inferioare a distanfei dintre o, rddicini consecutive ale unei
integrale a ecuafiei diferentiale £[y] = 0, marginea inferioard fiind con-
sideratd apoi relativ la multimea tuturor integralelor ecuatiei diferen-
tiale respective.

in tratarea acestei probleme vom distinge doud cazuri, dupd cum
Rl sau kp >,

5. In acest paragraf vom presupune k, =1 (adicd operatorul dife-
renfial L, este de ordinul 1). Inainte de a trece la tratarea propriu-zisi a
problemei, vom mai face urmaitoarele preciziri :

1. Dacd k, = 1, atunci L,[y] este de forma

Lyl = a(x) 2= + B(x)y, (19)

unde o(x) si B(x) sint functii continue in intervalul [a, b), iar «(x) 7 0 in
[a, b). Acest operator se poate pune sub forma :

d
L,ly] = u(x) 7 [v(x) ¥ (20)
Identificind cele doud expresii, obfinem
5 Bls
Vi -3ima
w(x) =e™  u(x) =al¥)e *  ; x0€[a, b). (21)

in ipotezele adoptate, functiile w(x) si »(¥) sint continue in intervalul
[@, b), neanulindu-se in nici un punct din acest interval. Din (20) se de-
duce cd pentru functii f(x) continue in [a, 8), operatorul L;', care stapi-
leste corespondenta dintre f(x) si solutia ecuatiei diferentiale L,[y] = /(x),
cu conditia y(x,) =0, (%, € [a, b)), are expresia

X

L7 =7 (). {Uisas 22)

¥y
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unde s-a notat V(x) = ﬁ si Ulz) = t—) . TFunctiile U(x) si V(x) sint
(A u (v

coutinue in [a, b) intrucit funetiile u(x) si v(x) sint continue §i nu se anu-
leazd in nici un punct din [a, b).
in cele ce urmeazi, vom utiliza notafiile

U= max |U(x)l, V= max |V(x)| (0<h <b—a). (23)

x€la, ath] x€layath]
II. Referitor la coeficientii 4,(x) ¢ =1, ..., n care intervin in expre-
sia (18) a operatorului 2[y], introducem notatiile
A= max |[A@F) | @F=1..., ). (24)
x € [a, athi

IIT. In continuare fie ¢ un numir natural satisfacind inegalitatea
i =<m —1 si fie operatorul diferential

I L, B LY , (25)

Acesta se prezinti ca produsul simbolic al operatorilor L;, ..., L. g E
ordife Bel Rl - o ky_; §i care prin ipotezd are respectiv proprietafile
Iila, ®), ..., Ik, _ [a, D). Atunci in baza teoremei E, operatorul produs
o {

I1,[Y] va avea proprietatea I5 [a, b), unde ==& + Rigr o on + Ry
in aceste conditii fie [«, f] un subinterval al intervalului [a, b) si fie
Xiy - ., %, valori distincte din subintervalul [«, B]. Fie Y(x; 2y, ..., 43,)
integrala ecuafiei neomogene I;[Y] =1, care se anuleazi pentru valorile
v ale variavilel x. Introducem mnotatia

A prctin gy

¢
: Ma, B; T — sup \ V(% 2, ..., #2)|d%. (26)
(¥ A7) z

Presup irind numiral i fixat (0< A< b — a), vom nota pentra
prescurtare
M(h; T) = M(a,a+ k; 11,). ' (27)
Dupd cum rezultd din cele expuse in v 3, functia M(h; II;) este continud
si crescitoare in raport cu %, cind A € (U b — a).

1V. Fie ecuatia in necunoscuta /

(FEh) = UV [A,-M(h; 11,) + Ay M ) 4. .+ A M(k; I, ) +
Jr ‘A?" ﬂ:[("??’ Tlnﬁl) + Al']?»] .= 0. (28)

Vom ariita ci aceasti ecuafie nu poate admite doud raddcini distincte
tn intervalul 0 < kb < b — a. Intr-adevidr, (F(h) creste cind h creste,
intrucit dupd cum rezultd din § 3, oricare ar fi numarul natural s (i << n—1),
functiile M(h; I1) definite prin formulele (26) si (27) sint cresciitoare in
raport cu /4 in intervalul (0, b — a). De aici rezultd unicitatea rddacinii
pozitive a ecuafiei (28), in cazul cind aceastd ecuatie admite o astfel de

s
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rdd&cind. In cele ce urmeazi vom nota cu A, riddicina pozitivd a ecuatiei
(28), in cazul cind aceastd ecuatie admite o astfel de ridicind, iar in caz
contrar, vom considera prin definitie s, = b — a.

Cu aceste precizari are loc urmitoarea teorema :

A TrorEMA 1. In éfbo_tezele 1", 2° 3%°dela §4, s in ipoteza suplimen-
tard k, = 1, operatorul difevential L[y] din (18) are proprielalea IF [a, a+h,),
unde o, = ky +ky + ... + R, tar ho veprezintd vdddcind din intervalul
(0, b — a) a ecuaprei (28), dacd aceastd ecualie admite o astfel de rdddcind,
saw reprezintd numdrul b — a in cazul contrar.

Demonstratie. S presupunem prin absurd cd ecuatia diferentiald
L[y] = 0 ar admite o solufie neidentic nuli y(x), care in intervalul
[a, a + h,) ar avea o, riddcini distincte, o, fiind ordinul ecuatfiei L[y] = 0.
Tie ¢ un numir suficient de mic, astfel incit intervalul inchis [@, a-/i,— <]
sd confind toate cele g, rdddcini ale solufiei y(x) in cauza.
~ Sa considerdm operatorul II,[Y] = Li_,Ly 5 ... L,L,[Y] de ordinul
Ti= Ry + Ry I s + k,_;. In baza teoremei E, acest operator va avea
proprietatea I:—: [a, b), intrucit el este produsul operatorilor L, ..., L, ;
avind respectiv proprietédtile Ii[a, b), ..., I§ [a, b). A fortiori, opera-
torul TI, va avea gi proprietatea Iila, a + hy — €], intrucit intervalul
[a, @ + hy, — €] este inclus in intervalul [a, b). Atunci putem aplica lema 1
(generalizarea lemei lui Ch. J. dela Vallée Poussin), considerind in locul
operatorului L, care figureazd in enunful acestei leme, operatorul Il,, apoi
in locul intervalului [e¢, B], intervalul [a, a + hy — =] $i in sfirgit in locul
functiei f(x), solutia y(¥) considerati anterior. Tinind seamd de notatiile
(26) si (27), obfinem '

a+hy-a
S y(x)ldx < M(hy — €3 11,) s, (29)
unde s-a notat ‘
= max Iy, )

x€la, at hy- 8]

~ In continuate sd considerim in locul lui y(x), functia L,[y(x)], care
intervine ca factor in penultimul termen din expresia (18) a operatorului
diferenfial £. Intrucit prin ipotezd operatorul L, are proprietatea I3 [a,b),
deci si proprietatea Ij[a, @ 4+ &y, — €], rezultd in baza teoremei ¢ cid
functia L, [y(x)] are in intervalul [a, @ 4 hy — €] cel putin 7, =06, — k) =
= Fky + ky + ... + &k, rddédcini distincte.

5S4 considerdm in continuare operatorul diferential I1,[YV] = Ty g i
co. Ly[Y], de ordinul Ty = ky + ... + ky_y. In baza teoremei E, acest
oljerator va avea proprietatea [ fﬂ [a,b) si a fortiori proprietatea
I;,[a, a + hy — €], intrucit acest operator este produsul operatorilor di-
ferenfiali L,, ..., L,_; care au respectiv proprietitile If[a, ), ...,

9 — Studii si cercetéri de matematicd, 2/1962
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Ii,_ [a b). Atunci putem aplica lema 1, considerind in locul operatorului
L, care figureazd in enuntul acestei leme, operatorul IT,, apoi in locul in-
tervalului [a, B], intervalul [a4, a + h, — €] si in sfirsit in locul functiei
f(x), funcfia L,[y(x)], despre care s-a aritat anterior ci are in intervalul
[@, a 4 hy — €] cel putin 7, riddcini distincte. Tinind seami de notatiile
(26) si (27), obfinem :

at+hg—e
{ IL@llds < Mphy—e;n). max LIy =
. x€la, a+hy-af (31)

= Mho — &iTl). max My(x)]] = Mlko = &3 o)y,
xcla, 04 ho—u)
unde p are aceeasi semnificafie ca in (30).

Consideratii ananage se pot face succesiv, referitor la functiile
Eatiilyiaie ) . 4 Lasg's L L, [y(x)]. Obtinem astfel formulele
ey S———

athy—¢e
§ ILLiIy(ldx < M(hy — ¢:10).,

athy—a

g |Ly s Lo g+so LeLy[9(2)]|dx < M(hy — e;T_ ),

a

unde M(hy —e;1l,),..., M(hy —e; II,_,;) au semnificatia datd de formulele
(26) si (27), iar p este dat de formula (30).

Pe de altd parte, intrucit y(x) constituie o solutie a ecuatiei diferentiale
L[y(x)] = 0, unde _£ este dat de formula (18), are loc identitatea

LpLy—y- - LoLy[y(%)]= — Ay(x) Ly . .. LyLy[y(%)] — ... —
Ay (%) Ly[y(2)] — Au(%) y(%). (33)

Vom aplica ambilor membri ai acestei identitifi operatorul L, din
(22). Dacid se alege pentru numdrul x, care figureazi In expresia (22) a
acestui operator, o rdddcinid din intervalul [a, a + hy—e] a functiei
L, ,...L,Li[y(x)] (existenta unei astfel de rddacini este asiguratd de teo-
rema C ’,cmmdu—se seama de faptul cd y(x) are prin ipoteza o, rdddcini in
intervalul [a,a -+ hy— €], precum si de faptul ci operatorul L,,_,...L,L,[Y]
are proprietatea I;t [a, b) decisi It [a, a + hy—e], unde T, = 0, — Ry,
atunci in baza unicitdfii problemei lui Cauchy pentru ecuatia diferenfiald
LY=L, Ly ;... L,L,[y(x)] (aici membrul al doilea se considerdi o
functie datd), se obtine identitatea

I{LnLﬁ, 1eors ]}’ Ln 1 . Ll[y{x)J:

g :
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astfel cd din (33) obfinem
Looioo. LLIyW]) = = V(© { US4y Lasr. .

Xo
x X

e = VO S UG A () Ly — V() (US4, (5)y(s)ds

B

L,L{v(s)]ds —

T
,umd valorile absolute ale ambilor mebrii $i tinind seami de notatiile
(23) si (24), obtinem

= 4

Lorees LLEN = UV A 12,0 Liyolias |+
2 (4

ily(s)lds[}-

Fie £ un punct din intervalul [a, a 4 ho — ¢] in care functia

i o8

o+ A"_]}S'ILI[y(s)]lds| Lod

s L]+ .

Bl sl [y(x)]| isi atinge valoarea sa maximi p In intervalul
[a, a + k — s] Intrucit inegalitatea (34) este wvalabildi pentru orice
x€[a,a —!— hy—e], vom putea mlocul peste tot pe x cu £ si finind seami

de faptul ci Ee [@, a + hy — <], obtinem a fortiori 1nega11tate'1

at+hy—x i g a+hy—a
b= U'V{fh ( e Liyo)as + 4, § Lo Lilys)las +
@ a
athg=e athg=t ‘

PRI TS S Ly(y(s)]lds + A, S ly(s)ldS}- (35)

De aici tinind seami de inegalititile, (29), (31) si (32) se obtine in urma unei
simplificdri cu ., inegalitatea ¥

llgUV{Al- (hg — &) + AzM{kn = &y nn—l)+ AaM(ho SELE nn—2)+
toooo + A4, My — ;1) + AM(k, — e; )} (36)

) Numarul p definit de relatia (30) este diferit de zero. Tutr- adevir, in caz contrar, ar
rezulta cd are loc in intervalul [a, @ + &, — &) identitatea IT,[¥(#)] =0 si cum prin ipotezi

¥(#) este o integrald neidentic nuli a ecuatiei ,Q[y] = 0, integrald.care se anuleazi pentra a,
valori distincte din intervalul [z, a - ho — €], ar rezulta de aici ci operatorul [T,[V] =
=L, L, o...LL;[Y]nupoate avea proprietatea I—I[a @&+ hy— gl, onden, =k | .0 L
+ k,,,_l Pe de alt.i parte, intrucit operatorii L,, L,, .. ., L,,—; au respectiv proprietitile Ikl [a, b)
Ik‘, [e,.b); ey k,_qla, b), rezultd in baza teoremei I ci operatorul I, are proprietatea T [a &)

deci si proprietatea I* la, @ + kg — €]. Apare astfel o contradictie care provine din 1p0te/1
absurdd cd p = 0.
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Aceastd relatie ne aratd cd funcfia (F(h) din (28) verifici inegalitatea

Fllhy — ¢ = 0. .
Pe de altd parte, finind seamad de egalitdfile lim M(h; M) = 0

k0

(¢=1,...,n—1), rezulti tot din (28) inegalitatea

lim (F (k) < 0. - (38)

k0T

Cum functia (F(h) este continud in intervalul 0 < /2 < b —a (a se
vedea § 3), rezultd din (37) si (38) cid ecuatm (F#(h) = 0 are o riddcind &,
satisficind inegalititile 0 < hl = lzo — e. Aceste relatii impreund cu ega-
litatea ( ,{—(]7 ) = 0 contrazic modul in care a fost ales numirul Ay Asttel,
ipoteza cd ecuafia diferenfiala _£[y] = ar admite o solutie neidentic ;mLL
y(x), care sd se anuleze in ¢, puncte distincte din intervalul la, a + hy),
nu poate avea loc si prin aceasta, teorema este demonstrati.

6. Caz particular. Dacd k; =k, =k, =1 §i L;j=1L;=
1 . ! 5

o ey = }L atunci ecuatia (18) se scrie
%

LY =y + A2}y 0 o A (5) Y+ Au(7) . (18)

si 2° referitoare la operatorul £ se verificd de la sine, iar

G n—i
U=V =1. Operatorul Il; din (25) devine II, = %

dx

formulei (16), obfinem pentru M(e«, §; IT;) din (26) expresia

Ipotezele 1°

Atunci, conform

(B*u" 41
( B dhii= (n—-t—{—I).

de unde se obtine pentru M(h, II;) din (27), expresia

h" i+1

(nuzJ l)‘l

"ML =

Fcuatia (28) se transcrie atunci

171

Fh) = +AW - ke 8 ‘A-!z' A e (28)

s aceastd ecuatie reprezintd tocmai ecuatia lui De la Vallée Poussin, cores-
punzitoare ecuatiei diferentiale (18').

Astfel, teorema 1 stabiliti anterior, contine ca si un caz particular
teorema de interpolare a lui De la Vallée Poussin.
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7. Exemplu. Sd considerdm ecuatia diferentiald
Lyl =y"—4y"+5y'—y=0. (39)
Tolinomul ¢i caracteristic are o radidcing reald si doud radicini complexe,
raddcina reald fiind irationald. In vederea aplicdrii teoremei 1, observim
cia are loc identitatea

LIy] = 2Ly} — LIy} + ¥, ' (40)

dx

unde
Liy] =9" — 33|+ 2y. (41)

Polinomul caracteristic asociat operatorului diferential L are rdda-
cinile 7, = 1 si 7, = 2. Intrucit aceste ridicini sint reale, operatorul di-
ferential I va avea proprietatea I5(—oo, +o0) si deci proprietatea
I#[a, b], oricare ar fi intervalul finit i finchis [a, b]. Astfel condi-
tiile teoremei 1 sint 111dep11th in cazul exemplului considerat. Avem aici :

a? i
n=2; Li=L=- ;3] 49 Fpa=feadgyesatd Ad) =11,
dx? dx dx
Vom considera ca interval [a, b], intervalul [0, In 2] si deci a =0, b =
= In 2. Ecuatia (28) in necunoscuta /i se scrie astfel:

FEM) = A, M(h; L) + Ah— 1 =0. (42)

Afci A, =max |4i(x)| (=1,2), deci' 4, =4, =1, iar funcfia
[a,a+ &)
M(h; L) se obtine tinind seama de formulele de definitie (26) si (27).

In continuare vom determina aceastd functie. Fie A un numdr arbitrar
din intervalul (0, In ’) si fie A si p (A < p) numere arbitrare din intervalul
[0, #]. Solutia y(x; A, p) a ecuafiei diferentiale neomogene L[y] =1,
solufie care se anuleazi pentru valorile x = A §i ¥ = p, are expresia

Y(x; A p) = le? — (eh + Me* + @”"}'

brLEaT

Tinind seamd de faptul c¢d 0= A < p=<h, se constati indatd ci:

y(x; A p) >0  pentru x€ (0, 2),
y(x; A, p) <0 pentru m€(A, w),
y(x%; A p) >0 pentru x €(y, A),

de unde se obtine

I
DA, p)= gly(x; X, p)la
I

Ll
: :ju (el-l_
2e

Iy =

M _eh 1)+

(13)
e2h_ 1

L h
FRET e Ik




230 OLEG ARAMA 18

. Va trebui si aflim valoarea maximi a functiei ® cind 2 si p variazd
in intervalul [0, #]. In acest scop, efectuim urmitoarele caleule :

AW 2 22, Lo " 1, 9 1
auk—%ﬁp[ +e" 4 e (e — 2 —l)ﬁ?(e —I)I]IWM(PJH); (44)

ay 1l
= 281-N = 0; Y, =e(t — P —1) + % @ +1)>0 45

a

Re]ajfﬂle_ (45) ne aratd cd dacd se presupune parametrul ) fixat iar
w creste in intervalul A << @ =%, atunci funcfia ¢ considerati ca functie
de variabila p descreste la valori pozitive. De aici, finind seamd de (44)

]

rezultd cd functia c0

consideratd ca functie de variabila p este pozitivi

A asj’

cind p creste de la valoarea A la valoarea h. De aici rezultd ci dacd A este
f1xat](0 = A < h), functia ® din (43) isi atinge valoarea maximi, cind
B="a.

 Concluzii aseminitoare se obtin si relativ la variabila ). Se ajunge
in definitiv la urmitorul rezultat :

sup (A, p) = max {®(0, k) ; sup D(A, M)}

(dyu) AE[0, B (46)
Din (43) se obfine
D(0, h) = 5 (e-“ — 2h — -l—]; (47)
4 ‘h
o2k & A 1 1 ;
'I’()\; A) = 4321_;—!-?-'_3_;51. (‘IE’)

Tinind seamd de formula (46), avem de aflat marginea stuperioard a
func‘,ae:'l ®(x, 2) atunci cind A variazi in intervalul [0, k). In acest scop,
efectudm urmadtoarele calcule :

8 cnad e e il
= @0, M)} = o o[ — e 4 2eMP— 2eh + 1] = 51 G(N),  (49)
g = 2(el+h_ el) =il Gk=&: (gh — 1)2 = 0 (50}
Din relatiile (50) rezultd cd G()) >0 cind A € (0, %), de unde in baza re-
latiei (49) se obfine ci j—l{(b(l, M)} >0 pentru A € (0, ), ceea ce mne

aratd ca

sup®(A, A) = = R .
X [o,Iil i3l s B0 H ¥ 4 (oL
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Tinind seamd de (47) gi (51), formula (46) se transcrie :

L]

h 1 1 Skl on i

sup O@(A, p) = max {2 4+ — — ___;f(g_zh.____ . 592

(A u) 4 2 eh 4821: 4 4 ot ( )

Cind % € (0, In 2), se constatd printr-un calcul simplu ci dintre cele

doud functii de / care figureazi in membrul al doilea din (52), prima dintre
ele are o valoare mai mare. Vom putea deci scrie

3
M(h; L) = sup O\, p) = a’i+_:i__L__

(&, w e 4

si ecuatia (42) se scrie:

adica

Dupi cum rezultd din cele aritate in § b, aceastd ecuatie are o singurd
ridicind pozitivd. Prin incerciri se aratd ugor ci aceastd rdddcinid este mai
mare ca In 2. Deci in cazul exemplului tratat, putem considera pentru 4,,
valoarea hy =12 =069 ... =~ 0,7.

Pentru a face o comparatie cu rezultatele ce se obtin cu ajutorul teo-
remei de interpolare a lui De la Vallée Poussin [11], sau cu ajutorul teo-
remei de interpolare a lui A. Iu. Levin [6], vom considera ecuatiile (2) si
si (2'), care in cazul exemplului tratat se scriu

E, (k) :g + 5 % + 4{1] —1 =20 (ecuajia lui De la Vallée Poussin),

E,(h) :;l: + b % + 4 % — 1 =0 (ecuafia lui A. Iu. Levin).

Se constati prin incerciri ci rdddcina pozitivd /; a ecuatiei E,(h) = 0,
satisface inegalititile 0,21 < A, < 0,22, iar rdddcina pozitivd h, a ecuatiei
E,(h) = 0 satisface inegalitdfile 0,43 < h, < 0,44.

8. Vom considera acum cazul cind %, > 1. In ipotezele din §4 cu pri-
vire la operatorul 2, si considerim operatorul L, al cirui ordin este k,.
T'ie [«, P] un subinterval al intervalului {a, b) si fie %, x5, ..., %, noduri
distincte din subintervalul [e, B]. Fie f(x) o functie continud in [e, B].
S4 considerdm ecuatia diferentiald de ordinul %,

ok . L[yl = {(%), (53)
cu conditiile polilocale

Y(#E) =y(F) = ... =y(x,) = 0. (54)
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Tr:tmcit prin ipotezd operatorul L, are proprietatea de interpolatie
Iy [a, b) si a fortiori proprietatea ]};\:j[o:, BJ, rezultd cd ecuatia (53) va ad-
mite o integrald si una singuri satisficind conditiile (54). Corespondenta
astfel definitd intre functiile continue f(x) si solutiile corespunzitoare ale
ecuatiei diferenfiale (53), solutii care satisfac conditiile (64), constituie un
operator definit pe spatiul C[a, p] al functiilor continue in intervalul
[, B] si luind valori in spatiul C*[«, B], adicd al functiilor care admit
derivatd de’ordinul #, continui in [«, B]. Acest operatm‘,depinde evident
de alegerea nodurilor care intervin in conditiile (64). El este aditiv si omo-
gen. Conform uzantei, il vom nota in cele ce urmeazi cu I.,,_l[]‘; By, = .‘., 2],
. . n
sau mai simplu cu L, Astfel, dacid y(%) este solufia ecuatiei (53), satis-
facind conditiile (54), atunci are loc fn intervalul [e, B] identitatea

n

L;][f(x)i X v %] = y(x). (55)

et g . » == s .
Dupi cum se stie [6, 8], operatorul L,"' admite o reprezentare integrald
de forma

B

9(%x) :S G(ty 55 %3, +0oy 7, ) [(s)ds, (56)
o
un.de G (x S5 Xy oy x,) reprezinti functia lui Green corespunzitoare
1(1‘11 L, si conditiilor polilocale (54). Tinind seami de definitia functiei lui
sreen, se poate demonstra cu usurintd cd functia G0 5 B P s i i)
: VEY - . % g
este continud in raport cu ansamblul variabilelor Ut Bt S e S £
4 B

cele ce urmeazd ne vom folosi de notatiile

Gla, BY = sup  [G(x, 5] %y, <<y 2, ). (57)
X826 o, B %
(i=1,2 .. %
)
Definim de asemenea
G(s, B c
o, — S ';-«
) 5. Llf et Slc{x. S5 Xy oo, X )|ds. (58)
n Bl o n

Tinind seamd de formula (57), se constatd indati ci are loc inegalitatea

G, ) = (B—2)G(x, ).

Fie s un numar satisficind condifia 0 < h < b — 4. Atunci putem
considera ca interval [u, B], intervalul [a, a 4 k]. In cele ce urmeazi,
pentru simplitatea scrierii introducem notatiile

Gh)=G(a,a+h) si Gh) = G(a,a+ ). (59)
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Tinind seamd de formulele (57), (58) si (59), precum si de modul in
care se construieste funcfia lui Green G(x, s; ¥, ..., 4,) (a se consulta
16, 8]), se constatd cu usurin{i ci functiile G(h) si g(h) din (59) sint
functii continue si nedescrescitoare in intervalul 0 < & < b — a.

Considerim 1in continuare urmitoarea ecuatie in necunoscutd #,
analoagd ecuatiei (28) :

Frh) =G AMGR;T) + A, M(h; ) + ... + A,M(k; Mm._,) +
+A,M(; 0, )]+ 4,80k —1=0. (60)

Se poate ardta intocmai ca in cazul ecuatiei (28) cid ecuafia (60) nu
poate avea doudl riddcini distincte in intervalul 0 << & << b — a. Cu aceste
precizdri vom demonstra urméitoarea teoremad :

TrOREMA 2. In ipotezele 1°, 2°, 3° de la §4, operalorul diferential
Lly] din (18) are proprictatea I3 [a, a + hy), unde on =k + ... + &,
tar ho reprezintd rvaddeind din intervalul (0, b — a) a ecuatier (60), dacd
aceastd ecualie admite o astfel de rdddcind, saw rveprezintd numdrul b — a
in caz contrar.

Demonstratia teoremei se face prin reducere la absurd intocmai ca si
demonstratia teoremei 1. Presupunind cd ecuatia diferentialda £[y] = 0
ar admite o solutie neidentic nuli y(x), care in intervalul [a, a + &) ar
avea o, rididcini distincte, fie ¢ un numir pozitiv suficient de mic, astfel
incit intervalul [a4, @ + h, — €] si confind toate cele o, rddacini in ches-
tiune ale solufiei y(x). Se stabileste ca In cazul teoremei 1, relatiile (29)—
(32). In continuare, considerim functia L, ,Ln_g ... LyL;i[y(x)]. Intrucit
prin ipotezd y(x) are o, rddicini in intervalul [a, a 4 hy — ] si intrucit
operatorul-produs L, L, , ... L,L; are proprietatea [%[a, b), deci si
I%[a,a + hy — <], unde 7, =0, — Ak, rezultdi in baza teoremei € cd

L - . —_ - o . . .
functia L,_;La_y ... L,L,[y(x)] are cel putin o, — 7, = ks rddécini dis-
tinete in intervalul [a, @ 4+ h, — ¢]. Vom mnota aceste rdddcini cu

. —1 . . % e
Eiv By « v By Tie L,  operatorul invers lui L,, corespunzitor conditiilor
polilocale (54) in care se considerd x; = §;, ..., 1, = §, . Atunci are loc
pentru orice x € [a@, @ + hy — ] urmdtoarea identitate care de altfe

rezultd din (55):

Lr:—l{Lur‘ gl LﬂLl[y(x)]} =L”ALL_H_2... LELl[y(x)l (55’)

n-1
Intr-adevir, si considerim ecuatia diferentiald de ordinul %,
4 - IR ) TSR oy Y 7 (61)

in care Y reprezintd functia necunoscutd, iar membrul al doilea se consi-
derd ca functie datd de variabild x. Si consideram de asememnea condifiile

polilocale
Y(&)=Y(E)=...=Y(E,) =0 (62)
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unde & < ... < £, reprezintd ridicini distincte ale tuticflel Tyl, .. ..
<+ LyLy[y(x)] din intervalul [a, a 4+ hy — <]. In baza prol;rietétii;lf,gfa b)
a operatorului L,, rezultd ci ecuatia diferentiald (61) admite o solutie ,{1111',&"”1
care satistace conditiile (62). Se constati din (61) ci aceasti solutie este

funcjtlz} l’j}) =Ly Ly ... LyL[y(x)]. Tinind seami de definitia opera-
torului {,,, corespunzdtor lui L, si conditiilor (62), rezulti identitatea (65').
Notind vl - Glz, 5. &, ., Ekn) functia lui Green corespunzatoare

optefrslltorului L, si conditiilor polilocale (62), identitatea (5b') se transcrie
astfe

Gl s 8y 8 L, Mg

athy-¢

=L, \Luy... Ly{y(x)] (55")

si ea este valabild pentru orice x¢[a, a -+ hoy — €].

In continuare, vom aplica ambilor membri ai identitit (33) opera-
torul integral L, definit anterior. Tinind seam# de {55”), obtinem ur-
métoarea identitate valabili pentru orice x€la, a4+ hy — ;]: !

etly—e

Epoiins LzLj[y(x)] == S G(x, S, El' SORE E.nﬁn) AI(S)Ln—l' b Ll[}'(S”dS'—

a+hg—¢
— o= § Gusia L B)A, 0Ly —

a
a+hy-¢

- § Gusie, oo By ) Aufs)y(s)ds.

a

Luind valorile absolute ale ambilor membri si finind seamid de relatiile

7

(24), precum si de notatiile (57), (58) si (59), obtinem inegalitatea

L8y, Lzﬂj(}’(%)ﬂg Etsup [E g v Ll[y(x)”Al Ghy — €) +
xEla, a4 hy -g)

a+hy—e R

- Glhy — e){A2 S (agi . Eqlvis)] sk ol o - o S IL,[y(s)]lds +

@+ hy—g

+ 4. § iyioias)-

@

Aceastd inegalitate fiind valabildi pentru orice x€la, a 4 hy — &
va fi valabild si pentru valoarea lui x care realizeazi maximul functiei
|Lu—3Ln—s ... LoLi[y(x)]| in intervalul [a, a + hoy — e]. Inlocuind in pri-
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mul membru din (63) pe x cu acea valoare §i procedind intocmai ca in de-
monstratia teoremei 1, se ajunge la inegalitatea

1< Glhg— A, + Glhg — &) [AM(ho — ;T )+ A;M(hg—e; T, o)+
+oon A, My — ;1) + AM(y — ;1))

care ne aratd cd functia (Z*(4) din (60) verificd incgalitatea
By —) =0

Pe de altd parte, finind seamd de egalitdtile lim M(k; 1I;) = 0 (i=1,...,
o™
n—1), rezultd tot din (60) inegalitatea

lim (7" (h) = — 1 < 0.

h=ot
Cum inséd functia (£*(h) este continui in intervalul 0 << & < b — a, rezultd
cd ecuatia (F*(h) = 0 are o rdddcind %, satisfidcind inegalitdtile 0 << 2, <
< hy, — e. Aceasti constatare contrazice modul de alegere a numdrului
h,. Astfel, ipoteza cd ecuatia diferentiald £[y] = 0 ar admite o solutie
neidentic nula y(x), care si se anuleze in o, puncte distincte situate in inter-
valul [a, a 4 &), nu poate avea loc §i prin aceasta teorema 2 este demon-
stratd.
Observatie. In cazul cind ecuatia (28), respectiv (60), admite efectiv
o raddcind /&, situatd in intervalul (0, & — a), in enuntul teoremelor 1 si
2 se poate aduce precizarea cd operatorul .2 din (18) are proprietatea 7
relativd si la intervalul inchis [a, a + h,). Pentru a justifica aceastd afir-
matie, este suficient si se observe cid numdirul £ care intervine in demon-
tratia lemei 1 (generalizarea lemei lui De la Vallée Poussin) este interior
intervalul [e«, B] etc...

[TPOME)KYTKHW HEKOJIEBJIEMOCTHU OJ1$51 PEUIEHWH
JIMHEWMHBIX IH@PEPEHLMAJIbBHBIX YPABHEHHH

KPATKOE COOEP)KAHHE

ITycte Ly [y] = 0 muneitnoe n ognopopuse guddepenuuansioe ypas-
HeHue nopsiika N ¢ HenmpepuiBHbIMH KO3 (ULHEHTAMH Ha TpoMexyTke [a, b ).
[Ipeanonaraem, uTo 3T0 ypapHeHHe MOMKHO HamucaTh B BMIe

Enly]=LuLy—y.. - Li[9]+A¥) Lyy. . Ly[y]+ ... +

+ Anfl(x) Ll[y] + An(’:)y =, (I)
rue Ly L ..., L, auxefinble u oxHopoiHble audepeHIUambible onepa-
TOpPbl, HOPMAJbHOrO BHJA, COOTBETCTBEHHO MOPAAKOB Ky, ks ..., kg
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(Fr + ks + ... + k= N) 1 Ko3()pHIHEHTE KOTOPBIX SBASIOTCS (DYHKIHAMI
nudppepeHIHpyeMBIMH HA TIPOMEXKYTKe [@, b) A0CTATOYHO GOJBLIOTO HHCAA
pas, Tax uyroObl cUMBOJHYECKHE MpoH3BefeHus; (urypupyiomue B (1) umenu
cmeica Ha [a, b). Ilpexnonaraercst Taxkxke, uro onepatopsl L, ... L, obna-
JIaI0T COOTBETCTBEHHO cBoHcTBamu HekoneGiaemoctn Ii[a, B), ..., I [a, b)
(roBOpuM uTO JMHEHHBI H 0AHOPOAHLIT Au(depeHiHasblbil onepaTop L
HOPMAJIbHOTO BHJA H TNOPALKA m OBJANACT CBOHCTBOM HEeKOMCBJeMOCTH
Ila, b), ecin coorercTByomee guddiepennuanbioe ypasuenne Ly[y] =0
HE HMEET HN OJHOTO pPEeHIeHMsl HeTOMXAECTBEHHO PUBHOTO HYMIIO POIICHHS,
KOTOpOe any/mpoBanock Oul 6omee m — 1 pas wa mpomexyrke [a, b). mpH-
UEM m SIBJSIETCS TOPSLLKOM COOTBETCTBYIOHICT0 AU depeHInaNsHora onepa-
Topa); mpeanosaraeMm emé uro dynkunn A (x), ..., A,(x), ¢purypupyoumme
B (1), mempepeBHEl Ha [a, b). [lpu 3TUX YCHOBHAX, B HACTOSIIEM TpY.e
YCTAHABIURACTCS CJEAYIONIAS TeopemMa HeKoAeGIeMOCTH OTHOCHTELHO pe-
wernit auddepennnansioro - ypasuenns (1),

TroreEMA 2. [Tpu eoiweykasanmsls yeiosuax, dupdeneryuaronoti one-
parop Ly us (1) obaadaer ceoilcrson nexoaebaemocru I¥[a, a -+ hy), npu-
4éM wucao hy npedcrasaser coboli Kopeus uz npomexcyrsa (0, b — a) (ecan
CYWECTBYeT) cAedyiouiecn YpasHeHus No HeuseecTHomy h:

(F*(h) = GR)[MlB)M (B + Ny (WM y(R) + . ..+ M(B)M,_,(R)] +
+ M) GH) —1=0 (0<h<b— a). (IT)

Ecau aro ypasrenue ne donyckaer wopus Ha npomexcytce (0,b— a)
TO wueao hy cuuraercs pasuoin b — a.

3necb obogHaunan Ai(h) = sup |Ai(x)| =1,...,2—1) a uyucaa
e 1

[a.at )

Mih)(@=1, .., n—1),Gh)u G(h) onpeaeasiorcs caAeIyIONIAM 06pa3OM:
[Tycrs h so6oe unciio, ynosnersopsioniee repasencreom 0 < h < b —a

B TycTh i OAHO M3 uwucena ., 2, ... n— 1. Paccmarpusaercs anveiinoe
audpepennnanbHoe ypaBHENHE,

Wi wli = Ty g L i nilea[9]=1 (TIT)
nopsigka T =ki-+ kg + ... + ko, U oBo3HauacTCH uepes @fc, Muoxe-

CTBO peIICHHII 3TOr0 YPABHEHHS, KOTOPLie ofpamaiTess B HYJAb B T
TOUKAX (He oBsizaTeqIblO PA3HYHBX) TpOMEMnyTKa [a, @ + h]. OBosnauaen
+ 0

i
M(h) = sup S |v(x) | dx.

yx) € (Z’,l;, a

@

Hanee, (yukuus G(h) onpenensiercst caeayromuM obpasom: Pacemo-
TPUM JIHHEHHOE HeoHOpoAHOe Au(pepentuansioe ypasuenne L,[y] = f(x)
mopsiika k, ¢ MHOTOTOUEHHBIMH YCJIOBHIMH

ya) =y(x) =...=y(xy,) =0 (IV)

y
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DAe y3aBl Xy, ..., X, [PHHAA/IENRAT MPOMexRyTKy [a, @ + h]. 3BecTHO, UTO
HCKOMOE pellelne, MPH MPEANoNoKeHns uto L, o6aajaer CBOHCTBOM Ii[a,b),
JIOMyCKAeT INIPEeACTABJCHHS BHIA

ath

%) == S G(x, S5 %y, « v, %) 1(8) ds,

1
rae G(v,S; %y, ..., %) Oynxuus [puna, coorsercrsylouiast oneparopy Ly
n muororoueunsiM yeaoBusm (IV). Cuuraem mo onpejesnennio

G(h) = sup | G(#, 85 %gp0 %) |5
¥, 8, Fipers % € [, a+n]
n
a--nh

Gh) = sup S | G(#, 5; %5, -+ v %a,) | dS.

&y Xy Aoy X € [a, a+h]

B uacTodmeM Tpyle MOKA3blBAETCS YTO KAaKHM HH OblI Obl MOKaszaTesb
i=1,2 ..., n—1, pyuxinu M;(h), G(h) u €& (h) ABIAOTCS HEMpepLIB-
HEIMI 1 BOCpPACTAIONIHMH (DYHKIHSMH TIepeMeHHOH h Ha MPOMERyTKe
(0,6 — a), Ilpu stuUx yTOouHeHMsiXx NoKasbiBaeTcsi, uto ypabBreuue (1) no
HCH3BECTHOMY h MOMET HMerb He 0oJee OAHOTO KOPHSL B IMPOMEXYTKC
(0,6 —a).

Has uacrgoro cayuas, korga k= | u xorga L, = J—i yeTaHaBAHBAETCH

Teopema 1, cojepxkauias Kak uacTHeiii cayuaii Teopemy Baae Ily-
cama [11].

INTERVALLES DE NON OSCILLATION DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES

RESUME

Soit Ly[v] = 0 une équation différentielle linéaire et homogéne d’ordre
L . :

N, ayant les coefficients continus dans un intervalle [a, D). Nous supposons

que cette équation peut s'éerire sous la forme

Ly[y] =LaLlu_y ... Li[y]l + Ay(#) Loy - - Lyly] 4+ oo +

== A”,l(x) L[y] + An(x)y =0, (I)
ot L, Ly, ..., L, représentent des opérateurs différentiels linéaires et
homogénes, de forme normale, d’ordres respectivement Fky, ky, ..., k&,

(ky + ky ... + &, = N) et dont les coefficients sont des fonctions dérivables

dans lintervalle [a,"0) d'un nombre suffisant de fois, tel que les produits
symboliques qui figurent dans (I) aient du sens dans [a, ). Supposons aussi
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que les opérateurs L, ..., L, ont respectivement les propriétés de non
oscillation I [a, b), ..., I} [a, b) (on dit qu'un opérateur différentiel
linéaire et homogene L,, de forme normale et d’ordre m, posséde la pro-
priété de non oscillation I, [a, b), si I'équation différentielle correspondante
L,[y] = 0 n’a aucune solution non identiquement nulle qui s’annule plus
de m — 1 fois dans U'intervalle [a, b), m représentant I'ordre de I'opérateur
différentiel respectif) ; - nous supposons aussi que les fonctions A,(x),
y -0 Au(x) qui interviennent dans (I) sont continues dans [a, b). Dans
ces hypothéses, on établit dans le présent travail le théoréme suivant de
non oscillation, relatif aux intégrales de l'équation différentielle (I):

TuEOREME 2. Dans les conditions ci-dessus, I'opératenr différentiel
Lyde (I) posséde la propricté de non oscillation I¥(a, a + hy), le nombre
ho représentant la racine positive dans Uintervalle (0, b — a) (si elle existe)
de I'équation suivante dans I'inconnue h :

(F* (k) = G(h) MR M y(B) + My (B)My(R) + ... Ng(B)M,_1(R)] +
+MBGH) —1=0 O<h<b—a). (11)

Si celte équation n’a pas de racine dans Uintervalle (0, b — a), alors le nombre
hg est considéré égal a b — a.
Ici nous avons noté par (k) = sup [di(x)| (i=1,...,n—1), et
rEla,a4h]
les nombres M(h) (i =1, ..., n— 1), G(h) et &(h) sont définis comme
suit :

Soit /# un nombre quelconque, satisfaisant les inégalités 0<< h<<b—a
et soit ¢ un des nombres 1,2, ..., # — 1. On considére 1'équation diffé-
rentielle non homogeéne

Hl[y} == Ln—lLu—z #tsm L;[,’V] =1 (III)
d’ordre 7, = ki + kiyy + ... + ky_, et on note par @/, U'ensemble des
solutions de cette équation qui s'annulent dans 7; points (pas forcément
distincts) de l'intervalle [a, @ 4+ A). On definit

a I
M(h) = sup S |y ()| dx.

yi¥) e @; A
i

FEnsuite on définit la fonction G(k) de la facon suivante : Soit 1’équa-
tion différentielle linéaire, non homogene L,[y] = f(x), d'ordre k,, aux
conditions polylocales

y(#) = (%) = ... =2(%,) =0, (IV)

ot les noeuds x, ..., %, appartiennent a lintervalle [a, a 4+ A]. On sait

que la solution cherchée admet, dans I'hypothése que L, posséde la pro-
priété ]rj;.‘:'i [a, b), une représentation de la forme

a

ath

(%) = S G{%,8; %q50 » %) J(8) ds,

a
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ot G(x,s; %, ..., %,) représente la fonction de Green correspondante

a l'opérateur L, et aux conditions polylocales (IV). On counsidére par dé-
finition

G(h) = sup |G(%,3; %1,...,%,) |
e s,:r,,...,:r,.\_ue [a, a4 k)
ath
G(h) = sup S |G(%,8; %q,. .., %) | ds.
F AR R “’Iene [a, a+ k] o

On montre dans ce travail que, quel que soit l'indices = 1,2, ..., n—1,
les fonctions M,(%), G(h) et G (h) sont des fonctions continues et croissantes
de la variable A4 dans l'intervalle (0, & — a). C'est par ces précisions que
I'on montre que I’équation (II) dans l'inconnue % ne peut avoir qu’une
racine au plus dans lintervalle (0, b — a).

d . . 5 { - . s
Pour le cas particulier ot £, = l et o1 L, = ;~ , on établit le théoreme 1
ax

qui contient comme un cas particulier le théoréme de De la Vallée
Poussin [11].
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