ASUPRA PROBLEMEI POLILOCALE PENTRU ECUATII
DIFERENTIALE LINIARE CU COEFICIENTI CONSTANTI (II)

DE

0. ARAMA si D. RIPTANU

fn cercetarea de fatd, care continud ldcrarea [1], se considerd ecuatii
diferentiale liniare cu coeficienti constanti de ordinul 4 si se incearcd deter-
minarea in functie de coeficientii ecuatiei diferentiale, a lungimii L, a
intervalului maxim fin care mulfimea integralelor ecuatiei diferenfiale
considerate, este interpolatoare de ordinul 4. Reamintim din [1] cd o familie
de functii (7, depinzind de un numir oarecare n de parametri, este inter-
polatoare de ordinul %,(k<<n), intr-un interval («,B), dacd oricare ar fi

nodurile distincte 4, @, @,. . ., ar, situate in intervalul («, B) §i oricare
ar fi ordonatele b, b,,. .., by, existd o functie si una singurd f(x)e(F, care
si satisfaci condifiile f(a;)=b, =1, 2,..., k, adicdi curba de ecuafie

y=f(x) si treacd prin punctele M;(a;, b;).

§ 1. OBSERVARI PRELIMINARE

1°. Considerim o ecuatie diferenfiald liniard i omogend cu coeficienfi
constanti reali, de ordinul 4, E(y)=0, al cirei polinom caracteristic si aibd
toate ridicinile distincte, dintre care cel pufin doud complexe. Folosind
o transformare reald de forma

r=pt+v; y=eMz(t) (1)

ecuafia E(y)=0 se poate transforma dupd cum s-a ardtat in [1], intr-o
ectafie de acelas tip E*(z)=0, al cirei polinom caracteristic sd aibd rddicini
complexe numerele 7 $i —.
in acest scop, presupunind ci numerele a+if sint doud rddacini com-
plexe (8>0), ale polinomului caracteristic asociat ecuatiei E(y)=0, este
suficient si luim p=@—!, A=af~!, parametrul v rdmdnind arbitrar.
" Reamintim de asemenea din nota [1] cd dacd L, respectiv L* repre-
zintd lungimile, intervalelor maxime in care integralele generale ale celor
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doud ecuafii E(y)=0, resp. E¥(z)=0 sint interpolatoare de ordinul 4, atunci

are loc relafia
£

1€
L:——r
7 ARk

5 In cele ce urmeazi, fara a restringe generalitatea problemei, se va
putea presupune agadar cd doud din ridicinile complexe ale polinomului

caracteristic asociat ecuatiei E(y)=0 sint 47 si —i.

2°. Metoda pe care o vom folosi in cele ce urmeazi se bazeazi pe urmi-
toarea observafie, care de altfel este utilizatd in demonstratia teoremei
de existenfd si de unicitate a lui de la Vallée-Poussin referitoare la ecuatii
diferenfiale liniare, datd in [2] si [3]: i
_ Condifia necesard si suficientd ca integrala generald a unei ecuatii
diferenfiale liniare de ordinul » si fie interpolatoare de ordinul » intr-un
1nterval I, este ca orice integrald particulard nenuld a acelei ecuatii s3 aibi
in acest interval cel mult »—1 rddacini distincte. i
Din aceastd observatie rezultd ca o consecintd ci numirul L este egal
cu marginea inferioard a difererifelor x,—x;, unde numerele %, < %, <x <g %
reprezintd 4 rddécini consecutive ale unei integrale oarecare1 11et2r1'vi§1e ;
ecuatiei E(y)=0, marginea inferioard luindu-se pe mulfimea tuturor astfel
de grupe ce se obfin considerind toate integralele pafticulare ale ecuatiei
diferenfiale date. Metoda de lucru pe care o vom folosi in vederea deter-
mindrii numdralui L se bazeazi pe aceasti consecint.

_In ceea ce priveste problema pe care intenfionim s-o rezolvim, este
suficient sd ludm marginea inferioard a diferenfelor x, — x, relativ la sub-
mulfimea grupelor (¥;, %, %, %,) ce se obtin considerind numai integralele
Zrel’?;waledcare se anuleazd pentru o anumiti valoare a lui x, aleasy de altfel
o ; ;gg::ini ;:cinop.lu pentru x = 0, fiecare grupd (x;, %,, %,, %,) incepind
: intr-adevé'r, fdrd a se face vreo particularizare, putem considera
1ntoj:deauna prima rdddcind x; = 0. Aceasta rerulti indati din faptul ci
dacd y(x) este o integrald particulard a ecuafiei considerate, pentru care
¥ < % < % < x, constituie 4 rddicini consecutive, atunci sl ()=
= y(x — x;) va fi de asemenea o integrali particulari a aceleiasi ecuafii
Egntm ;are‘ numerele 0, %, — x;, % — %1, %, — % constituie 4 ridicini
negg}(;;:; é‘;ﬁ;{, in plus, distanta dintre prima ridicing ¢i a patra rdmine

O altd o_bseArvare se referd la caracterul de a fi deschis sau inchis al inter-
valului maxim in care integrala generald a ecuatiei diferentiale considerate
este interpolatoare — aceasta dupd cum marginea inferioard care defineste
numart}l L, este sau nu atinsi. Intr-adevir, daci marginea inferioarﬁ,gL
este atinsd, atunci existd o integrald particulari care are 4 ridicini con-
secutive x; << %, < %3 < 4y, astfel ca ¥, — x; = L. Rezulti de aici cf inter-
valul maxim admisibil, cu centrul intr-un punct oarecare x,, trebuic con-
siderat deschis in cel pufin o extremitate a sa. Daci marg(i]ﬁea inferioard
nu ‘este atinsd pe mulfimea integralelor particulare, inseamni ci pentru
orice” integrald particulard distanta dintre 4 riddcini consecutive este mai
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mare ca L si deci cd intervalul maxim admisibil cu centrul intr-un punct
oarecare ¥, poate fi luat inchis in ambele capete ale sale.

3° Determinarea numirului L se va face deosebind diverse cazuri gi
subcazuri pe care le impune metoda de lucru adoptatd.

Tn aceasti parte a lucririi se studiazi cazul cind polinomul carac-
teristic are dou# ridécini reale i doud complexe. In acest caz se va lua pentru
integrala generald forma 7

y(x) = Ae®x 4 Beb* — Rsin (¥ — a) 2)

unde’ @, b sint riddicinile reale presupuse distincte ale polinomului carac-
teristic, iar 4, B, R, a reprezintd patru constante arbitrare. In cele ce urmea-
zi vom presupune intotdeauna ci a > b, ceea ce in ipoteza adoptatd se
poate intotdeauna realiza printr-o notatie adecvati.

Pentru ilustrarea detaliati a metodei de cercetare, me vom mdrgini
¢4 considerim subcazul ab> 1, raminind ca la sfirgitul lucririi sd ddm
unele indicatii asupra posibilitifii extinderii acestei metode de cercetare
la alte subcazuri.

Observim de la inceput ci din ipoteza @b > 1 rezultd ci parametrii
a si b sint de acelasi semn. in ceea ce priveste problema propusd, putem
si presupunem ci @ si b sint numere pozitive, cdci in caz contrar, efec-
tuind schimbarea de variabili independentd x = — &, vom obfine tot o
ecuatie diferentiald liniard cu coeficienfi constanfi, al cirei polinom ca-
racteristic va avea ca ridicini numerele —a, —b, —1%, - ¢ si pentru care
numsrul L va timine acelasi ca la ecuajia diferentiald inifiald (a se

vedea [17).

Vom presupune deci in cele ce urmeazi ci parametrii a si b satisfac
inegalitdtile
| ab>1 si a>=b>0. (3)

Rezultatele ce vor fi stabilite in paragrafele urmitoare se vor referi
de reguld la acest subcaz.

§ 2. CITEVA PROPRIETATI GEOMETRICE ALE INTEGRALELOR

S4 considerdm integrala generald (2). Aceasta se prezintd ca diferenta
functiilor
Y(x) = Ae?* + Beb* - ()
Z(x) = Rsin (¥ — «).

Ridicinile unei integrale particulare de forma (2) sint abscisele punc-

telor de intersectie ale curbelor de ecuatie y = Y(x) §i ¥ = Z(%),
Curbele de ecuafie y = Z(x), care se vor numi pentrua prescurtare cu
(£), sint sinusoide de perioadd 2m, de elongatie R, si care taie axa Ox in
puncte de abscise x = « + kn (& fiind intreg).
Curba de ecuafie y = Y(x), care se va nota cu (Y),
ce depind de valorile pe care le iau parametrii 4 §i B. Se deosebesc din acest

punct de vedere urmaitoarele cazuri ;

are diferite forme
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15iAd. =00 P Bl 5° 4 <0, B=0
o4 =0,"B=10 6°. 4A=10, B=10
8% 4>0 B>0 7.4 =0, B<0 (5)
4°. 4>0, B=0 8% 4 =0, B =0

9°.A:O' B:O

Observim insd cd curbele (Z,), (V4,5 de ecuatii y = Rsin (* — ),
respectiv y=~Aea*{Beb* , sint respectiv simetrice in raport cu axa Ox ale
curbelor (Zy—s), (Y—4,—p) de ecuatii y = Rsin [x — (0 — =w)], respectiv

= — Ae® — Beb* . De aici rezultd cd din punct de vedere al problemei
ce se studiazd, cazurile 5° — 8° revin respectiv la cazurile 1° — 4°,

Este deci suficient de a considera doar cazurile 1° — 4° i 9°. De aceas-
tad observatie se va fine seami in cele ce urmeazi. Presupunind ci a b0,
in cazurile 1°, 2°, 3° din (5), curba (Y) are forma indicati in fig. 1. In al

patrulea caz, curba (Y) intersecteazi
| 94 o datd axa Ox in punctul de abscisd

aiblc}g(_:i)' (6)

admite un punct de minim de

abscisid
1 bB

8 =

- ad
¢ si un punct de inflexiune de
abscisa

; 1 b*B ] :
Fig. 1 e Lo

* Nz a—b log ( a*A (®)

Se vede indati ca
A< B <.

Forma curbei (V) este indicatd in figura 2.

p g

A
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T ey

Fig. 2

*
* #*

Considerdm acum mulfimea integralelor particulare y = f(x), re-
prezentate prin formula (2). Aceastd mulfime o notim cu {f}.
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' ) = infinitate de curbe
ema 1. In ipoteza (3) ecuatia E(y) = 0 admite o infinstate
mtegfl'(ale tangente la fm Ox in cite un punct dat %, care poate fi de altfel
ales dupd wvoie. Aceste integrale au forma

y(x) = Aew* 4+ Beb* — R sin (¥ — a)

unde parametyii A si B pot lua orice valori reale, iar R §i o se determind
in functic de primiv precum urmeaza:

R = eba[A%(1+a?) eo—b%oy 2 A B(14ab)ee—vu+ B2(146%) ] (9)

In cazul A >0, B <0, se poate considera

Agaxo L Bebxo .
XO+TC = al‘Ctg WW daca Xg = B
A gaxo + B@b.’fu o 10
o = Xg — B.I'Ctg m daca X > B ( )
X + % daci Hy= Bs

In cazul AB > 0 se poate lua

AgﬂXD+B€bIﬂ
L= xu -|- ENX-— aTth W_W (11)

unde ¢ ia valoarea 0 saw 1 dupd cum A si B sint ambii pozntivt sau
ambii negativi.

Demonstratie. Condifiile de tangentd cu axa Ox in punctul xy vor fi
%) = ¥'(%,) = 0, adicd .
o . { Aeaxs | Bebxo = Rsin (xy — @)

(12)
aAemxo 4 bBeb¥ = R cos (%p — @).

Ridicind membru cu membru la patrat si adunind, obfinem expresia lui

R datd in (9). . . i
Apoi ingp)értind membru ctt membru, prima egalitate cu a doua, obfi

nem
Aewxo 4 Bevw  Y(%) i
t8 (%0 — #) = e + bBeb%  Y'(x)

Pentru a vedea in ce cadran se afli %, — «, studiem semnul expre-

Y%Cu) si cos (%, — a) = 1_/,_("_0), deduse din (12), precum

R
. V()
si semnul expresiei tg (%, — o) = Y'({;O) din (13).
Discutia o facem in raport cu pozitfia punctului x, de tangenfd. Pre-
supunem intii ¢4 A> 0, B<0. Obtinem tabloul :

siilor sin (x,— «) =
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Wit
tg(n—a) = pl bbb g T
Din acest tablou rezulty ci se poate lua

[ —m -} arctg 1{,((4;”3) dacd x, <

Ko — o= arctg 11;((5‘;‘,_]{3) daci x,> B

= 23 daci x,=p

De aici se obtine (10).
Observam ci functia (%) astfel definiti este continui in raport cu
Xy pe toatd axa. Cele spuse mai sus au loc oricare ar fi valorile pe care
le-am dat parametrilor 4 si B, cu conditia 40, B<0 (cazul 4° din ().
In cazul cind unul din parametrii 4 sau B este nul, celilalt fiind dife-
rit de zero, lema se pistreazi cu singura modificare ci formulele (10) iau
o formd mai simpld. De exemplu dacd B =0 si 4 > 0, atunci vom avea

Xg— o= arctg%- (14)
Dacd insd 4 =0 si B> 0, atunci vom avea
%y — o = arctg —;— (15)

In cazul 4 =0 si B=0, se deduce din (9) cd R=0 si deci curba
integrald se reduce la axa Ox.

In cele ce urmeazi, o integrali particulari corespunzitoare unei curbe
integrale tangente la axa 0% o vom nota cu /*(%), iar submulfimea acestor
integrale cu {/4.

Este de remarcat ci familia {f*} depinde de trei parametri: A4, B si
%o, care pot fi luafi dupd voie in virtutea formulelor (9) si (10).

Dar intrucit expresia (9), care di valoarea lui R, este omogens in A
$i B avind gradul de omogenitate 1, rezultd ci gi expresia care di forma
generald -a integralei f*(x) este omogeni de grad 1 in 4 gi B. Din aceasti
cauzd, numai unul dintre parametrii 4 si B joacd un rol esential in teoria
Pe care o expunem.

Intr-o formulare echivalentd, aceasti lemi se poate enunta astfel :

Dindu-se o curbi (Y) de ectlatie y = Aeax | Bebx ce corespunde unor

valori ale parametrilor 4 si B alese dupi voie, existd o singuri curbi (Z)
de ecuatie y = Rsin (v — o), tangentd la (Y) intr-un punct de abscisi %,

a1™
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les arbitrar pe curba (Y). Valorile p_arametrilor R si o din ecuafia
cE:Llfrbei (Z) sint definite de formulele (9) i (10).

L cl ?2‘ 4 { a ﬂi‘ a eo‘%af!éi@ E(y) — O,
(Sa Z n caz a i.] 1 oyice Cut ba/ mn gg? l \
. I a 'Iafrl 4 > A, | :
a C e N Se de’.’LCe lr' axa ) U b e avea U P I
EMONSLY tzl . \ o1 d('l d 11011 tIa.I‘: a dac t IEII]. i oare fOl‘-
D l a ) 7 e =1 1 estel e in ur In.at a

mm%ﬁrl:e)ggv(slt};n?ia(:Z) nu pot fi tangente in doud puncte distincte. Pentru

i e, si : in absurd cd curbele (Y)
i afirmatie, si presupunem prin a : ;
: demonfsj:fcanaceenaf(;c FJi}nadoue“x fmncte distincte de abscise respectiv X, §I1e fiﬁfg
?1111(1?3 a;relsuimgnem © > 0). Referindu-ne la formula (2), am avea
f*(xo'l“P) = Aga(xwm)_]_ng(xwro]_Rsin (x0+cp—a) =10 (16)
{ ' (%p40) = @A eatro+w) - Bebtate)— R cos (%p—a-+¢) = 0.
0

Din a doua relatie (16) si din relatiile (12) se deduce

A beb%—b cos @-|sing (17)
; _g(ﬂ—b}.\‘a: .
ae?®—a cos @-+sing

\k\

Din prima relafie (16) si din relatiile (12) se deduce :
by} sin @—cos
A ey SO ERRCRP, (18)
a%®—a sin @—Ccos ¢
Din (17) si din (18) se deduce

ebe—b sin p—cos @ _ bebv—b cos cp—!-s%ﬂ, (19)
9% _q sin p—cos ¢ aei?—a cos p-+sin ¢

relajie care se mai poate scrie .
Flg) = (a—) [1+ele+09]— (1-+ab) (¢o0—e?%) singp— )
— (a—Db)(e*0 %) cos ¢ = 0.
Din _relatia (20) se deduce printr-o simpld derivare
lr(p) = eies I Elg) =

i 2)e— 21
—a?—b2+ [—b(1+a2)e—tv+ta(l+b2)eee]sin o+ [—(1+a Je—be4  (21)

+ (1+02)e] cos
U i 22
& G'(p) = (1@ (1+ ) (~tn—c—) sin g . (22)
De aici se vede cii minimele functiei G(p) au loc pentru i
o =2kx, (k intreg) (23)

ind G(p) ia forma ,

cin (CP) H((p) = uz_b2+(1+b2)e~ﬂ¢_(l _|_32)5—bq;. (24)
' 25
e H'(p) = b(1+a2)e—bv—a(14-b%)e® >0, pentru ¢=0 (25)
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fiindes
H'(¢) =0 pentru cp=?o=~—1—blog M@<O

s a— b(14-a?)
in t

Ipoteza ab>1. Cum H(0)=0, are loc dec inegalitatea
= H(p) >0 pentru © >0 (26)
$1 deci minimele Iui G(o) sint iti ici i
A () sint pozitive. De aici rezults inegalitatea G(p)>0
Cum insd Pt o= (Dt Lo A

| F)=0
se deduce din (26) si (27) inegalitatea
F(p) > 0 pentru o > 0.

Aceasta ne arati cj relati
. L relatia (19) nu poate i
(Y) si (Z) nu pot f tangente in dm}]é punac",ciadlicgigg?: ool

Lema 3. Ecuati - : ‘

y = oo, diferite de a3 O 3 amgonie el iele de curte inisgral
t ) v " g \d il axa x} B A

angenid un contact de ordinul doi cu axa Ox. Ecuatia aces?g: cftﬁbzt'ff:;g;fz?d tig

; e este

y :f**(x) = A4 Betx_ R sin (x—m)

unde
o 14-a2)"
R = (a—b) {1—+_b?) |4 |ear (28)
g

tar y este punctul de tangentd si ave valoarea

=B
Og[ WJ (30)

f?z 201"??161 [ig mai SUSs a inte raleloy X bﬂ”a?” Yt St ramin air rari
f g Ia] £ t‘ 4 b ll
> < f ( )’ € ¥ B v

¥ a—b

Demonstratie. Intr-adevi

oD tie. -adevir, pentru c: i A

fiet : T ra ca curba integral ie (:

s ace? ;?nga Qx un contact de ordinul doi intrun pugnrcata‘ri'E EET-IE]LDFH? i

o sa se anuleze y(x) impreuni cu primele s Tohda

L primele sale douid derivate
Y(y) = Aear Bebr— R sin (y—a) =0
Y'(Y) = ademr+-bBeb— R cos (y—a) = 0
Y"(y) = a®Ae®r - b2 Bebt 4 R sin (y—e) =0 4

Pentru a obtine ahsci i
. 1 obfine sa punctului d luni
prima si a treia ecuatie din (3]).60(:1§)é}f11§;[1' SRl s o
fhs 1 +a?) e+ (14-52) Bebr — ), (32)
eastd ecuatie admite rddicina 4 i
: 2 1 a vy, reald, nu a i
aceastd ecuatie, obfinem pentru y valoarea (I;ﬁlé (ii‘ic?Sﬁ)B b e
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Pentru a determina valorile corespunzitoare ale parametrilor R si
emplu primele doud ecuatii din (31), sau mai simplu

o, putem utiliza de ex
in care insd se va inlocui %, cu valoarea lui v,

formulele generale (9) si (10)
datd de (30).

Se verifici cu usurintd, tot in ipoteza (3), cd au loc inegalitatile

Ay<PB<? (33)

ate in (6), (7) si (8). Deoarece dupd

unde 8, B, A au respectiv valorile indic
tru calculul valorii parametrului

cum arati (33), y<<p, rezultd din (10) cd pen

‘«, in cazul cind x,=y, trebuie adoptatd formula

A gaxu- Bebxo
o = %, 7 — arctg aA e bBebxo

in care urmeazi si se inlocuiascd x, cu y. Tinind seama de valoarea lui ¥y
din (30), obtinem :
o)

(1+a?) a-+b

A et Beby Aele—t - B
=t

aden I 6Bt ade@bB . a(1+5?)
R E

si deci
a-+b
« = y-+m — arctg i

adicd tocmai (29).
Pentru calculul valorii corespu
formula (9), in care insd inlocuim x, cu vy. Obfinem
B (1+40b%)12 B(l—]—bz)] %‘fi
— b 2 il b S i A g N 2 2 =
R =er{42(1+a )[ A(]~+a2)] +2AB(1—|—ab)[ T P
1-|-b2)‘fn

= "Bl (e—=b) |72

nzitoare a parametrului R utilizdm

fnlocuind in aceastd expresie valoarea lui etv, dedusi din relafia (32),
obfinem egalitatea (28).
Observatii. 1) In cazul (3)
care in punctul de tangenta au cu aceas
y = Aes*+ Bebx— R sin (x—a)
recari cu condifia 4>0, B<0, iar parametrii

tie de A gi B conform formulelor (28), res-
punctul de contact

, ecuatia curbelor integrale tangente la axa Ox,
t4 axd un contact de ordinul 2, este

unde parametrii 4 si Bsint oa
R si « sint determinafi in func
pectiv (29). Spre deosebire de afirmafiile lemei 1, aici

este determinat de valorile pe care le iau parametrii 4 si B, conform

Y

egalitatii (30). Rezultd de aici cd familia tuturor integralelor f**(x), familie
pe care o vom nota pentru prescurtare cu {f*}, depinde de 2 parametri :
A si B, spre deosebire de familia {f*} care depindea de 3 parametri: 4, B

si %g.




. de ordinul doi. Abscisa punctului de contact are v
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%)ﬁigtg;tuformulﬁ{e echivalents, lema 3 se poate enunfa si astfel :

ool e i g gucgénzig)’fi {()JOI’ESP%H(%E unor anumite valori d$ate pafa_.
73 ; i » £<0, In cazul (3 isti o si = %

(£), tangentd la (Y) si care in punctul de tangengﬁ) :frxeI S;ell C(.Ys}lnfllllrgog?bi
F aC

aloarea datd in- (30), iar

valorile corespunzitoare al : . %
pectiv (29). ¢ parametrilor R i o sint cele date in (28), res-

” R .
] { . 4 zt?«@l St 37.’[5“?38 ) :
. € 1M 3 4 ; f ( t:t??.”i ! é A a.lg cazuy ?Zt}r 3 ) 5 4 ) 0¥ ?’t:e
i d K 7 i 1€ 9 7 (:731 e Cit X 8?’1‘1/‘? i X X, aca x >
0r 0=

Vom da doud demonstratii
doud ¢ pentru aceasti lem3.
Demonstratia 1°. Conform formulei (2), integrala f*(x) va fi de forma :

| [#(x) =Ae® L Bebx R sin (x—a) (34
$1 va satisface conditiile :
*(xp) = Aeo|- Beb%o_ R sin (%o—a) =0
¥ (%) = adesfbBebxi_ R cos (%p—a) = 0. (85)

ik :
Tinind seami de aceste relatii, se obtine

1*@P)(%9) = [a?P 4 (—1)P=1] A gaxo |- [62P - (—1)P—1] Bebxs

PR (stp) = a2 (—1)p=1 | dgo 4 [0 |- (—1)pi] Borre, ' (30)
[*¥@P)(x) =a2P A etx |- b2 Bebx__ (—1)PR sin (v—«)
f*(2p+1)(x):a2P+1Aeﬂx+bzﬁ+lBebx_(¥1)PR cos (¥—a)

Pentru $ =1, obtinem
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Deasemenea are loc inegalitatea f¥@p+1(x,) > 0, pentru orice X, satis-

St ” .1 bB((—1)p—! 1-b2p 3
ficind inegalitatea % >1vyop+1="_—3 log [— WL—E%S”‘%"%J , cind yap4

este real, si valabili pentru orice w, in cazul cind ygp4; este imaginar.
Se observi ci numerele yppiq Si Yop Sint simultan reale sau simultan

imaginare si ci in cazul cind sint reale are loc inegalitatea Yyp41 < Yop -

De aici rezulti in definitiv cd f#@r+1(x,) >0, pentru orice %>y = Y2
Pentru [*3(x,), (p =1), proprietatea de mai sus se poate de altfel

verifica direct.
Asadar, pentru x, > y, au loc inegalitafile :

fO(x) >0, (1=2). (38)
Se mai observd ci oricum s-ar alege valoarea #,, existd un numdr »
destul de mare astfel incit pentru orice ¥ = x, ales arbitrar, s aibd loc inega-
litaten :
Oy 01, (39)
Intr-adevir

o) = gn4ex+4-bnBebx — R(x,) sin [.’L’—-cx(xo)—l- ”—)TEJ ’

Dacid b=1, atunci (intrucit a > 1) proprietatea este evidentd. Dacd b> 1,
atunci se poate scrie

n R(«x Y
/*(ri)(x) = hn {(;}i) Ae ®+ Bebx— 4;:—0) sin l:\’ —O'-(Xu} 4= jf) :|}

V]

are f*m(x) >0, oricare

si cum a>b>0, evident cii pentru n suficient de m
i ar %> 4

*Q () = 2 . .
il = f (xo) (1+-€l )Aeﬂx +(1+54)Bebx9_ (37) X Y %, + oo Cu ajutorul rela-
I seam st o= : - .k s
o o3 f*f2>(ef)§0 gaageasta expresie, obtinem ci F¥@(x,)>0 dacs x> v— ‘ fr) - s et 4 4 fiilor (88) S (o4) se
s f*(zﬂ)’(f'c )>b YC? gQFY:YE' Mai general, pentru p=1, Obtinemo ing z]ﬁ ‘ ; . _  poate construi tabelul
T B’ Apres 112l pentru orice ¥, satisficind illggaﬁtatea x, it fre=N(x) AR f 7 { 7 { aldtorat, din care se
=—— log [— (=1)='f1en | 0=>"Y2p = t A4 TP deduce lema enun-
508 A g e il eazult velnd : = )
hasmatu Se Gt lh ) Yo este real, i valabild U < ... DRSNS P atel e R R,
! Pen 1Etrm:cclzvg{r,e i(u—cm,-IIOi) din cazul cind vy, este imaginar /(2){D a)cé ey
' A PR ey azul cind vys, este real, afirmati art s : " (x) =0, ceed ce
insa : : ) atia este evid = O A oA A AA A AR “No s
atunégp(f{)ep-l—rlnigblz%an atunci f*@P)(x,) este pozitivi pentru orice xEIItiagoiiga ) Wbk b s evident pon sqh1mha
Dack <0. _ 0r 2 i e concluzia lemei.
aca vy iaste real, atunci vy, < y. ! (%) + 4+ + + + + Demonstratia 2°.
ntr-adevir, aceasti inegalitate se scrie Y (%) g A2 Az A 2 A Insemnind .xzxo—{—cp,
‘ (—1)p—14p2 1 4pe : + F-F—t—t-+ -- —ge obtine din (34)
J st (__imz_p <'1_+££2 ‘ F((P}:f*(z)(x) — aQAea(x.>+w)+bEBeb(.\'a+cp) + R sin (tp+x0—o‘.). (";LO)
' fnlocuind aici pe Rsin (%, —«) si Rcos (¥, — o) cu valorile date de

| a2\ [z2p—2 cp—2 2
| (6 —B) [@tosoh Bt gttt i) £(—1)0] 5 0
care este evidenti pentru =2, asa ci pentru
1D (3) > .

| (35), avem

. ! = o[ a2ea : S 2.b : .

%> au loc inegalitifile ¢ F(p)=Aew*[a%e ‘};—a sin p4-cos ¢ > K(b2eb%+b sin ¢ 4-cos ¢)]. (41)
¢ . e 1+a

s K= - elb—a)xe=Z

=S pentri. %) =1. (42)

3 — Studii gi cercetdiri de matematicd
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In cele ce urmeazd vom ardta ci pentru ¢=>0, are loc F(p)>0. Pentru
aceasta, aratdm Intii cd pentru =0 expresia a2¢¢% g sin ¢+cos ¢, ce fign-

3 A A5 Hry - T T w L ;
reazd in (41), este pozitivd. Intr-adevir, daci a2e99-|a sin @-cos =0
?

atunci are loc egalitatea

= yl(‘?) = a sin ©--Ccosp = y2(<p) = — g2et9
Insa 5
max | y,(p) | =VI+a? < — yz(EJ R

2
n .
dat fiind ci functia H(a) =e? * -. \/ljaz
a

Asadar, curbele de ecuatii y=y,(q) si Y=y,(p) nu se taie pentru ¢=0 (fig. 3).

Asadar

a%e?% g sin ¢-+cos © > 0
pentru ¢ = 0. (43)

Y=x (%)
Daca b2+ b sin g 4 cos g =0

T
2 = pentru ¢=0, atunci rezultd din
! (43) si din (42) cd F(p) > 0
! pentru ¢ = 0.
| =
\ Daca

b2eb® 4-b sin @ +-cos ¢ > 0

Fig. 3

: . o o o : pentru ¢ =0
atunci se obtine de aici si din (42) =

& (o a " 1 % 2 :
F(p)=Ae*[a?e?®+a sin p+cos ¢ — ——ﬁ—lizz (b2ebe b sin 9 +4-cos )] =
Agxo 44
= ]+b2 G('P) - ( )
Ori, am avea G(p) =0 cind

Ya(p)=(a—0b)[(ab—1) sin ¢ +
+(a+b) cos ] = y,(p) =
=a?(1+a)et®—bh2(14-a) ebo,

Se poate ugor observa ci curbele

de ecuatii y = yy(0) si y = y,(p)
sint pentru ¢ > 0 dedesubtul,
__ Tespectiv deasupra tangentelor
7] \ " lor, duse in punctul de coordo-
Y4 (%) nate (0, a®?—b2). Aceste tangente

Fig. 4 au respectiv ecuatiile

si y=y;5(p)=a>—0b%+(a—b)(ab—1)p
j’=y;;(<.0}:az~b2+(a—b)(a9+ab+b2+m9b2)qo

(fig. 14), far yy(0) = —y(p) <0, cind y,(p)> 0, apoi y;(p) = at(1+b2)ero—
—b4(1+a?)e?® >0 pentru ¢ = 0, intrucit are o rddicind < 0. Ori evident ci

— creste cu a>0 si cd H(1) >0.

-
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ab—1 < a®+ab+b24-ab?, asa ci curbele de ecuatii ¥ =v4(¢) $i ¥ = ¥4(p)
nu se taie si deci in (44) se deduce G(p)>0, deci F(p)>0, pentru ¢ > 0.

Avind dar in (41) pentru orice 90, F(p) >0, deci in (40) pentru orice
x>, [f@(x)>0, se deduce de aici ¢i din (34) cd f*'(x) >0 si deci f*(x) >0,
daci #<x,

Observare Intr-o formulare echivalentd, lema 4 se poate enunfa
si astfel :

fn conditiile simultane ale cazurilor (3) si 4° din (5), se considerd o
curbid (Y) precum si o curbd (Z) tangentd la (Y) intr-un punct de abscisd
%y=7. In aceste conditii, pentru valori ale lui ¥ mai mari ca %, curba (¥)
riamine situati mereu deasupra curhei (Z) iar distanfa dintre punctele M
si N de aceeasi abscisd #, situate respectiv pe curbele (Y) si (£), creste cind x
creste de la x, la 4o (fig. 5).

Fig. 6

Lema 4,. In conditiile simultane ale cazului (3) si ale unuia dintre
cazurile 1°, 2° sau 3°, (), ovice integrald [*(x) ia valovi pozitive pentru x> x,.

Demonstratia lemei este evidentd pe figura 6, fiindcd avind Y"(x)=
=a24 e b2 Beb*>(), curba (Y) se afld deasupra tangentelor ei duse in orice
punct al ei, iar daci se duce la (£) tangenta intr-un punct al ei de deasupra
axei Ox, de abscisd x,, atunci partea lui (Z) de abscise x<Cx, se afld sub
tangenta in chestiune, daci acea tangentd face cu Ox un unghi ascufit.

Observare. Dupid cum se vede in fig. 5, in conditiile lemei 4,
curba (Z), tangenti la o curbi (V) intr-un punct de abscisi x, rimine
situatd mereu sub curba (Y) pentru valori ale lui ¥ mai mari ca x,.

Lema 5. In condifiile stmultane ale cazurilor (3) si 4°, (5), fie
y=[*(x) ecuatia unei curbe integrale tangente in punctul de abscise x, la axa
Ox. Dacd x,<<y st ¥ %y, atunci in jurul valorii x, are loc inegalitatea f*(x)<0.
Dacd xy>v, in aceleast conditic ave loc inegalifatea [*(x)>0. Dacd x,=¥,
atunci pentru valorile lui x destul de apropiate de y are loc inegalitatea f*(x) <0,
san f*(x)>0, dupd cum x<vy sau xX>y.

Lema este evidentd, fiindcd dacd x = x,-+¢, rezultd din (35)

rx) = T o)+ .

asa cd pentru ¢ destul de mic, avem sg f(x) = sg f*®(x,), iar de aici i din
(37) se deduce partea 1-a a lemei. Dacd x,=r, rezultd din (37)
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o) = F )t

si cum din (36) si (30) rezultd /1@ (y)=— B(a—b)(1+b%)e? > 0, se deduce
cd pentru y destul de mic sg f*(x) = sgo, ceea ce dovedeste partea a doua
a lemei,

Observare. Se deduce din lemd cid dacd in ipotezele enuntate se
inseamnd cu «, abscisa punctului de tangentd a curbelor (Y) si (Z), atunci
in jurul valorii x, curba (V) este deasupra, respectiv dedesubtul curbei (Z)
dupd cvm x, cste mai mare decit v (fig. b), respectiv mai mic (fig. 10).
Dacd x, este egal cu y (fig. 11), atunci curbele (Y) si (Z) se traverseazi ;
pentru valori ale lui x suficient de apropiate de vy, curba (Y) este situati
sub curba (Z) pentru abscise x mai mici ca ¥=v, si deasupra curbei (Z)
pentrn abscise x mai mari decit x,=v.

Lema 6. In condititle cazului (3), se considerd o curbd (Y) de
ecuatie y=~Ae® - Beb™, ce covespunde unor valori oarecari ale parametriloy
A si B, supuse la singura vestricfie de a satisface conditiile cazului 4°, (5).
Se mai considerd curba (Z) de ecuatie y = R sin (x—a) tangentd la curba
aleasd (Y) intr-un punct de abscisd x,, carve poate fi ales dupd voie. Presu-
punind curba (Y) fixd si considerind abscisa x, a punctului de tangentd
variabild in intervalul (— oo, —+o0), parametriic R si o din ecuatia curbei
(Z) vor varia continuu. Parametrul R are un maxim st un minim ce covespund
valorilor , respectiv B ale variabilei x,. Paramelvul o prezintd de asemenea
UN MAXTIM ST un minim ce corespund respectiv valorilor Xy=vy i %,=3.

Demonstrajie. Considerdm expresia lui R?, care rezulti din (9):
R? :AQ(1+QE)€20.\'"_{_B? (1 —]—bz)PZD-V"+2A B(] _I_ab)e(ﬂ'l'b).\‘:a :

Un calcul elementar ne da

ii}Pzﬂﬁ”ﬁQJ+aﬂA%ﬂ“@“+ﬂ1+amur+MABﬂWWM+bU+ﬁﬂBﬂ::

ax
0 o 2[(1 +a?)AEOXB+(1+b?)BngXu] J—EIAE”"'"—J,—[)BEE’X"J. (45)

Fgalind aceastd derivatd cu zero, obfinem pentru v, valorile y si B.
Tabloul de variatie intocmit mai jos justificd afirmatiile lemei privi-
toare la comportarea funcfiei R(x,).

Yo ! e i B +o
|

++++ 0 - ——— 04+ + 4+ + 4+ (46)

R0 PR R R TR R R B SR

Valoarea R(y) este datd in (28). Un calcul elementar ne da pentru R(y)
valoarea

Bt (47)
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Considerind acum expresia din (10), care defineste functia a(x,), se observd
cu usurintd cd aceastd funcfie este continua in raport cu xge (— , +c0).
Un calcul elementar ne da

@'—-“ (A eax L Beb.\‘u) Hl + 6&2)1‘16“'““+ (']_ t[%) _Egb.m;‘ ; (43)
a%y (Aexxot Bebx)? 4 (ad etx+bBeb)
o are ca riaddcini numerele y si 8. Comportarea funciiei

Se vede ca

a(x,) rezultd din tabloul intocmit mat jos.

)‘;0 £ AT 'Y b + o0
_ff‘r" F + _|_ _l. + () —_ = — 0 + _I‘ '1’ ’I_ + %' ("‘H-])
dx,
(%) | —oo A aly) N a(3) 7 e

Pentru a obtine valoarea «(y), finem seama de (10) gi de faptul ca v<Z .
Obtinem in urma unui caleul pe care nu-l reproducem :
a-+b v
/ _ . 15 (}]
aly) = y+m — arctg (50)
Apoi tinind seamd cd 3<C8, obfinem : : )
(8) = 3. (50,)

Lemele 1—6, inclusiv, s-au referit la perechi de cur:be (Y) si (£) tan-
gente intre ele, stabilind numdrul pul}ctelor de tangentd, ordumul cm}tac_:—
tului in punctul de tangenfd, precum §i comportarea ceI]or.doua curbe 1}1t(1{ e
ele atunci cind abscisa x, a punctului de contact 1a dlfer{te valori faj:la1 le
numirul y. Spre deosebire de presupunerile lemelor 1—6, vom consn;ll]a
acum cazul mai general cind parametril A, B R ¢ioce 1.11te.r\.'111 in ecuaff)nle
curbelor (Y) si (Z) iau valori oarecare cu singura restrictie R>0, curbele
(Y) si (Z) putind s nu fie tangente intre ele. ' . :

Lema 7, pe care o vom stabili mai jos, se referd la modul (1:111 care p{;t
fi repartizate patru puncte consecutive de intersecfie ale celor doud curbe

) si () D AT

fn cazul cind curbele sint tangente, pentru a simplifica expunerea
nu vom lua in considerare grupirile de patru puncte consecutive de inter-
sectie, puncte printre care s-ar afla un punct ‘de tangentd (aceasta numai
in cadrul lemei 7, ce va fi stabilitd mai-jos). W

Tn cele ce urmeazi vom intelege printr-o ,,bucld” a curbei (Z) o por-
tiune din aceastd curbd, cuprinsd intre doud puncte (:onsecutlvejr de mterr—
sectie a ei cu axa Ox i consideratd impreund cu aceste puncte. Vom spdne
cd o ,bucli’” este pozitivd, respectiv negativd, dupd cum este ax;\t"az}t‘a
deasupra axei Ox, respectiv sub axa Ox. Cu aceste definitii s1 precizari,

are loc
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Lema 7. In condifirle simultane ; )

e ale cazurilor (3) si 4°, (8), wici
gmg‘)a?e de patru puncte distincle de intersectie a cwbel(or) %) si ((Z)}Jiizwc:ccif’z
curbele ,(Y) st (Z) se traverseazd reciproc, nu poate figura pe 0 bucld si nici
pe doud bucle_consecutive ale curbei (Z). ok

Demonstratie. Intr-adevir, daci
. stratie. f d un grup de patru puncte con i
gi ml‘fers%ct;e gli iiugpra[%e o bucls, s-ar deduce cd L=x cgea ce ar cofliigzlizz
eoremy stabiliti in [1]. Vom arita de asemenea c& nu exista nici
- ) nu existad niei
de patru puncte distincte de intersectie a curbelor (Y) si (2) c;}regr:‘g ngri:
i1t1_1ate pe &101];& bucle consagutWe.. Intr-adevir, intrucit curba (Y) traverseazi
Cés1ﬁgqra atd axa O, trecind din semiplanul inferior in cel superiot, rezilti
i (ZICI un grup de patru puncte consectitive de intersectie a curbelor (Y)
ions()ac?l%iggaé? té situat pe o por1;1fu11e din curba (Z), formatd din doud bucle
, dintre care prima si fie pozitivi si a d ivi i rdmi
deci de considerat cazul cind ¢ : gl b
de 1 ' I ele patru puncte de intersectie s-ar afl
0 PHIIPaA bucld negativd si pe consecutiva sa, pozitiva (fig. i) ey
e ; éﬁiud Hise.amalgea retzul.tatul stabilit mai sus, anume ci pe o bucld nu
a mal mult de trei puncte de intersectie, sintem dusi si disti
gem urmditoarele trei cazuri dupi cum : o S e
€ 2 pe bucla negativi s-ar afla sit
un punct, doud sau trei puncte de i i i i oo
DosbilitaHle P e de intersecfie. Aceste cazuri epuizeazd toate
" (fcigﬁg)l.]?,\ljfdetﬁc{:% r;igeizivé S(j_E %é}seg.te un singur punct de intersectie
. - 7). punc ; ni poate sd se confund
mitatea din dreapta a buclei negati dci { iicle Dt
1 gative, cdci in caz contrar pe bucl itiva
ar figura patru puncte distincte de i i D i
e G et ntersecfie, ceea ce s-a viazut anterior
Afirmam cd la stinga punctului M, si intr-o vecinitate a acestuia curba
vy (Y) trebuie si fie situatd sub
curba (Z) (fig. 7). Intr-adevir in
caz contrar, dupd cum aratid
. [z figura 7, s-ar ajunge la una din
‘. concluziile absurde ca (Y) ar tiia
N X Qx in doud puncte distincte,
sau cd pe bucla negativi s-ar afla
doud puncte de intersectie dis-
tincte. Deoarece s-a presupus ci
pe bucla negativd se afli un
singur punct de intersectie, re-
Z zultd cd neapdrat celelalte puncte
ig. 7 ge 1111‘cersec1:ie care sint In numar
‘ ) y e cel putin trei, M,, M,, M -
;11111;11'1;1; cc;z:l&.reg:;l’(c;y)e)é se gasqic pe Ilaucla pozitiva. Trecind Succegiv pgiin Zéﬁ;fe
e, e va situa alternativ cind deasu ind
curbei (Z), iar dupd trecerea prin tul i ot i
i e prin punctul M,, ea va trebui si rimini de-
5 putin intr-o vecindtate a tului ig. |
deoarece functia 4e?* | BebX car i g
care defineste curba (Y)est “ in i
2 e el este crescdtoare in inter-
ul (3, ©), av cind x— oo, rezulti ci (V) trebuie si
O . AL A o i e
mai taie bucla pozitivd a curbei (Z) in inci un punct M, distin(ct)de celelal’l:sz':.l
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uela pozitivd se afld cel pufin

Astfel ajungem la concluzia absurdd cd pe b
(Y) si (Z), concluzie care nu

4 puncte distincte de intersectie a curbelor
este posibili dupd cum s-a aratat mai sus.

Cazul 2. Pe bucla negativd se gasesc dou
si M, (fig. 8) ¢i incd cel putin doud puncte M, si M, se gisesc pe bucla pozi-
tivd. Vom presupune cd punctele de intersectie M,, M,, M, M, sint conse-
cutive si au ca abscise respectiv numerele % < %, <x;<%, Urmind un
rationament analog cu cel din cazul 1, se ajunge la concluzia ca in vecind-
tatea punctului M, si la stinga acestuia curba (Y) trebuie sd se situeze sub
curba (Z). Aceeasi situatie trebuie si aibd loc la dreapta punctului M,,
intr-o veeindtate suficient de restrinsd a acestuia (fig. 8). Rezultd de aici

i puncte de intersecfie M,

Tig. 8

itivd in inci un punct M, distinct de celelalte,

avind abscisa %> %, Vom arita insid cd o astfel de configuratie nu este
posibili in condifiile simultane ale cazurilor (3) si 4°, (5). Intr-adevir,
<4 facem ca valoarea parametrului R din ecuafia curbei (Z) si creascd
continuu, tinzind spre infinit, si ldsind neschimbati valoarea parametru-
lui w.

fntrucit membrul drept din ecuatia curbei (Z) depinde in mod continuu
(liniar) de R, rezultd cd atunci cind parametrul R creste continuu curba
(2) se deformeazd in mod continuu, dilatindu-se din ce in ce mai mult. In
aceasti deformare punctele de intersectie ale curbei (Z) cu axa Ox rémin
fixe si dupd cum rejese din figura 8, abscisele punctelor M;— Mg vor varia

in mod continuu precum urmeaza :

x; nu creste

%, nu descreste

%, nu descreste

" x, nu creste

x; nu descregte.

ontinuu, la un moment dat punctele M, si M, se vor
t de tangentd M,,, care va fi situat in mod
e abscisi mai mare ca numérul 3>vy) si
cupa in acel moment punctul
si afirmatiile lemelor 4 si b,

cd (Y) mai taie bucla poz

fn acest proces ¢
confunda, dind nastere unui punc
necesar pe bucla pozitivd (deci d
totodatd la stinga noii pozi}ii pe care o va o
M;. O astfel de configurafie ar contrazice in
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Ne rdmine deci sd considerim ultima posibilitate pe care o prezinta

Cazul 3. Pe bucla negativd s-ar afla trei puncte de intersectie M
MZL My, distincte, iar cel de-al patrulea punct M, s-ar afla pe bucla pom!—’
tivd (fig. 9). ch? aratd cu usurintd cd M, nu poate si coincidi cu nici una
-dm'extrenntajmle buclei pozitive. Vom presupune ci punctele de interc—
secjie M,;, M, ) M, M, sint consecutive. Intocmai ca in celelalte doud cazuri
tratate anterior, se stabileste cd la stinga punctului M, si intr-o vecinitate
511f1q1e{1t de micd a acestuia, curba (V) se afli sub cltlfba (£), si de aici
— tinind seama cd M, este agezat pe bucla pozitivi, fird si ’coincidé cu
nici una din extremitifile ei — se arati din aproape in aproape ci la
dreapta 1)111191111111' M, si intr-o vecindtate suficient de mici a acestuia curb;
((g)) Sse Iillﬂg _s1)1:uatétsub curba (Z). De aici rezultd ci cele doud curbe (Y) si

e mai intersecteazd intr-un pur Le, 51 itivd con
L (ﬁg,pg)mt M;, situat tot pe bucla pozitivd con-

Fig. 9

Vom arata cd o astfel de configuratie pe care o prezinti fig. 9, trebuie excluss
Intr-adevir, utilizind un rationament analog cu cel de 1a c‘azul 2, sa facgla .
ca valoarea parametrului R din ecuafia curbei (Z) si creascd in mod corﬂ
tinuu, tinzind spre +co. Atunci abscisele x,,—,x, ale- punctelor M,—M
vor varia continuu, precum urmeazi : ¢ ; ;

x; nu creste
%y ntt descreste
Xy nu creste
%, nu creste
x; nu descreste.

In acest proces continuu, la un moment dat punctele M, si M, se vor con-
fl}nd_a, dind nastere unui punct de tangenti M, 5, avind o ;ozitiescu siguranti
diferitd de noile pozifii pe care le vor lua punctele extreme M. si M s In tzt
acest proces de deformare a curbei (Z), din momentul ini];lial si " ind in
momentul realizdrii punctului de tangentd M, ,punctul M, nu VE{) utea
traversa axa Ox din pozifia sa inifiald, cici in caz afirmativ ;)e bucla I1J1e a-
tiva ar’apare 4 puncte de intersectie. Aceasta nu este posibil dupi cﬁm
s-a vazut anterior. Din aceastd observatie rezulti ci in momentul cind se
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va naste punctul de tangentd Mys In vecinatatea acestui punct — mai
precis intre noile pozifii ale punctelor M, si M,, care vor cuprinde intre
ele tn mod strict Ma3 — curba (Y) va fi situatd deasupra curbei (£). Tinind
seama de lema 5, decurge de aici cd punctul de tangenfd Mj3 trebuie sd
aibd abscisa x,>v. Dar dupi cum s-a ardtat mai sus, in aceastd noui pozitie
de tangentd curba (Z) va intersecta curba (Y) si in punctele M, si M, care
se vor situa la dreapta punctului Mys. Aceasta insid este in contradictie cu
lema 4, care afirmi ci.dacd punctul de tangentd x, satisface inegalitatea
Xy, atunci in intervalul (%, + o) curbele (Y) si (Z) nu se mai intersecteaza.

Aceastd contradictie ne obligd si excludem si configuratia din figura 9.
Astfel afirmafia lemel este complet demonstrati.

Observare Dupd cum usor se poate constata, aceastd lemd este
valabila si in condifiile simultane ale cazului (3), combinat cu cite unul
din cazurile 1°, 2°, 3°, 4°, (5).

Lema 8. In conditiile simultane ale cazurilor (3) st 4°, (5), se
considerd o curbd (Y), precum si o curbi (Z) tangentd la (Y) intr-un punct
de abscisd %, aleasd dupd voie. Notdm cu . abscisa primului punct de interseciie
al curbei (Z) cu axa Ox, punct situat la stinga punctulut de abscisd x, (fig. 5).
Distingem urmdtoarele cazuri :

1°. Dacd v<%,=3, atunci in intervalul [, %,) curbele (Y) si (Z) se taie
intr-un singur punct, iar in intervalul (x,,+co) nu se mai intilnesc (fig. 5).

2°. Dacd x,<v, atunci in intervalul [p,x,) curbele (Y) si (Z) nu se tate,
iar in intervalul (x,,--co) se taie o singurd datd (fig. 10).

3°. Dacd x,=v, atunci in intervalul [p,+ o) curbele (Y) st (£) nu se
intretaie decit numai in punctul lor de tangentd.

In acest punct, curbele se traverseazd (fig. 11).

4°. Dacd x,> 9, atunci in intervalul [u,+ o) curbele (Y) st (£) nu se
taie decit in punctul de tangentd, iar in intervalul [p—2mw,p] ele se taie in cel
mult doud puncte (fig. 12 si 13).

Demonstratie. 1°. Si presupunem cd y<x,=3. Atunci, dupd cum
rezulti din lema 5, in vecindtatea punctului de tangenfd curba (Y) este
situatd (fig. 5) deasupra curbei (Z). De aici rezultd cd in intervalul [u, %)

curbele (V) si (Z) se mai intersecteazad cel pufin o datd. Si ardtim acum

ci in acest interval ele au un singur punct de intersectie. Demonstrafia
acestei afirmatii o facem prin reducere la absurd. Dacd in intervalul (u,%)
curbele (V) si (Z) s-ar intersecta intr-un numdir de puncte mai mare decit
unu, atunci — dupid cum rezulti din lemele 2 i 3 — acest numir este
neapirat mai mare sau cel putin egal cu 3 (fig. 14).

S3% notim cu M, punctul de tangentd si cu My, M,, M, cele trei puncte
consecutive de intersectie, avind respectiv abscisele 3> %> %5, (%> %y).

Tinind seama ci prin ipotezd x,>y si plecind de la afirmatiile lemelor
4 si b, se aratd cu uguringd cd la dreapta punctului M, curba (V) se situeazd
deasupra curbei (Z). Aceeasi situatie trebuie si aiba loc intre punctele M,
si M, iar intre punctele M, si M, curba (Y) trebuie si se situeze sub curba (Z).

S4 variem acuma parametrul R in mod continuu, facindu-1sd decreascd
spre valoarea”zero si lisind neschimbatid valoarea parametrului a. Curba
(Z) se va deforma in mod continuu, contractindu-se din ce in ce mai mult.
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in aceasti deformare punctele de intersecfie ale curbei (£) cu axa Ox ramin
fixe. Dacd deformarea este foarte micd, atunci punctele de intersectie M|,
M, M, ale curbei fixe (Y) i ale celei variabile (£) se deplaseazd foarte
putin din pozifiile lor initiale, luind nigte pozitii noi N;, N,, Nj, distincte.

T'ig. 14

Din punctul de tangentd M, se vor naste doud puncte distincte de inter-
sectie, Mg si My. Curba deformatd (Z) se va intersecta cu (Y) cel putin
in punctele N,, Ny, Ny, My, M, distincte intre ele si situate pe o bucla
a curbei (7). Acest rezultat contrazice insd afirmatia lemei 7. Contradicfia
provine din presupunerea falsd cd in intervalul (u, %) curbele (Y) si (£)
s-ar intersecta intr-un numdr de puncte mai mare ca 1. Astfel, prima afir-
matie, de la punctul 1° al acestei leme este demonstratd. Faptul cd in inter-
valul (x,,-oo) curbele (Y) si (Z) nu se intersecteazd, rezultd din lema 4.

2°. S4 presupunem acum cd abscisa %, a punctului de tangenfd M,
satisface inegalitatea x,<Cy. Atunci, conform lemei b, in vecindtatea purmc-
tului de tangentd, de abscisd x,, curba (Z) se va afla situati deasupra curbei
(Y). Presupunind prin absurd cd in intervalul (u, %,) curbele (Y) si (£) s-ar
intersecta in cel pufin un punct, ar rezulta cd in acelasi interval ele seinter-
secteazd intr-un numdir par de puncte distincte, deci intr-un numéar mai
mare sau cel pufin egal cu 2 (fig. 15).

()=~
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Marind foarte putin

/ } valoarea parametruluj

;Jlislfcilur?bdatqt se poate obtine o uso%ré dlillﬂnulm g

e ta d sa 5 3

Ui defo}_‘n],aI;Egle(l}%a isectus_(i‘; nasci Udouav puncte de intersectie disti i

Ly Jll‘Ei]_‘[ 1 ta (Y), ramasi fixd, si se intersecteze in i P

AR b}q o pbatru puncte distincte. Dar 1'11ter\;alul e
e a curbei deformate (Z) si ajungem astfel g e ‘M1+ %

@ a concluzia

S-ar1 gﬂsl Cel p L‘ll‘l e (]1&7 1 t ae 1 l{’! ectle [)e ace t b [
(.‘,a a h u )atl‘u ) IllCt t o ol a cla
ncte 8 sta u
ACES’: Ie&Lﬂtdt at COlltIEiZlC(_ 1msa len'lﬁ 7

Rezulta d 11C1 n t IVa ] 2 1 2 t
. ' a 1.11 (M, ﬁ}u), CLlI‘bOl {Y) S. ( ) Se 1nter
wa dellloll t clj i 1 b2 > 7 l
( 2 . oua a 1em€1 [I 1
, , alnume ¢ ntervalu
) :“'Ih El C ( ) 31 ( ) se llltEIseCteaZﬂ llltl'—llll )111'1Ct Sl uUn l i
0 : by Slllgur

Daca se inseamni x i
) =X+, tinind sear ralori
$1 R(%y) cos (%,—a), deduse-din (12), se giﬁije o R Al e

1*(%+0) = Aealxato) | Beblrote) _ R(%,) sin (o« o) (
=0 = 50,)

= — Bebxolk(eae g & :
ande s Hofat [&( a sin @ —cos (p)i(gbfﬁ—b sin ¢ — cos ©)]

si lasind valoarea {uj
s - H a
atare a curbei (Z) astfel incit din

A
k= — _B_ ela—Db)x, 1

(504)

De aici se dedu ] i
ind ce cd egalitatea f*( Xy +0) =0

are loc atunci si numai atunci

Flo) = €% —b sin o —cos @
e —asing—cosp (50,)
Dacé.se construiesc-in fig. 16 curbele
( _Yl) si (Y,), respectiv de ecuatii y, =eae
$lY2=a sin ¢ + cos @, se deduée cu
ugurintd cd pentru o> 0 are loc inegali-
teitee'l ¥1>Y; (cele doud curbe fiind des-
parfite prin tangenta lor comuni ‘in
A (01) Deci functia F(o) din (50,) nu
devine infinitd. Prin derivare se og;iuc'

=% p=—_,__ =866
Figiil unde le8~d ¢—cos g)*

G(p) = 14ela+ble 1+-ab
- M (gﬁ‘fpieb:p si = ot .
De aici obfinem : a—b ) sin ¢ (e m“’"gbq’) cos ¢ .
1
G () = [(a?—b2)eta+0)
=7 —b?)e P—(1+a?)e9(bsi . " .
1 (bsing-+cose) +- (145%)ebe (asing +cosg) |

G”( ):—5_ — 2.(a
¢)=——{(a—b)(a+b)2 “’)L{(1+a2)ew—(1+bz)ew][(ab-q)
+ (a+b) cos ®) }} s

Sincp -
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Se observd cd egalitatea G"(¢) = 0 are loc atunci i numai atunci cind

ela+blo(g—b)(a-+b)? :
H(p) = (1+a2)f(aﬂ?—z](_+b2;gi7w = I(p)=(ad—1) 5.111 ¢+ (a+-Db)cos o,

ceea ce ne da

, oo b1FaY)ere —a 14-52)ebe
H'(p)=(a—b)(a+D)* +hcp[(1+a2)eﬂ¢A(1(-1-{92)6!;‘9|2 >0

(in ipotezele fdcute a>b>0 si ab—1>0) si
(a=D)2 (L+a2) (1Bl 0D (1) ets—a(LH2)el
[(1%—611‘)6““?—(1%-52)6{’@]3 Y

Daci se construiesc in fig. 17 curbele (7) si (H) respectiv de ecuatii y=1(9),
y=H (), se constatd de asemenea cu usurintd ci pentru >0 are loc
inegalitatea I(p)>H(p), intrucit curbele

(I) si (H) sint despartite prin tangenta

lor comuni in punctul 4 (0, a+-b). Astlel, (H)
pentru ¢ > 0 au loc inegalitétile
G"(@) > 0,G'(p) >0, Glp) >0 (intrucit
G(0)=G'(0)=0) si deci F'(p)<0. Se poate
deci alcitui tabloul

H"(p)=(a—b) (a+b)2ela+0¢

© ‘ 0 ~o
1402 _
Tq — 0 !
Ori, daci x, < vy, relafiile (50,) si (30)
+0% . Fig. 17
nedau: 0 <k <—— si deci pentru

1-+a? d
¢ >0, F(p) ia o datd si o singura dati valoarea k. Cu alte cuvinte curbele

(Y) si (Z) se taie osingurd datd la dreapta lui x,, ceea ce demonstreaza
a doua afirmatie a lemei 8.
1+ 62

Observare. Daci #%,> y, din (b0;) se deduce cd k e g

jar din tabloul de variatie de mai sus se deduce cd in acest caz F(p) nu ia
pentru nici un ¢>>0 valoarea R, deci curbele (Y) si (£) nu se taie la dreapta
lui %, — ceea ce constituie o altd demonstratie a lemei 4.

3°. Si presupunem acum cd Xp=Y. Faptul ci in intervalul (y,+ o)
curbele (V) si (Z) nu se taie, rezultd din lema 4. Mai trebuie si aridtdm ca
si in intervalul [y, y) aceste curbe nu atl puncte comune. Intr-adevir, dacd
am presupune prin absurd cd in intervalul [, y) ele s-ar intersecta, atunci
— dupi cum se constatd din fig. 18 — numdirul acestor puncte de intersectie
trebuie si fie par, deci cel putin egal cu 2. ,

Dacé se di parametrului %, o cregtere pozitiv
indul in mod continuu, atunci — finind seama de (46) si (49) — parametrii
R(x,) si «(%,), care intervin in ecuatia curbei (Z) si sint dafi de relatiile (9)
si (10), vor decreste in mod continuu, ceea ce inseamui cd " (Z) se va

4 suficient de micd, vari-
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deforma continuu sub ac

unet translatii in directi

entd ix3 1

g la curba fixd (Y) intr-un punct de abeisi
X5

Fig. 18

atungafa gregterea pozitivd pe care o dim lui x
inel in baza continuitdfii si in virtutea 1 i |
rafie ca in fig, 19. ; P

L v (z)
i

Fig. 19

Din fi AT T
decit T, cé1ge' éiugeilﬁfﬁe C(%/)mgl- l?éﬁrvalul (w, %], de lungime mai mici
u S Sy 3 se 1ntersecteazi 1 :
]%elgiCtei Iillit;;lﬁl:e. DZ aici ar decurge ¢ L<r ceeaai:i al;l cgﬁir;ﬁtml gL
3 , cind x, = ~ i ce lema 7.
intervalul [y, x,=T). o=y, curbele (V) si (Z) nu se intersecteazi in
40. Sé 5' A :
o 1'ntervaluglzm[l”ldﬁir)ar?urcsgltél (;67,,)>;|1§ (g)lg 12 si 13). In acest caz, doarece
. G ; au 15+ ’
i ell‘j*i:;1E1 se pot intersecta in acest iuterc;roqlicawmt1 de sens opus, rezultd
s ; al.
izind metodele de demonstratie date in cursul acestei leme, s 1
» S€ poate

demonstra ci in interv
¢ alul =2 3 i
in cel mult doud puncte (ﬁg&l 12 7;,1 %%).Cde 16U cmte (V) o2 se ik

Lema 9. T A )
admite curbe ffﬂieg;?élg’f)?lcjsz;jfff ??j e d('g)' ecuafia diferenfiald E(y)=0
i v fiecare din ele exisii i =
patrie puncle i L . extstind cel putis ity
int?-unp Dtery g}z Sg”‘?e de wniersectie cu axa Ox, ale ciror absfcbz' cjia Mg‘w? grup de
e lungime mai micd decit 25 de asemenea. ac;? A
2 ) asi ecuatie

i

cele P d .
ce u
r]l rmeaza mteg‘rale]e CO!]S]dEI ate ]E vom [F.‘Sﬂpl'lﬂe intotde wuna netriviale
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iun i 3 i
at neege;ﬁs‘;?lultana_ a unet contracfii precum si a
a a axei Ox, rdminind insi mereu tan-

este suficient de mici
5 s-ar obti igu-
obfine o configu-
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diferentiald admite curbe integrale tangente la axa Ox, pentru fiecare din ele
existind cel putin un grup de lrei pumcte distincte de tntersectie cu axa O,
prinire care se afld si punctul de tangenid, aslfel incit abscisele acesioy trei
pumcte sd [ie cuprinse intr-un interval de lungime mai micd decit 2m.

Demonstratie. Si consideram o integrald particulard
y =Ae® 4 Bet* 4R sin (x—a)

in care A si B satisfac conditiile cazului 4°, (5), adicd A >0 si B <0, iar para-
metrii R si « sint luafi astfel incit curbele (Y) si (£), corespunzitoare inte-
gralei (Y), sd fie tangente in punctul de minim M, de pe curba (Y) si care
are abscisa x,=p (fig. 20).
fntrucit au loc inegalitdtile

y<%=0< 3

5 of in vecinitatea punctului M, curba (¥)
: pe de altd parte din lema 8, punctul

(Y)

rezultd pe de o parte din lema
se afli situatd deasupra curbei (Z)

@)

Fig. 20

] cele doud curbe (Y) si (£) se taie intr-un

1°, rezultd cd in intervalul [u, {
) nu se mai taie niciodata. Din

singur punct M, iar in intervalul (B, 4o©
aceste constatiri rezultd configuratia din fig. 20. Notind cu M, primul
punct de intersectie a curbelor (Y) si (£), situat la stinga punctului M, si
cu x, abscisa sa, observdm in figura 20 cd diferenta f—x, este mai micd
decit numirul 27, aceasta intrucit functia ce defineste curba (Y) este des-

crescitoare in intervalul (—eo, B).
din ecuatia curbei (Z) s descreascd

Acum si facem ca parametrul R
tn mod continuu tinzind citre zero, ceilalfi parametri 4, B si « raminind
constanti. Atunci curba (Y) ramine fixd, iar curba (Z) se va deforma in
mod continuu, sub actiunea unei contractii. Dacid deformarea este suficient
de mici, din punctul de tangentd M, se vor naste doud puncte de inter-
sectie M, si My, oricit de apropiate ca pozifie de punctul de minim M,,
iar celelalte doud puncte de intersectie M, si M, vor primi deplasiri foarte

mici (fig. 21). Notind cu x; abscisa punctului M, (situat la dreapta Tui Mg),

se poate obfine inegalitatea
Xg— Xy <2T0
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daCa arlatla ]I d a
V p’drametl 1.[1 u1 R CStE SllflCl i
; €1 d.e mica. ACG bta 1.151, { ca
Coﬂr. EC1 'Mz‘ (& [ 2 1narii

numdarului L, putem exclud 9°
e cazul ¢ i i i i
J (' ) , (.)), luind in studin doar cazurile

7 \ (y)
// \\ / CZ)
f

/

Tig. 21

§ 3. Reveni
3 3. Revenin indrii 2| i
Sl Conc;t]z:c Upylobl‘e.ma detenp.maru numérului L, pentru a putea
N Eetes 1‘?' drile si observatiile expuse in §1 p{mctul 2° von
2 E: D ? /
re]atciv ! msrae 5‘1m.p ticam cit mai mult multimea integralelor 1aarti(;ular@1
ek (il CE; St;e mlgrn_larg;nfa inferioard a distantei dintre 4 ridacini conse-
s
4 gine inferioard, dupi : inti i :
e Ppd cum s-a amintit anterior, ne va
Prima teorema E
ol CETCET;;I‘];? 1;5 c{c;llg 0 vom dﬁmonstra mai jos ne va permite si res
1 ederea rezolvirii problemei i 1
e T ‘ : I emel propuse, considerind
Ak ttlfnu {/} submulfimea {f*} a acesteia, care dupé cum se va
Vl zinta pentru cercetare un caracter esential :
I«‘ioem El;;el,}e' prin a introduce citeva notatii ’simph'ficatoare
%-multiﬁq_ (tn.)t o integrald particulari a ecuatiei Ef(y)=0. Si notdm cu
o i ; ca tuturor grupelor de cite 4 rid4cini consecutive x, <
ale integralei f(x) si apoi si consideri i rlor O Eetines
e o onsideram reuniunea multimilor @, extinsi
S eg;a ele f ale ecuatiei diferentiale E(y)=0; =% gé consi
erenfa x,—x,, und ; i  ada & ive
derd: — X, € X, X, X4, %, reprezintd 4 ridicini cuti
LSBT 1 2 X3, Xy Teprezintd 4 riddcini conse
gureaza Intr-o grupid oarecare din mulfimea . Vom avea ev(i:gzlr:{:ce
) ] Ay
L =inf (x,—x,). (51)
iz (=2)
le acum y=/f*(x) ecuatia unei i
' nei curbe integral i
o laf - r grale oarecare, tange
¥ 1n punctul de abscisd x,. S4 notdm cu L% lungi P hiers
o e TNy ok L notam cu Lz lungimea celui mai mic inter-
b i P;i 2 prinde t;lm rdddcini consecutive ¥} < x§ < x3 ale inte
a e re care se afld punctu A { e :
e 1 1 de tangent{a x, a curbei corespunzi-
Acest mini 1 i
sataote r'édla}llclinniesm Inat in raport cu mulfimea tuturor grupelor (xf,x3 x3)
g . consecutive, care confin printre ele punctul de t Hgont!
o- Evident ci pentru o integrali i Plava
grala oarecare f¥(x) pot exista cel mult trei
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astfel de grupe, intrucit conform lemei 2 existd un singur punct de tangenta
a curbei integrale cu axa Ox. Multimea formatd din aceste trei grupe o

notdm cu @y

L = min (%3 — xi) { (52)
(F, 53 5) €

Mai departe, fie L* marginea inferioard relativ la mulfimea tuturor integra-
lelor particulare f*(x), a mulfimii valorilor funcfionalei L.

L* =inf L% = inf | inf (%3 —af -
i1 i ) xg,i;) I)} (63)

TEOREMA 1. In conditia (3) are loc egalitatea
L =L~ (54)

Demonstratie. 94 considerdm o integrald oarecare
y=f, (%) =Ae?* + Boe?*— R, sin (¥— o)

si sd considerdm un grup oarecare de 4 riadicini consecutive x < x,<Txy<<¥,
ale ei. Conform celor stabilite in lema 9, este suficient sd se demonstreze
teorema enunfati numai in cazul grupelor de cite 4 rddicini consecutive,
situate intr-un interval de lungime mai micd decit 2w, neglijind toate

celelalte grupe in care x;,—x,=2m.
Deci vom presupune ci grupa de 4 ridécini consideratd satisface condifia

%y — %y < 2. (55)

Pentru a demonstra teorema enunfatd, vom demonstra in prealahbil
dous leme ce vor interveni in cursul demonstrafiei.

I,ema 10. Presupunem cd toate vdddcinile %y, Xy, %5, %4 sint simple si
conseculive.

Ldsind in expresia integralet considerate valorile parametrilor A, B su
« meschimbate si fdcind pe R sd wvarieze monoton si continun de la valoarea
sa initiald R,, prin toale valovile pentru care nu dispare wici una dintre rddd-
cinile din grupa (%, X, %, %,) considerald, atunci se poate alege un sens de
variatie pentru R astfel ca diferenfa %,—% sd descreascd in mod continuu
iar marginea inferioard a acester diferenje, veferitor la mulfimea valorilor
admisibile ale pavamelrului R, sd fie egald cu diferenta £,—E,, unde & <& <&
reprezintd trer vdddcing consecutive ale unei anumite integrale [*(x) care
corespunde acelovagi valors ale parametrilor A, B §i o §t a cdres curbd cores-
punzdioare este langentd la axa Ox, in unul din punctele &;, &, &

fntr-adevir, distingem mai multe cazuri dupd cum valorile 4g,B,
satisfac conditiile unuia din cazurile 1°, 2° 3° 4°, (5), acestea impreund

epuizind toate cazurile esenfiale posibile.
Vom examina intli cazul cind A4, si B, satisfac condifiile 4° din () si
apoi cind satisfac una din conditiile 1°, 2°, 3° din (b).

Cazul 4°, (5) 1 A,>0, B,<0. 54 considerdm curbele (Y) si (£) cores-

punzitoare integralei particulare f(x) alese. Evident ci rddécinile consecu-

4 — Studil i cercetdri de matematicd
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tive x;, %, %3, %, considerate ale integralei y=f(x), reprezinti abscisele a
patru puncte consecutive de intersectie My, M,, M,, M, ale curbelor cores-
punzitoare (Y) si (£). Tinind seama de lema 7, cele 4 puncte consecutive
M,, M,, M;, M,, pentru care este satisficuti conditia (5b), nu pot fi situate
pe doud bucle consecutive ale curbei (Z) si nici nu pot figura efectiv pe un
numir de bucle consecutive mai mare sau egal cu 4. Deci rimine singura
posibilitate cd cele patru puncte figureazi efectiv pe 3 bucle consecutive
ale curbei (Z). S-ar putea prezenta doud cazuri, dupa cum cele 3 bucle conse-
cutive incep la stinga cu o bucld negativd sau cu una pozitivi.

In primul caz, cind cele 3 bucle consecutive ar fncepe cu o bucli nega-
tivd (fig. 22), atunci evident cd pe bucla pozitivi — care se afl la mijloc—
nu se poate afla nici unul din cele 4 puncte de intersectie My, M,, M,, M »
Intrucit in caz afirmativ bucla negativd din dreapta nu ar contine nici
unul din cele patru puncte, care ar fi deci agezate pe primele doud bucle,
si aceasta ar contrazice lema 7,

T
7
7’
4
/
- Xe/
o T7
\ K
A /,
N /ﬂf
\.___“_//
Fig. 22

Distingem trei subcazuri, dupd cum pe prima bucld negativi (situati
in extrema stingd) se afld unul, doud sau trei din punctele M,, M, M,
Evident cd aceste trei subcazuri epuizeazi toate posibilititile.

Sd considerdm primul subcaz, in care presupunem ci pe prima bucld
negativd se afld situat un singur punct din cele 4 puncte de intersectie
M,, M,, My, M,, anume M, (fig. 22). Atunci celelalte trei puncte trebuie si
fie agezate in mod necesar pe bucla negativi situatd in extrema dreaptd,
intrucit — dupéd cum s-a vizut mai sus — pe bucla pozitivd nu se afli nici
unul dintre ele. Rezultd in mod evident ci pozitiile relative ale curbelor
(Y) si (Z) intre cele patru puncte sint cele indicate in fig. 22. S4 notdm res-
pectiv cu #;, %, %3, %, abscisele punctelor M,, M, M, M,.

Sd facem acum ca valoarea parametrului R din ecuafia curbei (Z) si
creascd in mod continuu de la valoarea inifiald R,. Atunci, dupi cum
aratd fig. 22, abscisele x;, %, x,, %, vor varia continuu precum urmeazi :

%, cregte
%, descregte
Xy creste
%, descregte

deci diferenfa x, — %, va descreste in mod continuu. La un moment dat,
pentru o anumitd valoare R*, a parametrului R, punctele M, si M, vor
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coincide dind nagtere unui punct de tangentd Mz, de abscisd &, iar punc-
tele M, si M, — care vor suferi deplasiri continue — vor avea in momentul
final abscisele ;, respectiv &,. Functia

f*(%) = Age?* + Byeb*x — R*;sin (¥ — o)

reprezintd evident tot o integrald particulard a ecuatiei diferentiale E(y)=0,
a cdrei curbd reprezentativd taie axa Ox In punctele de abscisd &, &,, &5,
consecutive intre ele, dintre care ultimul este un punct de tangentd cu
axa Ox.

Are loc de asemenea egalitatea

inf (%, — %) =& — &
(R*,>R=R,)
ceea ce justificd, in acest subcaz, afirmafia lemei.
Sd consideram acum cel de-al doilea subcaz, cind pe prima bucld
negativa s-ar afla 2 puncte de intersectie M, si M, si deci pe bucla din extrema
dreaptd punctele M, si M, (fig. 23). Sd fecem ca parametrul R si descreas-

,,—-"‘\
N
// \\
/ \
X, X/ e R o8
Al [k X 1 T /!
\ L N1 TS
- I
M 2 M, 3 I
\\ i Mj e,
-
L sz
Fig. 23

cd in ‘mod continuu, de la valoarea sa initialdi R,, si si treacd prin toate
valorile admisibile ale parametrului R, mai mici ca R, Atunci abscisele
¥p,. .+, %y, VOr varia in mod continuu, precum urmeazi :

x, creste

%, descreste

x, creste

x, descregte
si deci diferenta x, — x; descreste continuu. In acest proces, pentru o anu-
mitd (primd) valoare R*, < R, a parametrului R, curba (Z) va fi tangenti
la (Y) intr-un punct M, (si numai intr-unul singur, conform lemei 2), care
nu poate proveni decit din impreunarea punctelor M, si M,. In caz contrar,
dacd ar proveni din unirea celorlalte doud puncte M, si M,, atunci la
dreapta punctului de tangentd M, curbele (Y) si (Z) s-ar intersecta in doud
puncte M, si M,, ceea ce ar contrazice afirmafia ficuti la punctul 2° al
lemei 8, sau afirmatia lemei 4, aceasta dupid cum abscisa x, a punctului de
tangentd M, satisface inegalitatea #x, < y sau x,=v. ‘

Sd notdm cu E;, respectiv £, abscisele punctelor ce reprezintd pozi-

fiile finale ale punctelor M; si M,, pozitii ce corespund valorii R=R*,<R,,
si cu £; abscisa punctului de tangenti. :
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Functia
f5(x) = Age® + Byelt — R* sin (x — o)

reprezintd evident tot o integrald particulard a ecuatiei diferenfiale E(y)=0,
a cirei curbd reprezentativd taie axa Ox in puncte de abscisd §,, &, &,
consecutive intre ele si dintre care ultimul este un punct de tangentd cu
. . ’
axa Ox. Are loc de asemenea inegalitatea
inf (%, — %) = & — &,
(R*>R=R,)

ceea ce justifici si in acest subcaz afirmafia lemei.

In subcazurile 1 si 2 se poate da si o demonstratie analiticd a lemei,

aritind ca expresia IR (x, — %) este negativd in condifiile presupuse de

cele doud subcazuri.

S4 considerdm acum cel de-al treilea caz, cind pe prima bucld nega-
tivd s-ar afla trei puncte de intersectie M,, M4, M,, punctul M, gdsindu-se
pe bucla negativd din extremitatea dreaptd (fig. 24). Rezultd in mod evi-

Fig, 24

dent cd in vecindtatea punctului M, la stinga acestuia, curba (Y) se va
situa dedesubtul curbei (Z); de aici se deduce cd pozitiile relative ale celor
doud curbe, intre punctele M, M,, M, M,, nu pot fi respectiv altele decit cele
indicate in fig. 24. Se ajunge astfel la concluzia ci in vecinidtatea punctului
M,, si la stinga acestuia, curba (Y) s-ar situa deasupra curbei (Z), ceea ce
implicd existenta pe bucla negativa din stinga a incd unui punct de inter-
sectie M. Se ajunge astfel la concluzia cd pe bucla negativad din stinga s-ar
afla 4 puncte distincte de intersectie, ceea ce este in contrazicere cu lema 7.
Deci subcazul 3 trebuie exclus, intrucit duce la contradictii. Trecem la

Cazurile 1°, 2°, 3°, (5). In
toate aceste cazuri, functia
ce defineste curba (Y) este
crescitoare pe toatd axa si cele

4 puncte consecutive de inter-
sectie M,, M,, M , M, cu curba

(Z), satisficind conditia (55) (in A ’
cazul cind existd astfel de grupe), N /
nu potsd aibd o altfel de agezare ACs
decit aceea indicatd in fig. 25, Pig. 26
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adicd 2 pe o bucld pozitivd si alte 2 pz prima bucld pozitivd situatd la
dreapta precedentei. Urmind ragionamentul utilizat in stubcazul 2 al cazului
precedent, se poate dovedi cu usurind afirmatia lemei 10.

fn vederea demonstririi aceleasi teoreme, vom demonstra inca o pro-
prietate.

Lema 11. In conditiile (3), se considerd o inlegrald particulard
f¥(x), avind o rdddcind dubld x = x,, §i 0 grupd de trei rdddcini con-
secutive £, < £, < &g, prinive cave se afld si vdddcina dubld x,. Atunci oricare
ar fi numdrul >0, existd integrale particulare f(x) ale aceleiast ecuatii difeven-
tidle E(v)=0 care admit grupe de cite 4 rddacini distincte Xy <xy<%y<<Xxy,
astfel incil si aibd loc inegalitatea

Xy — % = Ea = &y 8 (56)

Demonstratie, Sa considerdm curbele () si (£) corespunzitoate integra-
lei f%(x). Se pot prezenta patru cazuri, dupd cum y < %, < 5 (fig. 5);
3 = x, (fig. 12, 13); %, < vy (fig. 10) s1 % =y (fig. 11).

in primul caz y < %, < 3, dupd cum aratd figura 5, fdcind ca para-
metrul R si descreasci cu o cantitate foarte micd, punctul de tangentd M,
a curbelor (Y) si (Z) va genera doud puncte de intersecfie My, My, situate
intr-o vecinitate restrinsd a lui M, ; celelalte doud puncte de intersecfie ale
curbelor (Y) si (Z) considerate in lemd, vor stferi deformdri foarte mici.

Tn al doilea caz 8 = x, (fig. 12 si 13) si in cel de al treilea caz, pentru
demonstrarea lemei se utilizeazd un rafionament analog, cu singura modi-
ficare ci parametrului R i se dd o crestere pozitiva foarte mici.

in ultimul caz, cind x, = y (fig. 11), se dd lui x, o creste foarte micd,
pozitivd, mentinind mereu curba (Z) tangentd la curba (Y). Atunci, in inter-
valul (p, %,) va apare un nou punct de intersectie (conform 1°, lema 8).
Dupd cum ne arati formulele (8) si (9), parametrii R(%,) si a(x,) fiind
functii continue de %, vor varia foarte pufin, ceea ce insemnd cd (Z) va
suferi o deformare foarte micd. Deci celelalte puncte de intersecfie ale
curbelor (Y) si (£) cousiderate in lemd, vor suferi deplasdri foarte miici.
De aici rezultd lema.

Consecingd. In baza acestei leme, avem voie sd suprimam din mul-
timea @, ce intervine in definifia (51) a numérului L, toate grupele de 4
ridicini consecutive ale vreunei integrale particulare f¥(x), printre care
figureazd si ridicina dubld x, a acelei integrale. Marginea inferioard care
se obfine va fi egald cu aceea din (51) si deci ne va da tot numérul L.

*
#* *

Trecem la demonstrarea teoremei.

S4 considerim mulfimea X4 a tuturor diferenfelor x, — %, unde
X, < %y < ¥g < %, reprezintd 4 raddcini simple, consecutive, ale unei
integrale particulare f(x) de forma

y = f(x) = Aes* 4+ Bet* — R sin (x — ) (57)




949 O. ARAMA, D. RIPIANT 32

$i unde 40, B_<0 au vaI(_)ri fixe, iar parametrii R>0 si « sint oarecari. Mul-
fimea X, p depinde de trei parametri, anume de valorile pe care le iau para-
metri R §i «, precum §i de prima rdddcind w;, cea mai mici, care figureaza
in grupul respectiv.

54 considerdm de asemenea mulfimea X} pa tuturor diferentelor £,—£,,
unde & < &, << E, reprezintd trei rid&cini consecutive ale unei integrale
f*(x), de forma

f¥(x) = Aes® + Beb* — R(x,) sin [x — a(%)],

parametrii 4 §i B avind aceleasi valori ca in expresia integralei f(x) din (57),
iar valorile lui R(xU) si_a(x) sint date de formulele (9) si (10).

. US§ presupunie ci printre rddécinile &, &, £, ale integralei f¥(x) se afld
si rddédcina 'dul31a %o, Evident cd mulfimea X} 5 depinde de parametrul x,,
care reprezintd pozifia rdddcinii duble, precum si de prima ridicing
care se alege pentru gruparea (£, &, &,).

Ny UTmmd seama de lemele 10 si 11, rezultd cd multimile X, 51 X% 5 ve-
rificd proprietatea : ' :

inf X4 p = inf X} 5 (59)
S4 notim
inf XA,B = inf (x4 = xl) = LA,B
x, R, o
inf X3 p =inf (E, — £,) = L 5.
Ev %,

Cu aceste notafii, egalitatea (59) se transcrie
Ty gL p: (60)

Luind marginea inferioard relativ la 4 si B a ambilor membri ai acestei
egalitdti si tinind seama de consecinfa lemei 11, precum si de faptul cd in
expresiile (51) — (53), care definesc numerele L si L*, se poate lua marginea
infericard in mod succesiv, relativ la diversi parametri de care depinde
mulfimea (), respectiv mulfimea {/}V), avem egalitatea L = L*, c.c. t. d.

§4. Vom prezenta acum o teoremi (teorema II), echivalenti cu
teorema I, a cdrei demonstratie are insi un caracter analitic.

54 considerdm patru puncte consecutive de intersectie ale curbelor
(Y) si (Z), My(%, v, (i =1, 2, 3, 4). Curba (V) fiind presupusi fix3, evi-
dent cd curba (Z) este complet determinati prin conditia ca ea si treacd

1) Piind dats o expresie oarecare, definiti de exemplu pe mulfimea integralelor {f“}, 8
lua marginea inferioard a expresiei respective, in mod succesiv, relativ la diversi parametrii de
care depinde multimea {f"‘} revine de fapt la o impdrtire a multimii {/*¢ intr-un numir infinit
de submultimi disjuncte, a lua apoi marginea inferioard a expresiei respective, separat in raport
cu fiecare submultime componenti si in cele din urméd marginea inferioard a rezultatelor pat-
fiale obtinute anterior. Se constatd ugor cd numdirul pe care-1 obtinem in acest fel coincide cu
marginea inferioara a expresiei respective, referitoare la intreaga multime {ft 2
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prin doud puncte oarecari M;, si M;, din cele 4 puncte M; de pe curba (Y),
daci abscisele lor nu diferd printr-un multiplu de =, intrucit atunci expre-
siile Rsina si Rcosa sint date de un sistem de doud ecuatii de gradul 1,
cu solufie finitd. Asadar pozitia celorlalte doud puncte M, si M, din
punctele M; este determinatd de pozitia punctelor My, si My, ; presupunind
dar pe M;, fix iar pe M;, variabil pe curba (Y), #;, si x;, sint functii de x;,
8% notim cu I' punctul de abscisd y, situat pe curba (Y), abscisa y avind
expresia datd in (30). Cu aceste preciziri, are loc

TROREMA Tr. Dacd M, este la stinga lui T dar fix, tar M, mobil,
atunci diferenta x, — %, dacd este mar micd decit 2m®), atinge marginea sa
inferioard cind M, si M se confundd. Dacd Mg este la dreapta lui T' st fix iar
M, mobil, atunci marginea inferioard a diferentei X, — %, se realizeazd cind
M, si M, se confundd.

Demonstratie. Au loc egalitatile :

Aeas | Bebs = R sin (v — @) (61)
Ae®= |- Beb¥» = R sin (%, — a) (62)
Aet%s | Beb = R sin (x5 — «) (63)
Aeaxs | Bebxs = R sin (v, — a) . (64)

Se va presupune intii ci M, se afld la stinga punctului I'. Se va lua
atunci 4y = 2, 4, = 3, iy = 1, 4, = 4. Derivind relatiile (61) si (63) in raport
ct x, se obtine respectiv

(aAewxs + bBebx) Zj:; = % sin (¥, — o) + R [;—;: — 2:2 cos (%, —a)
dR . da. (68)
E;zsm (25 — a) = RdT:zCOS (%5 — o)
din care se deduce
dx; _ pdo _,sin (% — %) (66)
ax, dx, sin (x3 — o) [adetr + bBeby — Rcos (% —«)]

Derivind si relatia (64) in raport cu x, si finind seama de (65) se obfine:

dx, do. sin (x; — %,) (67)
A%,  dx sin (w5 — @). [aAe® + bBeb* — R cos (%, — o]

Din (66) si (67) rezultd

R do
d ax, [ sin (x; — %) sin (% — %) ]
g M) = G (Vi) — 2 V() — 2w 58)
Conform lemelor 7 — 9, rezultd ci singurele dispozitii in care x, — %; <27

sint acelea din fig. 26.

2) In cadrul lemei 9, s-a dovedit cd existd dispozitii ale curbelor (Y) si (£) pentru care
are loc x;—x <2m.
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In figura 26 se vede ¢ O <oy — 2, <wn =n< g iy B
sin (#; — «) < 0, 5i de asemenea cd au loc urmitoarele inegalitifi intre
R coeficientii unghiulari ai curbe-

o lor (Y) si (Z):

P /AT T (AP

Tinind seama de aceste inegali-
tdti, din (68) obfinem

da deo

S8 (i.'\'-z(X’l )1) 5g (f,\fa. {h ’)

Relatiile (62) si (63) ne dau

Fig. 26

0= Aesxs 4 Bebs  sin x, — cos %, tg « 0
~ Ae®* + Beb% T sin x, — cos %, tgo i)
de unde

sin %, — @ sin x;

o = arct
& cos %y — @ cos %,

Derivind in raport cu x, si tinind seamd de relatia (70), se obfine :

do 1 —0cos (% — %) — Q' sin (% — %)

d%y . 1 —2Q cos (% — %) + 02
_ (A et Bet%s)[ A erxot Beb%i—(A e4¥24 Bebs)cos (xy—xy)—(ad e®s4b Beb*s)sin (x4—1,) |
= (A gﬂ-‘aJrBe‘”ﬂ) 2_9 (A eaxat Beas z) (A £% f:?eb"ﬂ) COS(A’gn.t2)+(A g%t Beb a) 2

Aceastd relatie ne arati cd

sg g—g = —sg N = — sg [Ae?¥s+ Bebrs— (A eaxs+ Beb™) cos (X — Xy) —
— (@A e?¥s b Beb*a)sin (x;— %) ]. (71)
Ori, dacd se inseamnd
G(s) = A ea*s(1—e—cos s—ae—sin s) |- Beb‘s(1—e—tScos s—be—0ssin s)

ceea ce ne da
G'(s) = 0 (s).sins (72)
unde
0 (5) = Aeatx=9) (1 4 a?) 4 Bebls—s), (1 4 b2).

se obtine :

No= G [ — #2), | (73)

Din (72) se vede indati cd 9 (s) =0 pentru s=6=2;, — Yy <0 si cd
9 (—c) = +oo, asa cd 6 (s)< 0 pentru s> 0, deci pentru 0 < s << =,
G'(s) < 0 si cum G(0) = 0, rezultd ci pentru 0 < s < m, G(s) < 0. Ori in
figura 26 se vede cd 0 < x3 — %, < w, asa cd in (73) N < 0, deci in (71)
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dot e a ) S e S
“* — 0, iar in (69) — (¥ — %;) < 0, ceea ce ne aratd cd inf(¥, — %) es
dx, dx, %a

atins atunci cind x, = %, ' . | ) "

Si presupunem acum ci M, se situeazd la dreapta lui I'. Se va lua
i, =4, 1, = 3, 13=2, i, = 1. Derivind relatiile (63) si (61) in raport cu ¥,
se obtine respectiv

aR . da
%, sin (¥, — o) = R o cos (%3 — o)
51
dx ; . 3 € aR .0 e ii_oi e ‘
dml, (adex 4= bBetr — Rcos (%, — &) ] = o sin (v; — a) Rd%,; cos (¥; — a)
de unde
d ' e axy ] R do sin (%—%) 74
dz, g b=l %, sin (x,—a) dzy Y'(%) — Z' (%) G
Relatiile (63) si (64) ne dau:
L sin v, — @ sin % | pdemiEsh Bebxs '
Lk L Sy oy A P
de unde, tinind seama de (63), se obfine
oo e
sin (%g—a) dx;. (75)
R G (%,— %)

= (A e Bebrr)s — 2(Ae ¥ Bebxs)(Aetxs+ Bebxs)cos(xy— %) + (Aev <+ Beby)-

unde _ ]
G(s) = Aets[14e%5(asins — cos s) ]+ Beb¥o[1+ebs(bsin s — cos s) |

ceea ce ne da ‘
G'(s) = o(s) sins,

unde
@(s) = Aatats) (1 + a®) 4 Bebat+s) (1 4 b7) .

Obtinem ci ¢(s) = 0 pentru s ==y — % <0, iar o(o0) = oo. Deci
pentru 0 < s < w are loc relafia:

G'(s) > 0.
Deoarece G(0) =0, rezultd ci pentru 0 < s < w are loc relatia

G(s) > 0. (76)
Din fig. 26 se observi ci 0 < x, — &, < m, asa cd (76) si (75) ne dau

sin (’é =) ,!%Z_: SR (9]
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Tot din fig. 26 se observd ci = < x, — % < 2m si Y'(%) < Z'(x,), asa ci
%), asa ci

B RE Sl
Va2 - )

Obtinem deci din (7: ot
eci din (74), (77), (78) ci =, (¥4 — %) > 0, ceea ce ne arati

E::4)1£f(x4 %;) este atins cind ¥, = x,. Ar mai fi de asigurat cd in (68) si
, avem Y'(x,) — Z'(x 0 51" 2Y" — Z'(x i i
evidentd, fiiudg:z“al,) dupé(cltirf s—a’arg:é?)’i’ '(xZ) (21)0:#9(1?- Zl'j(r:\fr)[1a l‘glafie G
relatie din (68) este evidentd daci x, > Y, lintrucit.’ daca IIY ’(>x )-- Zfloua
cum arcul de pe curba (Z), situat intre M, si M 4 este deasug ra ar {9614):
fc:uprms intre aceleasi puncte de pe curba (Y), s-ar deduce ci (Y)p i(Z *stnt
angente in M, situat la dreapta lui T', si cd in jural lui M (Z)§ (t ) glnt
lslzliprpa CPTS?I (Y} Aeeasta insd ar contrazice lema 4,. Daca ﬂ/j’ . este ?Z gtine a{;
B 51 Yl ) =2 (Ux,l)., s-ar deduce cd pe aceeasi bucli a Tui (Z) se ﬂﬁé
punct de tangentd si doud puncte de intersectie cu (Y), contrar 1 i 8
In mod aseminitor se procedeazi daci M 4'coincide cu T o ATk

§ 5. S-a stabilit in teoremele I si IT din §4, ci

L, = inf . inf (x, — %,) = min [inf . inf. (s inf . i
y 1 y) = min [inf . inf. (s—s), inf . inf. (x, — 7
A,B,R, u (#,) A,B xn<-y( )'A,!jf? .fr]:i‘y(xu G)] ((9)
;Ié’llléiﬁecifl agids gil“lt ra“,dé_cigile (iaref incadreazi respectiv la dreapta si la stinga
ubla x, a integralei f}, (¥) a ecuatiei diferential i i
L dubld 2 integralei f5, (#) t entiale consid ar
g est]g rdddcina imediat inferioard lui s a aceleiasi integrale (fig 2e;a§ie "’1’5?
Dispozitiile din fig. 29 sau 30 sint excluse de lemele 7—8. i

(z) (2)

=y

E 3 |
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L ema 12. Expresiile o, s si s sint functii continue de %, (0 51 s pentru
orice X, tar s pentru %, o).

Demonstratie : ¢, s si s sint riddcini ale ecuatiei

F(%4,p) = Aeae+ Bebe— R (%,) sin [p — a ()] = 0. (80)
Expresiile F(%o,0) g (%9, P)> %i;(xﬂ, p) sint dar continue in varia-
0

bilele x, i p, pentru orice valori ale acestora .Se va insemna ¢ = py, § = pa,

s = py 5i se va da lui %, o valoare oarecare %, # Y. Fie atunci p, valoarea

respectivd a lui pp, aga cd F(x pp) =0 (p =1,2,3). Din lema 2 se deduce
cd F, (%, pp) F0, pentra x = x,, pp = pp dat fiind cd (Y) si (£) fiind
tangente in M, nu mai pot fi tangente in punctele de abscisd p,. Asgadar
sint indeplinite toate conditiile spre a putea folosi teorema de existentd a
functiilor implicite (vezi de pildd Cursul de matematict superioare de Smir-
nov, tom. I, ed. a 12-a rusd, pag. 376), care ne asigurd cd ecuatia
B Xg,5p) i e FPk Bebr— R (x,) sin [pp — a (%5)] = 0 (81)
are o singurd riadicind p,= pp (%), functie continud si derivabila in ra-
port cu x, pentru toate valorile lui x, dintr-un interval destul de mic in
jurul lui x, si pentru care pp (%) = pp; deci
]im_Pr' (%) = P_ﬂ' (82)
Xo—F X,
S4 vedem acum cum variazd p, cind x,— y. Dacd se inseamna
K=Y — & Pp=7Y T % (83)

si se tine seama de valoarea (30) a lui y, precum si de valorile lui
R(x,) sin [ %,—a(%,)] si R(%,) cos [%—a(%)], ecuatia (80) se scrie
G (=, 9p) = (L + B9) o2 — (1 + a%) ebor—
— [a(14-b2)e—2e—b (14-a?)e~be] sin (pp+c) — (14072 — (83,)
' — (14a?)e] cos (pp + &) = 0.

Se deduce din (83,) c& G(0,0) = Gy, (e, 9p)emgp—0= G%(s,cpp)5=q,p=0:0,

-ngg) (e, Pp)e=gp=0= (a—b) (14a2)(1+0%) > 0, aga cd teorema de analizd

de care ne-am folosit rimine in putere (eventual in afard de derivabilitatea
rddicinii).

Spre a justifica afirmafia de mai sus, vom inlocui in (83,), pentru
inlesnirea scrisorii, pe € cu % si pe ¢, cu y. Se objine astfel ecuafia

G(x,y)=(1+4b%)ery—(14a%)e?y — (a(14b2)e—ax—b(1+4a?)e—*] sin (x +9)—
—[(14-b2)e—ax—(1+4-a2)e~t*] cos (% +y)=0 (84)
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cu coodifiile G (0,0) =G (0,0) = G;,(O, 0) = GJ(’%"(D, 0)=0, G%(0,0) =
=(a—b)(1+a*)(1+56%)>0. Dacd se fnseamnd G(x, y)=G,(y), se obtine

G, (y)= (145t — (lr—ﬂ—ai}c”y—[a(l—l—b?)—b{l—l—ai)]siny+(a2-—bg)cosy

(85)

Gy (v)=a (L+4-b*)ewy —b (1+4a>)e?’ — [a(l +0%) —b(14-a?)] cos y + (b2 —a?) sin y
(86)

G (y) =a*(14b)ery — (1 —[—rﬂ).c”? 4 [a(1+0%) —b(1 +a?)] siny 4 (62 —a*) cos y
& (87)

GE(y) =a?(1+02)0m—b(L-+a¥)e? - [a(1+5%) —b(1-+a2)] cos y - (a>—b%) sin y
(88)

GR0)= (a—b)(1+a®)(L+b%)=>0 (89)
y _y 0 Se deduce din tabelul de variatie aldturat
cd existd un interval fix (—Y,Y) in care

fo’(y) . i, +  funcfia Gy(y) este crescitoare, avindu-se :
Ggm(y) P 0 + sgil Go(y) =sgny si Go(0)=0. (90)
G () : 0 fr’ Reluind demonstrafia teoremeide exis-
L 2 = ten{d a functiilor implicite si tinind seama
Gy () ‘ 2 e i), i de conditiile speciale pe care le satisface

: funcfia G(x, y) (care nu coincid cu con-
difiile uzuale cerute de teorema de existents si care sint numai suficiente),
se constatd cd existd un interval cu centrul in punctul x=0 astfel incit

oricare ar fi  din acel interval, existd cel pujin o valoare corespunzitoare

v, dintr-un anumit interval cu centrul in punctul y =0, astfel incit G (x,)=0.
Deoarece functia G(x,y) nu verifici conditiile utilizate in demonstrafia
unicitdtii rddicinii din teorema de existen{d amintitd, nu se poate folosi

acea demonstrafie in cazul de fafd. Cu toate acestea, valoarea y cores-

punzdtoare valorii ¥ este unicd conform lemei 8. Continuitatea functiei
implicite y =f(¥) in punctul x =0 se demonstreazi ca in teorema de
existentd amintita,

Cum pentru x,<y se are pe figura 27, x,—s>n, evident ci
rdddcina in chestiune a ecuatiei (80) este’s. Cind x,>v, riddcina
in chestiune (care tinde spre y o dati cu x,) este evident s
(avindu-se in fig. 28, x,—o>mn).

Din (83,) s-a avut G(0,0) =0, deci de aici gi din (68) se
deduce ci in (80) se are F(y, y)=0. Definind dar valorile s(y)=v
(cind xp—y si %>y), s(y)=1v (cind x>y, %, <), se deduce
de aici si din (91) cd:

s §i s sint continue pentru valoarea y a lui #,. (92)

(91)
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Dacs se inseamnd cu pl) valoarea lui p, pentra %)=y, se obfine in (83;)
i ' ’ @ .70 (lema 2), asa ci cu ajutorul teo-
G(O, pg')g--r):ﬂ, G(‘DP(E, (Pp}e":“-\'{’p;Pp —y

g ath Sy i)
stenfd mai sus amintita se deduce cd lim gp(e) = oY) — v, de

remei de exi b

unde se vede cu ajutorul lui (83) ca
fim p —p  (p=1). (93)
el f

Din (82), (92) si (93) se deduce afirmatia lemei.

§ 6. Se va demonstra urmdtoarea

TEOREMA TIT: ]
inf (s—s) = inf (x,—0) =y—o(y) =A (94)
F<Y %>y '

Se vor da doud demonstratii teoremei in chestiune.

Demonstratia 1. Se are din (81)
R () sin [pp—a(ro)]— R(50)o’ (50) 08 [ep—a(t)] (g

Pplo) = ade®p+bBe’®p— R(x,) cos (pp— (%))
Inlocuind in (94,) valorile din (9) si (10) ale lui R'(%,) si o'(%,), se obfine

A (14 a)2eaxo B(1-b?)ebxo

e (94,)
Pp(’t") " aAe*p+bBep— R cos (pp—a)

sin (pp— %) -

ind dar >
Insemnin SOEE N

se are cu ajutorul lui (94,) y
A tat)ert BLEB)E™ o0 5).  (96)
D! () =1—0" (%) =14 aAe"+bBeb— Rcos(o—a)

Ori, se vede in fig. 28, cu ajutorul lemei 9, ci mw<x,—0<27Y, iar
aAea" 4 bBet*—R cos (6—a)=Y'(0)—Z"(0) <0
A(1+4a2)esxo4 B(1+4-5%)el%> 0

pentru x>7Y. Deci in (96) se obfine D'(x,) >0 pentru x,>7Y, aga cd inf D(x,)

X >
are loc pentru x,=T. Dacd x,<¥, se obfine din (94,) insemnind

Dy (%) = s(%) — (%)
sin (s — %) Si“(xnﬂ] . (98)

(97)

D (%) = [A(14a¥)erxe B +5%)e] [Y'(?) 7S Y —2'0).

S : - a1t
3) Deoarece din demonstratia lemei 9 se deduce cd existd un interval cu centru ¥

; ; % i
astfel incit oricare ar fi #x, din acest interval, avem #, o<2m.




950 O. ARAMA, D. RIPIANU 40

Ori, se vede in /figura 27 ci O0<s—x,<m w< %y —$§ < 2w,

Y'(s)—Z'(s)>0, Y'(s)—Z'(s) <0, iar A(1 +a*)ea¥+ B(1+52)ebxo <0

pentru x, <'y, asa cd in (98) se are Di(x) <0 pentru z, <y, (98,)
agadar,inf D,(x,) are loc pentru x;=y.
L A<y

Demonstratia 2. Presupunind iardsi mai intii Xy>>y si Insemnind
P=0—% (99)
se are, inlocuind in (96) pe R cos (c0—a) ctu R cos (0—%,+%,—a), iar pe
R sin (xy—«) $i R cos (%,—a) cu valorile lor si ‘scriind cd D’(x,) =0,
aAe%[et—(cos ¢+a sin ¢) ]+bBebo[ebs— (cos o+ sin ¢)] =0. (100)

Relatia (80) se scrie cu ajutorul lui (99) si al valorilor amintite ale lui
R sin (xp—a) si R cos (xp—a) :

Aerx[e2v —(cos p+a sin @) |4 Bet[ebs — (cos o+ b sin 9)]=0. (101)
Din (100) si (101) se deduce '
e"?— (cos @+a sin ¢) =eb% —(cos p-+b sin'p) =0. (102)

Ori, relatiile (102) nu pot avea loc pentru acelasi ¢, fiinded in caz contrar
s-ar deduce din ele

(a—b) cos p=aebe—beae

(a—0b) sin @=g9=—¢bo
de unde

F(cp):(e"‘f’—fz""")z—l—(czel"!'—obeﬂ‘P)Z:(¢:;—l;)2
avind
F*(g) =2¢be [ele=D9—1][a(1 4-b2)cla=lo (1 | a2) .

Se deduce de aici cd pentru @<0, relatia F(p)=(a—b)® nu poate avea loc.
Deci D' (x,) nu se anuleazi pentru

¢ |—oo 0 L] o 1_'1“&72 nici un x,>> 7 si este o functie con-
it a—b " a 14 tinud de x,, cum se deduce din

F'() | + 0 ik 0 (96) si din lema 12. Se are dar
= sg D'(x,) =sg D'(B). Ori, din (10

se are a’(B)=1—ab<0 iar cos [ —a«(B)]=0 (dat fiind ci sin [f—a«(B)]=—1),
asa ca 1

cos[o(B)—a(p)]=cos [o(B)—L+L—a(B)]=—sin [B—ac(B)]> 0,

dat fiind cd se are in fig, 31, %‘F.’<B—O’(B)<2‘.‘T. Asadar expresia lui D'(x,),

data de (94;), ne dd D'(B)>0, deci D(x,) creste cu x,>v. Trecind la cazul
X<y $i insemnind

@=5— %, <0, 5 — 1,0, (103)

D1(xo)=;(xn) — (%), (104)

L P A . == -
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se capdtd din (80) relafia (101) si relafia

Aemx[¢a%—(cos ¢t-a sin g)] -+ Bebxo[¢b9— (cos -+ b sin ¢)]=0 (105)
Cu ajutorul relatiei (94,), relatia
Di(%,)=0 datd de (104) se scrie
ad erx §sing [e9% — (cosp  asing)] —
—sin ¢[e%®—(cos p+a sin ) I} +
+bBebxfsin ¢ [eb%—(cosp+bsing)]—

— sing[e¥s — (cos g+ bsing) I} =0.
(106) Fig. 31

Dacd se inseamni
X=Ae[e*9—(cos +ta sing)]; Y= DBebx[eb?—(cos @b sing)],
X=Ae%* [¢9—(cos p+a sing)]; ¥=DBet¥o[ebs—(cos ¢+0b sin )],
relagiile (101), (105), (106) se vor scrie respectiv

(107)

X4+Y=0, X+Y=0, a(X sino—X sin@)+b(Y sin g—Y sin ¢)=0.

Luind din primele doui

Yea—X, - ¥ X (108)
si inlocuind aceste valori in a treia, se are
X sing = X sin ¢, (109)

relatie care se mai scrie cu ajutorul lui (108)
Ysing=Ysing. (110)
Inlocuind in (109) si (110) valorile (107) se capitd

sin ¢ sin ¢ - sing ~ sing - (111)
1% — cos@ e — cos ¢ eb% — cosg b — cos g

Ori, relatiile (111) nu pot avea loc pentru valori (104) (p<<0 si cp_> 0) pentru
care 9 —@< 2w, cum se poate vedea indatd insemnind

sin x T _COS X—a sin x—e—9%
, ceea ce ne dd f, (x) = e?*- (8 e B .

fa(%) = eax — cos x
Réddcinile lui f (x) (care se vor insemna cu x@<#@< ...) sint abscisele
punctelor de intersecfie ale curbelor de ecuafii respectiv y=cos x—a sin x,
y=e—4x (fig. 32). Rddacinile numitorului lui f,(x) (care se vor insemna cu
xg”>}({‘)> . . .) sint abscisele punctelor de intersectie ale curbelor de ecuafii
respectiv y=cos x, y=e(fig. 33). In fig. 34 sint construite pe acelasi sistem de
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- 3 . sin x
axe curbele de ecuatiiy=/f,(x) (punctat) si y=f,(x) (plin). (}‘,,(-x): P Ob—J
care se vor insemna respectiv cu (Cp) si (C,). Pozifia lor reciproci se
deduce construind in figura 33 si curba de ecuafie y=¢* indicatd printr-o

trdsdturd continud. Se are dar de acolo }(“)<Eﬂ") si x(ﬂ) D> %) = (#=0,1,...).
Se mai are, evident, construind curbele d(_ ecuaj:u y =cos x—bsin x si

: ] e
o T 8] X/ M N 20+0 T RE WA

Pig. 32

=gl :'g')rr<x&f')<(p+l)7r, (p=1,2,...). De asemenea, se are fu(x)F[5(%)

pentru x%pn (p intreg), iar pentru >0 destul de mic se are

(1°) falp+1)m+el>/o[(2p+1)n+e] (0°) fapn+e) <[y (2pn-te)

(&%) fal (22ﬁ+1) —e)<[p[(2p+1)n—e] (6°) fa(2pm—e)>fs (2pn—¢)

( °) fal—@p+L)ate)<fo[ (—2p—L)ate]l (7°) fo(—2pn+e)>fo(—2pn-te)
(%) fa[—(225+1) —&)>[p[(—2p—1)n—e] (8°) fo(—2pn—e) <fo(—2pn—e)

Se obtine urmitorul tabel de variatie pentru functia f,(x);

X I —oo —(k+1)m ;,_. —fkr ... —T %, 0 o ED 2% | &y 3m..-
)| % e T gl g 0_“
fa(x) o S DS TR o s B LR ...n\ +oo\,,1_\. 0 Nmy 20 AM, N .

Relatiile (1°), (2°), (3°), (4°) au loc gi pentru p=0. Se are
[o(2pm) <[, (2px) fop+1)m] > [ (2p+1)n]
[o(—2pm) >[4 (—2pn) fol—=2p+1)n] <fy[—(2p+1)a]

Din indicatiile de mai sus se deduce indatad pozifia curbelor (Co) si (Cy)
din figura 34, care ne aratd cd relafiile (111), ce se scriu

fa(%) = fa(®); 1o(®) = fo(®) (112)

p>1 }g;;.n.

nu pot si aibd loc pentru ¢<0, >0, ¢ — ¢ <2, fiinded dacd fqf @) >0
cum pentru x>0 cind f,(x)>0, se are fy(x) > f,(%), se deduce din (112)

e

o eIt
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e f4(9)> fa(p) si deci cd [4(9)>fal ), adicd valorile lui ¢ si @ care ar veri-
fica relatiile (112) si care ar da cea mai mici valoare pentru ¢— @, ar fi
agezate astfel; sau ) <<pL0 si 2n < sau ¥ << —2n 51 0<p<<x; ori in
amindoud cazurile se are p—¢>2x. Dacd fg(cp)<0, atunci pentru x>0 si
fo(9) <0 are loc inegalitatea f(¢p )<fa( ¢). Se deduce de aici si din (112) ¢
[o() <[alp), aga cd valorile lui ¢ i ¢ care ne intereseazd vor fi agezate qst{d
72n<cp<q(b) si I,;<:p<a,fa) in acest caz, Ep_ ¢>2n. Dacd f,(¢)=0, se vede
indata ca valorﬂe in chcstmne sint o= — g, ¢ =m, care verificd relatiile
(111). Se are atunci p—o=2n.

Asadar, relatiile (101), (105) si (106) nu pot si aibd loc pentru
acelagi ¢ si o din (104) daci p—¢ =5 — s< 27, Ajungem astfel la urmi-
toarea concluzie :

Pentru valorile Iui x, <y, pentru care D,(x,) din (104)
este <2, se are D' (x,) #0. (113)

In contmuarm demonstratiei se va folosi urmétoarea

Lema 13. Dacd existd valori ale lui %,<y pentru care D 1(%) <2,
ele alcdtuiesc un interval deschis Jd=(a;; v). Cu alle cuvinte, peniru orice
xy<Lay, se are D,(x)>2n(Dy(a;)=2x).

Demonstratia lemei este imediatd. Pentru x,<y—2n, destul de depirtat
la stinga punctului de inflexiune al lui (Y), ca si se aibd s> au loc relatiile

Dy(%) =s—s>B—5>B—2=P—y+y—x,>2r. (114)

S presupunem cd Dy(x{l)) Z>27 si ci ar exista un x® < af) pentru care
Dy (%) <2x. Cum pentru #, destul de mic se are D (ru)>27c (relatia (114))
si cum D;(xo) i D} (%) sint functii continue de x,<<y (lema 12 gi relatia (98)),
se deduce ci pentru un %@ se are D;(af¥)) < 2= 5i D{(2f)) =0, contra propo-
zitiei (113). Agadar, dacd pentru un x,=x{) se are D;(xj) > 27, se va avea
aceeasi relafie pentru tofi x,<x{l), ceea ce ne aratd ci dacd D;(+))<2m, se
va avea aceeagi relatie pentru tofi x,> %), deci cd eventualele valori ale lui
¥y <<y pentru care D;(%,) <2r alcdtuiesc un interval Z=(ay, y), (a; fiind cea mai
mare valoare a lui %, <t pentru care D,(x,)=27), ceea ce demonstreazi lema.

Tntorcmdu—ne la demonstrafia teoremei III, se va deduce din lema 13
si din (113) ca

Pentru valorile lui %, pentru care D;(xy) <2, expresia Dj(x,) 114
are un semn constant. (114,)

Ori, din fig, 27 si 28 se deduce ci hm s =1lim ¢, dat fiind ci (Z) are

Xo—=Y Xo—=ry
Xy Xo>y
qceeam pozitie limitd cind Koy prin valori mai mari sau mai mici ca y.

Asadar, din relatia de mai sus i din (91) se deduce

lim (s—s) = lim (%,—0)=y—o(7). (114,)
Xo—ry Xo—+Y
X0y Xo>y

5 — Studii gi cercetiri de matematica
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Pe de altd parte, se va vedea mai departe (relatia (122)) ca y—o(T) <2m,
aga cd D, (%) tiind continud, se deduce din (114,) ci pentru xg<<y destul de
aproape de vy se are Dy(x,) <2, adici intervalul ¢/ din lema 13 exista. L4
Se are in (98), finind seama cd pentru x,<vy destul de aproape de T, §
este atbitrar de aproape de y<:
R(s) cos (s—a (s)) =ad ess|bBebs

Siu_(s — x[ﬂ - ' sin {;gxu) & ~ 9(ad o3 b Beti siE (s —%,)
Y'(s) —2'(s) ade®+4bBeb—R cos (s—«) E(s)—F (%)
unde F(x)=R?(x)
Deci pentru x, foarte aproape de vy, deci si de s, raportul
sin (s— x,)
sin (s— x,) i 8~ L2 N i fen il
F(s)—F(x)|  |F()—F(x)| [F (%]
| s— %o
deci foarte mare in valoare absoluti, §i cum s-a vdzut in (98,) ci
_511_(_31@ > 0, iar expresia S8 5= o) rdmine evident finitd?), se deduce
Y'(s)—2Z'(s) Y'(s)—2Z'(s)

cd pentru valorile amintite ale lui %, — si deci in tot intervalul ¢/, cum arati
relafia (114,), se are in (98) D’(x,)<<0. Deci D, (x,) scade cind x,<T creste.

(114,)

Din relafiile (103), (114,) si (114,) se deduce relafia (94) a teoremei
in chestiune.

Lema 14. In cazul ab>1, are loc inegalitatea L < 2.
§ 7. Demonstratie. Se are din relatiile (79) si (94)

L,=inf [y—o(y)] = inf. A. (114,)
A,B A,B
Derivind relagia
Ae?+ Beb*=R sin (0—«) (115)
in raport cu B, se are
do  dR
—gbo__ R A i) = of e
do _ e cos (0—a) dB+dB sin (0— ) (116)
dB ~ ade®+bBeba— R cos (0—a) '
Ori din relatiile (30), (29) si (28), se are
da dy .1 aR ¢ R

dB~ dB~ (@a—0)B° 4B 2-—bEB
valori pe care inlocuindu-le in (116) se are
da ade®+bBeb— R cos (60— a) s

dB ~ Bla—0b)[ade* {bBe"—R cos (6—e)]  (¢e—b0)B dB

) sl ade® bRt
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dat fiind ca
ade®+bBe"—R cos (6—u«)z£0 (conform lemei 2).

Deci in (94) se are % =0, aga cd A"nu depinde de B. Se vede la fel cj
A nu depinde nici de 4. Luind din (94) g=1— A, relatia (115) se scrie cu
ajutorul relatiilor R sin (y—o«)=Ae+ Bebr, R cos (y— o) =adearLpBeby
si (30) :
(1+a?)e=P4—(1+-0%)e~244-(a—b) [(ab—1) sin A—(a+-b) cos A]=0. (117)
Asa cd A este cea mai mici rddicind pozitivi a ecuatiei
(117). Rédicinile ei sint abscisele punctelor de intersecfie ale (117,)
curbelor (Y;) si (Y,) de ecuatii respectiv
Y,=(a—2)[(ab—1) sin o—(a+b) cos o]
Yo=(1+0b2)e22—(1-+}a2)e—be
desenate in figura 35, respectiv plin si punctat.

Se poate vedea indati ci :
Curbele (Y;) si (V) nu se taie, nici nu sint tangente in puncte de

abscisd 0<¢<w. Intr-adevir, dacd curbele (Y;) si (Y,) s-ar tdia (118)
in puncte de abscisd 0<<p <=, 'tinind seama ci are loc dezvoltarea
. 3
Vi—Yy=(lg)=(a—0)(1+a?) (14 £+ ... (118,)

si cd deci pentru ¢>>0 i destul de mic are loc ¥,>Y,, curbele (Y) si (Y,) ar
avea neapdrat pozifia din fig. 36, unde s-a insemnat cu ¢ cea mai mica radi-
cind pozitivd a functiei f(p) din (118,). Insemnind dar

K—}'(¢)=(a—b) [(ab—1)cosp + (a-+b)sing 14-a(140%)e=a9—b(1+a2)e—te (119)
)

@9

I

|

I
—ﬁf’ ] $—0

/v‘,, xef Y ,;’ta)—’ -7 *F.;M i;(b) i

se deduce de aci gi din relatia f(g)=0:

(ab—1) sin'p—(a-+8) cos p= — [(1-+b2)—v— (1} a2)e~14]

a

(ab—1) cos g+ (a-b) sin p= a—%[.’eﬁa(l+b2)e—“q7+b{1+a2}e"b‘ﬁ.
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Ridicind la patrat termenii celor doud relatii cipitate, se obfine prin adu-
nare o relatie din care se deduce

ky=a(14-b2)e—a9 —b(1+a?)e—bo - - (120)
+ V(L+a2) (1+22) (a— )P — [(L+52) = — (1 a?) 0% ]2
ky=a(1+02)e—a9—b(1+a?)e—be —
— V(L+at)(L+82) a—b) — [(L-b2)eo9—(1+a%)r 72

2)o— 2\ g—bo L i)
Expresia a(l4b2)e=2 v—b(14-a%)e—be se 'muleazdpentluqo“ log b(1+a® )<U

(in conditiile cazului cercetat), asa ci pentru >0 are loc 1ncgqht'1tec1
a(14-b2)e=ae—b(1+a)e—bv < 0 (121)

de unde se deduce ca in (120) se are k,<<0. Relafia %k, =0 se scrie prin izo-
larea rddécinii patrate si ridicarea la patrat

G(p)= (e~ —e—t%)2 | (he—av — ge—t%)2 — (a—b)2 =0).

Privind pe ¢ ca o variabild independents, se are
G' (@) = —2(e—a% — %) [a(1 +b%)e—1% — b(1 +a2)e—be],
de unde se deduce cu ajutorul lui (121) ci pentru orice =0, are loc G’ (p) <0,
deci cum pentru ¢ destul de mare evident ci %;>0, se deduce ci pentru
$>0, Ry>0. Agadar, se are din fig. 36 si din (119), /' (0)=Fk,, relatie care
se scrie
(a—D)[(ab—1) cos ¢+ (a+Dd) sin o]=
= —V (14+a2)(148%) (a—b)2— [(1+Db2)e—17— (1 +-a2)e—be ]2

si care este evident absurdd, dat fiind ci pentru 0<5<%+E O<E=arctg {::b <ﬁ)
ab—1 2

expresia din stinga ei este pozitivd®). Agadar (V,) si (Y,) nu se taie, pentru
0<p = . Curbele nu pot fi de altfel tangente in alt punct in afari de punc-
tul N (fig. 36), dat fiind cd in (120) se are &, >0, k,<<0 pentru ¢>0.

Cu ajutorul propozitiei (118) se poate dar construi fig. 35, care ne arati
cd cea mai mica rddédcind pozitiva a ecuafiei (117), care se va Insemna cu
¥, se afld in intervalul deschis (n, 27). Deci in (94) se are ]

, n<A=y—a(y)=¥Y<2r. "(122)
Asadar din (114;), tinind seama cd A nu depinde de 4 si B, se are L,= A,
iar de aici si din (122)

L=Y¥<2r. (123)

§ 8. Lema 15. In cazul ab>1, are loc egalitatea L=L,.

%) Deci (V) si (¥,) nu se taie pentrn 0<o< — —|— E; se deduce ugor pe un grafic al fune-
tiillor Y (@), Y,(y), dat fiind cid pentru @20 se are Y,(p)<0, cd (V,) si (V,) nu se taie nici
rentru % +ESp <
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Demonstratie. Dacd A>0, B>0, curbele (Y) si (£) au dispozitia din
fig. 37, de unde se vede ci distanta dintre patru rddacini simple consecutive
ale unei integrale, sau dintre una dubld si cea simpla anteprecedenta (singurele
cazuri care se pot prezenta), este mai mare ca 2.

Daci A=0, B>0 sau B=0, A>0, se are dispozitia din fig. 37, iar
daci A=0, B<0, sau B=0, 4 <0, dispozitia din fig. 38, care ne duce la

J/ (Xz -’n"-'.e) \

aceleasi concluzii. Asadar cazurile 1,2 i 3 din (5) ne dau intervale de lungime
maximd L, L,, L;>2n. De aici si din (123) se deduce cd in cazul 1° din (3)
au loc egalitdtile :
L= min §L;, Ly, Ly L} =L, =Y. (124)

Tinind seami de lemele 14 si 15, sintem in misurd si formulim urmatoareq
concluzie :

TEOREMA 1v. In cazul ab>1, nwmdrul L este rdddcina cuprinsd in
(m, 27) a ecuatiei in A, (117).

§ 9. Citeva observativ. 1°. Cu 4y,

ajutorul relatiei (122) se poate &
dovedi cd existd o infinitate de
grupe de patru valori ale abscise- w 27 I ot
lor (%, %, % %;) pentrd cate R
Xy — % < 2w, Aceastd afirmatie a ///J{g_){,,_ .
mai fost stabiliti pe altd cale in Zaa !
cadrul lemei 9. =
Presupunind pentru aceasta
Tig, 3b

mai intli x;<<y, se va avea din (62)

si (63)
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R si — 1 Aeaxs | Bebx. i ax bx. i
g = Sin (x5 — %) [(dems+ Bebxs) sin x,— (A% Bebxs) sin 1] L
1 125
R cos o = Gile b [(Ae™ s+ Beb*) cos x,— (A erxat Bebx) cos ]
de unde
lim R cos a = (Aem™+ Beb%) sin v, (ad @b Beb) cos ¥,
Xa s '
xlﬂi_g}' R sin o = —(A e+ Beb%) cos x;+(adea*s b Bebss) sin x,0)
aga cd expresiile (125) sint functii continue
% Y, X% de x, pentru
Xg— T X =%, <Y, (126)
a

Pe de altd parte, expresia

ax [Ae®*i Bebx—

1
— R sin (%, — o) ] =Y'(x,) — Z'(%,) este=£0
pentru orice %, si #,, fiilndcd in caz contrar
curbele (V) si (Z) ar fi tangente in M,
§i s-ar mai tdia in M,, M, si M, la dreapta
lui M,, impotriva lemei 8. De asemenea

d
7= [Ae?*« -\ Bebx — R sin (x, — «)] este 0
4

Fig. 36 pentru orice x, $i %, pentru care x,—x, <2,

‘ fiinded in caz contrar curbele (Y) si (2)
ar fi tangente in M, si s-ar avea una din dispozifiile din figura 39,
Impotriva lemei 7. Folosind dar teorema de analizi amintiti in demonstratia
lemei 12, gi pe (126), se deduce cd %, si x, dafi de ecuatiile (61) si (64) sint
functii continue de x, pentru valorile lui x, din (126).

Ori, se vede in figura 30 cd atunci cind x,=x3=1x,, au loc egalititile
% =s gi x,=s. Luind dar pe #, destul de aproape de x,, %, si %, vor fi oricit
de aproape respectiv de s si s. Luind dar pe x; in intervalul Z definit in lema
13 si pe x, destul de aproape de #;, se va deduce din (114,) si (122) ci
Xy— X <<2m.

Dacd x,=v, se va avea din (63) si (64)

i 4

; 1 il 2 ) ™
R sin o = S [(A e Bebxo) sin x3— (A e+ Beb%s) sin x,]  (127)
i
R cos o = Ty [(Aeaxs4- Bebxi) cos xg— (Ae%s|- Beb) cos %, ]
lim R cos a=(Ae+ Beb%) sin x;+ (ad e +bBebxs) cos x,
Xa—+Xy
lim R sin a=—(Ae®1+ Beb%) cos x;+-(adew b Beb%) sin )
X4+Xg
aga cd expresiile (127) sint functii continue de x, pentru

Y=EH=4 <ty (128)

) Se constatd ugor ci gi derivatele in raport cu variabilele care ne intereseazi ale
lui R cos g, R sin g ramin finite in intervalul menfionat.

¢
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: 4 .d . ' -
S-a vizut mai sus cd expresia T [Aew| Bebxi— Rsin(x; —a) ] este #0 pentru
L . . w . r %
orice %, i x,, asa ci se deduce cu ajutorul teoremei de existen{d amintite ca :

Ridicina x, dati de ecuafia (61) este o funclie (128
continui de x, pentru valorile lui x, din (128). (128,)
Dat fiind ¢ ¢ este o funcfie continud de x, (lema 12), se deduce din
(122) ci:
Existd un interval [y, p] in care luind pe %, se are
Xg—0 (%) <27 (129)
Ori, se vede pe figura 28 cd :
Daci x,—x,=%,, atunci se are ¥;=¢. Luind dar pe %,
destul de aproape de #,, se deduce din (128,) cd x; va {i (130)
oricit de apropiat de o(x;).
Luind dar pe #, in semi-intervalul [y, p) si pe x,; destul de aproape
de x,, se va deduce din (129) cd x,—x,<2m.
2°. Se deduce din (129) cd p< 3, fiind cd pentru x,=23 se are dispozifia
din fig. 40, cea din fig. 41 fiind exclusd de lema 7.

. ;
/_\_‘\ = N \\E— f/f%l:.‘ o

1").;

=T 3 Z ,
ga=r=—saS
Fig. 37 Fig. 38

De aici si din (103) se deduce ci D(x,)>2m pentru x,=8, aga cd p<3d.
Tot din (103) se deduce ci: )
Pentru x,>p, se are xp—a(%)>2n (avind p—a(p)=2m). (131)

3°... Vom face o ultimi observatie :
Dacd x,=v- 7, se are x,—x, =27 pentru orice X,=X3>%,—T.

Spre a dovedi aceasti observatie, se va privi pe M, fix, M, va- (132)
riabil pe (Y) si deci pe %, si x, ca functii de x;. Evident cd
x>, fiinded y+n>3>p).

X Xa Xy e & AL BN =

X2
i
I

3
1
|

X X3
T

I 1

| |

| I

| |

! |

\ I

|

|

R g e

T
1
|
|
|
|
|
J
I
|
|
|

Fig. 39

7) Relatia y+n>0 se deduce imediat cu ajutorul expresilor (6) si (30), in care se scrie

(finind scama ci a<b) p‘(a)zlogii::—m(a—b)<ﬂ. Ori, f(a)<0, iar f(b)=0,
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: Se deduce ca in (128)) cd x; este o funcfie continui de x, in intervalul
(132), iar prin calcule analoage ca acelea care ne-au dat formulele (74) si
(75) cd

' 1.4
[Y (%)“Z’(M)]d—% (%4—2x) =
Sy G(%,— ;) .sin (%,— ;) (133)
sin® (% —o)—2 sin (x3—a) sin (x,—a) cos (24— x3) 4-sin? (x,— o)

unde
G(s)=Ae™s(1—e= cos s—ae—28 sin s) 4 Bebxi(1 —e=bs cos s—be—bs sin s).
; Tnsemnind pentru prescurtare x,—x,=D(x,, x,), si presupunem dar
ca pentru un x,=x,>Y+mw si un x;=1x,<x, din (132) s-ar avea D(x5, %) <2

Cum din (130) si (131) se deduce ci existd un %> %, destul de aproape de
%, ca si se aibd D(%, x,)>2w, inseamni ci existd un i, (§3<:\:¢3<;3),
astfel incit D(x,, x,) =2, Dz, x,) trecind de la valori <2 la valori =2

cind x; trece prin valoarea x,,

-5 £
~F \
\,
N
Tig. 40

Ori, se are din (133)
G'(s)=sin s [4e¥e—9(14-a2)+ B(14b2)eblxe—s) ] =g (s) sin s.
Se deduce dar ci @(s)>0, pentru s<g = x,— i, prin i a
,~ ; L = x4—y. Ori, prin ipotezd o>,
aga ca pentru 0 <s<{w se are G'(s)>0; si cam G(0)=0, inseamni ci pe&ru
0<s g:n se are G(s)>0. Ori, din (132) se deduce ci ;;-4—;3<7r, asa ci

((;(:.@; xs)”> 0, deci x,—x, (luatd ca functie : de w,) are un extrem pentru x,=x,.
1 11, dat f;mdl cd atunci gmd %y Creste Ele la % la x5, %, — x; ajunge de la o va-
oare <.J;c a una > 2xn, Inseamnd cd intr-un interval destul de mic in
jurul lui x5, x,—x,; este neapdrat o funcfie crescitoare de %3 Contradictia

obtinuta dovedeste observatia. Este foarte probabil ci observatia are loc
pentru orice x,=p. Pentru a o dovedi sub aceastd formi, ar trebui aritat

cd in (133) se are G(x;—#,)£0.

*
& e
Tinem si serm}aliim‘ in incheiere cd metoda de cercetare folositd pentru
dctertgl_marea numdralui L in cazul ab>1, examinat in aceasti parte a
lucrdrii, se poate extinde cu ugoare modificiri 1a toate cazurile referitoare

Al . ASUPRA PROBLEMEI POLILOCALE (II) 261

la ridicinile @ si b, in care lema 2 subsistd. Aceste cazuri au fost puse in evi-
dentd in lucrarea [5], in care se aratd cd subsistenfa leme 2 este echivalentd
cu neexistenfa nici unei rddidcini pozitive pentru urmétoarea ecuafie in
necunoscuta s : 2 -

F(5) =(14-ab)(ers—es) sin s4(a—>) [(e*+eb) cos s — (14-ela+0)s)]=0,
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O = Ll

06 omHoii Kpaesoi 3amaue AJs JHHeHHbIX AU depeHUranbHbIX
ypaBHeHHi ¢ nocrosaHHbiMu Koa(duuuenramu (IT)

(Kpartkoe comeprkanue)

B wHacrosiuedi, npomo/katomwei [l] pa6orte, paccmarpuBaiotca JHHEid:
Hele AuQQepennualbible ypaBHEHHsT ¢ NOCTOSHHLIME Koa(duunenramu 4-ro
MOPAAKA U J€JAeTCs MONbITKA, BHIUHCAHTD, B 3aBHCHMOCTH OT KO3(p(hHIHEHTOB
A epeHiHalbHOrO ypaBHeHns, IIUAY L MaxcuMajbHOrO OTKPBITOrO HHTEp:
BaJid, B KOTOPOM MHOKECTBO MHTErPAJOB paccMatpusaemMoro JughepeHinalb-
HOTO YPAaBHEHHS SIBJASETCS HHTEPHOJATOPHBIM 4-ro Hopsiaka.

[Tpennonaraercsi, 4To XapaKTEPHCTHUECKHME MHOTOUJIEH HMeeT jaBa Jefi-
CTBHTENBHEIX W JIBA KOMIIEKCHBIX KOpHA. C NOMOLIbI0 NPOCTOH 3ame-
Hbl TepeMeHHON MOMKHO CBECTH HCCHeJ0BaHHe K YaCTHOMY CJyuar, KOria
KOPHH XapaKTepHCTHUECKOr0 MHOTOWJeHa fApjsiorest @, b, +i.

Meto paboThl OCHOBBIBAGTCS HA CJAEAYIOUIEM 3aMeyauuH, KOTOpPoe He-
NOJIB30BAHO MPH JIOKA3aTeJbCTRE TEOPEMEl CYLLECTBOBAHNS U €/IHHCTBEHHOCTH
Basne [Tyccena, oTHocsimelics K IJIypUaoKaabHOil npoGiaeMe A5 JHHEHHBIX
midepeHnnanbabx ypasHeHuii [2], [3]:

J1L1st TOTO, UTOGBI MHOXKECTBO MHTETPa/IoB HEKOTOPOro JnHeiHoro Audpe-
PEHIHAJIBHOTO YpaBHeHHs /2-0r0 NopsiiKa GblI0 HHTEPHOJATOPHBIM /2-0r0 IO
psiika B HekoTopoM uuTtepnaje ., HEOOXOANMO H LOCTATOYHO, UTOOL JH06OH
YACTHRIl HEPABHBIH TOXIECTBEHHO HYJ/I0 HHTErpaj 3TOro ypaBHEeHHs HMeJ
B uurepsane £ He 6onee n—1I nyneii,
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H3 sTtoro 3dMEUAHHs CJeldyeT, 4To ucKomoe uncsao L paBHo uumueil
paili pasHoOCTEH X4—Xi, TA X1, X3, X3, X4 MPEJCTABIAIT COGOH dYeTBepKy
NOC/IEN0BATEIbHBIX KOPHEH HEKOTOPOTO YAaCTHOTO HHTErpana, He PABHOTO TOMK-
AI€CTBEHHO HYJIIO, TA€ HHMHSS rpalb Gepercss Mo MHOXKECTBY BCEBO3MOMKHEIX
TAKHX TpPYNI, paccMaTpHBas BCE YaCTHBIE HHTErpajbl AAHHOTO YpaBHEHUS
Tounee, o6osuaunm uepes Ny MHONKECTBO Beex Takux rpynn U3 11eTb1péx'
MOC/e0BaTe/IbHEIX KOPHEe#l uacTHoro wuurerpana f(x).

[ycrs N:(ij) Ny. B cuny mpepsinyuiero sameuanns MOMHO HANHCATH:

L:ilg,f (x4—x1). (1)

[asi waxoxaenuss yucaa L Mbl NONMBITa/MHCh CBECTH 3TO MHOMKECTBO
N, no koropomy Gepercsi Huxkuss rpann (1), Kk HexoTopomy Gosee y3KOMY
¥ MHOXKecTBY. Pasnuuarorcs
HECKOJIBKO CJIyYaeB OTHOCH-
LIHXCST K JeHCTBUTEJNbHBLIM
, FOpHAM a, b xapaxtepucTH-
=7 (x) ueckoro mHorouneua. [Ipex-
N noJjaraetcs, HalpuMep, uTo
9TH KOPHH YAOBJETBOPSKOT
HepaBeHCTBY a b > 1. ¥Ycra.
HAB/IHBAIOTCA  CJEIyIOLIHE

x  ABe JIeMMbl CBEJeHHS:
0 §f\/ §2 §f X, ITycts f*(x) uactHBI
HHTerpas, MNpeacTaB/Isio-
Pue, 1 LMl KPHBYIO, KOTOpasi Ka-
caerca oci Ox B TouKe X
ocH Ox (uepr. 1). PaccMarpupaioTcs rpyimsl TPOEK MOoC/eIoBaTe/NbHBIX KOp-
Hel &y < £, < &3, Cpeld KOTOPBIX HAXOLHUTCS W KpaTKHil KOpeHb Xy (oue-
BHJIHO Lilsi HEKOTOPOTO MHTErpaja MOryT CyIIecTBOBATh He GoJee Tpex Ta-
KX rpymi). O603HAYMM MHOMKECTBO, COCTOsillee M3 3THX TpPYIN depe3
N*7 u o6pasyem Muomectso N* :(E@J N*se. ITycre, notom L*=inf (5, — %)

%) N#*

IlepBasi niemma ceesenus nokasaunas B paGore, yreepwiaer, uto L—L*.
Hast s dexruroro onpenenennst yucaa L ycranasanaercs BTOpas JieMMma
CBEJIEHHSI:

Ilycre [**(x) uwactHblii uHTerpan, npeacrapasiowiuii KpUBY10, KoTopas
AOILCKAET KOHTAKT BTOPOro NOPSNKA ¢ ocklo OX B HEKOTOPOH ToUKe abeiucchl
y (1. e [** (2)=[2E00r) =f**"(2) =0). Paccmarpuparorest rpynosl us apyx
MOCIEI0BATENbHBIX KOPHEIL 91 < 33 CPELAH KOTOPEIX HAXOAHTCA W TPOHHOI KO-
penb 7. OUeBHAHO, YTO /sl HEKOTOPOro WHTerpasa f**(x) moryr cymectso-
BaTh He 6BoJee ABYX TdAKHX prHH. ME[O}KGCTBO COCTOsIIEeE HU3 3ITHX ABVX
rpynn 0603HaunM uepes N*¥ o ‘ l -

= *
Paccmarpusaercsi mHoxecTBo N** =(}£*F**f$*. [lyets moTom L**=
inf (7,— OO j :
iz (715—11) . Bropoli neMMoit cBeieHus 0KA3BIBASTCS paeeHcTBO L* = L**,

Hs stux myx nemm cienyer paBeHcTso L= L**.
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Hans onpenenenust umrcaa L, BXOAfILEro B BbilleyKasaHHOe PABEHCTBO,
paccMapHBalOTCH HHTErpansl y=["*(x), KoTOpble HMEIOT C OChIO Ox 1o
OAHOI Touke Kourakra Broporo nopsaxa. O6uias (opma 3THX HHTErpasos

ecTh
f¥*(x) = Aex? 4 Bet* — R sin (x —a),

R—eb|B||a—b] V_H i
14-a2

a--b

=Y — kn — arctg ——

¥ % g ab—1

H y OPEACTABJIAET coboit BGCU,I'ICC)/ TOUKH KOHTaKTa M HMeeT BblpaikKeHHe:

1 Iog[B (1+b2)]_

rue

4 (1+a”)

B stux Buipaxkenusx napamerpel A um B ocTaiorcsi MPOM3BO/BHBIMH, €
yciosuem AB < 0. B paccmarpuBaemom ciyuae (ab > 1), mnokaspiBaercs
uTO WHTerpaJbHasi KpuBas ypaBHeHHs y=[**(x), OoJ/blie He NepeceKaet
ocb Ox mpaBee, COOTBETCTBEHHO Jiepee, TOUKH KOHTAKTa ?, B 3aBHCHMOCTH OT
Toro @ = 0, wiu a < 0.

[lycte s kopedb wuHTerpana [**(x), Haxomauluiicsi HEMOCPEACTBEHHO
nepen y, B ciyuae a > 0, COOTBETCTBEHHO nocJe y, B cayuae @ < 0.

PaccmaTpuBaeTcsi pPasHoCTb |7—S | H MOKA3bIBAETCSH, YTO OHA He 3aBMCHT
or mapamerpos A u B. DTOT pe3y/bTaT MO3BOJAET JErKO BBIUHC/IHTL YHCIO
L=L** Tlpuxoaum K ClefyloLlemMy pesyabTaTy: uucio L**=L ssiserca
KOpHEM, COIepKalliuMcsi B HHTepBane (z, 27) CAEAYIOLLEro ypapHeHHs OT A:

(14a2)e—16l8— (1 4-5%)e—lalA L |g —b| [(ab—1)sinA—|a--bcosA]=0.  (2)

T:
a—>b

Jlerko 1nokasaTh, UTO 3TO ypaBHEHHE HMeET eIHHCTBEHHbIH AeHCTBUTEb-
Hblil KopeHb B HHTepBate (x, 27). OTClona MEPEXOAHM K Clyuyaro, Koria Kop-
HH XapaKTepHCTHYECKOro MHOTOU/eHa SIBJSIOTCH f1, Iy (IefCTBUTENBHbIE) H
a-+if u a—if (KommiekcHble). JIerko BbIPAXKATh KOPHH XapaKTepHCTHYECKOTO
MHOTOU/IeHa, BXoJsliue B ypaaBHeHue (2), uepe3 KO3(P(UIAECHTH NaHHOTQ
o depeninaibHOro ypaBHEHHA.

Sur un probléme polylocal pour les équations différentiélles linéaires
3 coefficients constants (1I)

(Résumé)

Dans le présent mémoire, qui continue [1], on consideére des équations
différentielles linéaires 4 coefficients constants du quatrieme ordre et on
essaye de déterminer, en fonction des coefficients de I'équation différentielle,
la longueur L de lintervalle ouvert maximum, dans lequel I’ensemble
des intégrales de I'équation différentielle considérée est interpolateur du

quatrieme ordre.
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On suppose que le polyndme caractéristique a deux racines réelles et
distinctes et deux racines complexes. Au moyen d'un changement simple
de variables, on peut limiter I’étude au cas particulier ot les racines du
polyndéme caractéristique sont a, b, 1.

La méthode de travail s’appuie sur la remarque suivante, utilisée dans
la démonstration du théoréme d’existence et dunicité de C harles de la
Vallée Poussin, concernant le probléme polylocal pour les équations diffé-
rentielles linéaires [2], [3]: -

La condition nécessaire et suffisante pour que I'ensemble des inté-
grales d’'une équation différentielle d’ordre # soit interpolateur d’ordre n
dans un intervalle I est que n'importe quelle intégrale particuliére non
identiquement nulle de cette équation ait dans lintervalle I an plus
n-1 zéros distincts.

11 résulte de cette remarque que le nombre cherché I, est égal a la limite
inférieure des différences x, — x,, of ¥, %, %y, %, représentent quatre
racines conséeutives d'umne intégrale particuliere quelconque, la limite
inférieure étant prise par rapport a I'ensemble de tous les groupes de ce genre,
en considérant toutes les intégrales particuliéres non identiquement nulles de
I'équation donnée. Plus précisément, on marquera par N, 1'ensemble de tous
ces groupes de quatre racines consécutives de l'intégrale particuliére f(x).

Soit N=[J N;. Conformément i la remarque antérieure, on peut écrire

(f)
L =inf (x, — x,) )
N

Pour trouver le nombre L on a cherché A réduire cet ensemble N, par

rapport auquel on prend la limite inférieure (1), 4 un sous-ensemble atssi res-

§y

o § 7 \_/52 §.,~: %o

Fig, 1

treint que possible. On distingue plusieurs cas se rapportant aux racines
réelles a, b du polyndéme caractéristique. On supposera, par exemple, que
ces racines satisfont Iinégalité ab> 1. On établit les detux lemmes de
réduction suivants :

Soit [*(x) une intégrale particuliére non identiquement nulle dont
la courbe représentative est tangente en un point %, a l'axe Ox (fig. 1)

. e
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On considére les groupes de trois racines conséeutives & <<€, <&, parmi
lesquelles se trouve aussi la racine double x, (il est évident que pour une
intégrale f(x) peuvent exister tout au plus trois pareils groupes). ‘0111,111¢quu]e)11:;
par N*z l'ensemble formé de ces trois groupes et on formera l'ensem
N* = | J N* .. Soit ensuite L*= 1}1}1f. (Ea—E)).

. « .
» . ’ » ; “l ~

I(j(:. )premier lemme de réduction démontré dans le mémoire affirme que
S fecti T2 Stablit un second

Afin de déterminer effectivement le nombre L on étab
lemme de réduction : o ) ‘

Soit f##(x) une intégrale particuliere non identiquement nualle (11011‘5
la courbe représentative admet avec 'axe Ox un contact du second 01(.111§ d 3,111;;

3 1 £ e Bk fap) — R (r) — - <
un point d’abscisse ¥ (c’est-a-dire f#¥*(1)=7** (1) =/**"'( r%_O). ](?11 _cl:onrsu elqigii
groupes de deux racines consécutives 1, <7, parmi _e:;lue 5 1 Bta a ;
la racine triple 7. Il est évident que pour une 111tegra1e* yi (*rj) peuven1 EEKIS er

lus d pareils groupes. On marquera par N*¥p lensemble formé
e ’ s Nt Soit ensuite
par ces deux groupes. On considére I'ensemble N##= [J N*¥* gy,

&%

L**—inf (9,—n;). Le second lemme de réduction démontre 'égalité L =L**.
wk

: et

Des deux lemmes résulte U'égalité L = L**. ) S ‘
Afin de déterminer le nombre L qui intervient dans legah"te ci-dessus,

on considére les intégrales y = f*¥(x) qui admettent avec l'axe Ox un

sz 2 s - L T —
contact du second ordre, La forme générale des ces intégrales est / (:2 Z
1052 ) /+
— 0, a=y—hkg—arctg ——
 1+a?

ab—1
et y représente I'abscisse du point de contact ayant l'expression
L i ( M]

a—b AL+ a?) o

Dans ces expressions les paramétres 4 et B restent arb;tralrfzs, avec
la condition 4B<0. Dansle cas considéré ab >1 on montre que n'importe
quelle courbe intégrale d’équation y = /*¥(x) ne coupe plus I'axe Ox 8
droite, respectivement a gauche du point de contact y, selon que a >
ou a < 0. _ " g 7 -

Sjit s la racine de lintégrale f**(x), immédiatement inférieure a y
dans le cas @ > 0, respectivement supérieure a y dans le cas a <0, ) :

On considére la différence |y —s| et on montre qu'elle ne dépend
pas des parameétres A et B. Ce résultat permet d’effectuer facilement le
calcul du nombre L** = L. On aboutit au résultat suivant : ;

Te nombre L** = [ est la racine comprise dans lintervalle (m, 2r)
de I'équation suivante en A: . ;

(14a2)e—10l8— (1462)e—lald 4 |a—b| [(ab—1) sin A—|a~+-b| cos A]=0. (2)

On montre facilement que cette équation a une seule racine réelle datn‘s
l'intervalle (m, 2m). D’ici on passe au cas ot les racines du IJO]YDOH}E,CT&Ci Oen
ristique sont 7, 7, (réelles) et o+t By &—1¢ B_ (compleygﬁs). 1’L’ e[:;?t if)slf &
des racines du polynoéme caractéristique qui 11‘1tep1v1er_meut ans eg) L_l : .
en fonction des coefficients de 1'équation différentielle se fait facilement.

= Aevx -+ Bebx— Rsin (x—a), olt R=eb|B||a—b|

e




