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ASUPRA INEGALITATII LUI DE LA VALLEE POUSSIN
IN CAZUL ECUATIILOR DIFERENTIALE
DE ORDINUL AL DOILEA

DE

DUMITRU RIPIANU
(Cluj)

L]

1. Se considerd mulfimea 6 a ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul
al doilea, de forma
E[y(x)] = y"(x%) + 21 (2)y" (%) + 22 (#)y (%) =0, 1)
unde p;(x) (¢ = 1,2) parcurg multimea functiilor continue intr-un interval
[0, I] dat. Referitor la o ecuatie datd E[y(x)] = 0 din & se inseamnd cu &g
mulfimea numerelor pozitive # care au proprletatea ci existd cel putin o
integrald y,(x) neidentic nuld a ecua]:lel Ely(x )] =0, care se anuleazi
pentru x =0 §i ¥ = h (h=CI). Se mai inseamnd

m; = max |pix)| (G =12)

xE[0,h]

§1 cu /. multimea perechilor de numere pozitive (a,,a,) care au proprietatea
cd relatia ‘
1<z aymh + aym,h* (2)

are loc pentru once h € 0k i orice ecuatie E [y (¥)] = 0 din 6. Mulfimea /I
nu este vidi. Astfel, conform teoremei generale a lui De la Vallée

Poussin [3] mulfimea / cuprinde perechea (1, —J cuinegalitate strictd

in (2)). Ph. Hartman si A. Wintner [1] audat perechea (% l),

iara§1 cu inegalitate stricti in (2), iar Z. Opial [2], a dat perechea
(— — | care realizeazi in (2) atit semnul = cit si semnul <, stabilind ci
perechea aceasta este ,,cea mai bund‘‘ pereche de acest tip (adici din
mulfimea /), in sensul ci coeﬁcientiin—i si % sint cei mai mici cu putingi.
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Multimea /// este mirginitd inferior asa ci se poate pune problema exis-
tentei — si in caz afirmativ a determinirii — elementelor (perechilor) mi-
nime ale ei, in functie de definitia dati acestor elemente minime.

In nota de fata se vor introduce trei asemenea definitii :

DermNiTIA 1. O pereche (ay, a,) din JlLse numeste , minimd relativ' in
raport cu ay, dacd orice pereche (ay, a,) cu ay < @, nu apartine mulfimic .

DErINTTIA 2. O pereche (@), a,) din Al se numeste ,minimd absolut in
raport cu a,, dacd orice pereche (ay, a,) cu a, < @, si orice peveche (ay,@,) cu ay <
< a, nu apariin multimic M.

DErINTTIA 3. O pereche (ay,a,) din M se numeste ,,mimimd in raport

cu functia flay, a,)*, dacd f (a;, a,) min f(a, a,).
(ay, “a)Eﬂ

Definitiile 1 si 2 se enuntd in acelasi fel referitor la a,.

In not4 se determini perechea minimi relativ in raport cu g, pentru un
a, oarecare — care se va Insemna cu (a;, «(a,)) (teorema 1) si perechea minimi
relativ in raport cu a; pentru un a, oarecare — care se va jnsemna cu
(B(ay), a,) (teorema 4).

Cu titlu de aplicatii simple ale teoremei 1 se determini perechile minime
in raport cu functiile f(a;, @) = a,+ a5, flay, a,) = @ ay = (teorema 2)
si flay, ay) = a™ +a, unde m este un numdr natural (teorema 3).

In lucrarea [2], Z. Opial a determinat perechea minima absolat
in raport cu a,:

s = (3)

Simpla examinare a relafiei (2) arati ci daci perechea (ay,a5) € A, atunci
orice pereche (a;, a,) cu @,=a,, @, == a, apartine si ea multimii . Dupa
cum se va constata in teorema 1, nu existi o pereche minimi absolut in
raport cu a;, acesta putind fi Iuat oricit de aproape de zero.

2. In acest paragraf se va determina perechea minim3 relativ in raport
cu a, pentru o valoare oarecare a lui a;.
TrorREMA 1. Perechea minimd relativ in raport cu ay este (ay, a(a,)), unde
o(ay) se defineste asifel :
; 1 : g . s
Dacd 0 < a, < = atunct  o(a) este rdddcina pozitivd a funcliei de

variabila a,
1 Ve — 1

gl ———— ==
4 2 q Viw+ \jflag + @l

g V7 4V —1
+11 2 E

unde
— 1
m = [2ai(1 + 2a;) + a,(1 —8a, — 4a}) +
1

+ (1 —2a) Vdai + 4ai(l — 2a,) a, + (1 — 12a, + 44) a3

3
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g 1 ! 1
Dacd a, = —, atunci o [—] .
8 8 8
Daci L < a < i, atunci o(a;) este rdddcina pozitivd a functier de
8 2

variabila a,

Jralt) = —

T -+ arctg o =iy

1
2 g, Vit + Via, + o m

unde 7
= Tlé-{za?a 4 ) -+ ag(l —8a —AaY~—~
]

— (1 —2a;) Vdat -+ a1 —2a) a5 + (1 —12a, + 44%) 4.

z 2 : 1
Dacé a) = =, atunci o(a;) = —-
T e

: - ; 2\
Functia o (a,) este descrescdtoare in intervalul {0, -;) si
™

lim o (a;) = oo.
a, =0
Demonstratie. Se va folosi — aga cum face 5i Z. Opial in [1] urmi-
torul rezultat al luide la Vallée Poussin [3]:
Dacd he Hr, atunci

(- -]
]
= e i 4
hz Him, my) = 2§ - (4)
(1}
De altfel, sint cazuri in care in (4) intervine semnul =, de exemplu

pentru ecuatia (E,) : ¥2 4 k%y =0 pentru care m, =0, m, = k2, numirul 4 = %
apartine lui 75, sieste egal cu H(0, £2). In cazul coeficientilor pi(%) (i =1, 2)
din (1) constanti, m;(¢ = 1, 2) din (2) nu depinde de 4, asa cid relatia (2) este
evident echivalentd*) cu relatia

hz= o = oy, my) =—— (—apmy + Vaim? + dagm,), (5)

2a,m,

iar aceasta din urmi cu relatia
HZ=oq,

pentru cd din (6) si (4) urmeazi (5), iar (5) atrage pe (6) pentru ecuatiile
(E,) din & pentru care un b = hy = H € Hg,.

*) Se va intelege prin echivalenta relatiilor (A) si (B) faptul ci (A) aisrage pe (B) si (B)
atrage pe (A), exprimat prin notafia (A) ~ (B). Evident ca dacd (A) ~ (B) si (B) ~ (C), atuneci |
(A) ~ (). ’.
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Dacd se inseamnd cu &, submulfimea lui 6 alcituiti din ecuatiile )
cu coeficienti constanti §i cu 6, complementara ei fafs de &, iar cu Y,
mulfimea perechilor de numere pozitive (a;, @,) cu proprietatea ci relatia
(2) are loc pentru orice 4 € #r §i orice ecuatie E [¥(x)] = 0 din &, atunci
evident cd mulfimile # si _#, coincid.

Este suficient, pentru a ne convinge, de a observa pe de o parte ci daci
(ay, az) € M, atunci (a,, _czz) € M., deci JLC M,, iar pe de alta ci dacise ia o
ecuatie Eg [y(x)] = 0 din & si un k€ Hr,, atunci in (2) m; = m? = M (hy),
unde s-a insemnat cu M;(h) = max |p;(x)| (i = 1,2).

*€[0,k]

Se va considera pe m;(i — 1,2) ca numere, nu ca functii de ,.

: Confon(? lu(.)i (4) hﬂa;:_h; (mi, m3), iar dac (21, a;) € M, atunci conform
lui (6) H(my, mz) = ¢(mi1, ms) deci hy = o(mq, ms) adici (2) este verificata,
gga cd (a%é)dz) € ﬂ.(peel 1ﬂ‘;)cﬂ, asa cd M = _,. Este decidestul de a consi-

era in pe m; (¢ = 1, 2) constante, variind independent de /% si ind =
dent una de alta, de la 0 la co. 5 Z ol

Relatia (6) se scrie asadar cu ajutorul lui (4) si (5) sub forma urmi-
toarelor trei relafii, date — cu alte notatii — de Z. Opial in lucrarea
[2] citatd .

b LT R

4

'\/4m2 — mi _ Amy — m?
TR (aymy — Vdazmy + aimi) + arctg*—=2 1
ayhity my

=0 (7a)

pentru m; < 2 \/m,,

= 4 ay + a, -—I-
e =0
- AP e (7b)

pentru m; = 2 \m,,

Am) =X g

B Vrnf — 4m, V%H my + '\,c'mi"- — 4m,
= Sazm: (alml =i 0 4“2”32 “l" alml) + In T ; 0 (7(:)
pentru m, > 2\/m,.
Acesite trei relatii, luate fmpreund, sint deci echivalente cu relagia (2).
Dacd 4, = 0, (7c) di lim f, (m) = —oo pentru orice a, finit. Se va
g .=}

presupune asadar, in toatﬁ'nota, a > 0.

e ————————
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Expresiile (7a) si (7¢) dau

’ i fa(ml)
Ji(my) 4%,%\/(4% — m?) (dagm, + ajm3)
’ Sa(my)
P ==
Jal = T e ®)
fo(my) = —my[aim} + 2(ay — ad)m,] +

+ [aymi + 2(2ay — a;)m,) \/4a2m2 + atmsi.

Relatia fy(m,) = 0 se scrie prin izolarea termenului cu rddédcina patrata
si ridicare la pitrat
my
P;(m) = 0, unde m = —
My

si

r

Pl(m) = 2aim?® — [2ai(1 + 2a,) + a,(1 —8a, —4ai) Im +4 (a; —2a,)%.  (9)

Agadar, f;(m,) poate avea cel mult doud rddidcini nenegative, care se
vor insemna —daci existdi —cu m, §i m,. Pentru aceasta este necesar ca rada-
cinile polinomului P,(m) din (9) — care se vor insemna cu m §i  — si fie
nenegative. Pentru ca expresiile pozitive \/mm si Vm,m, singurele numere
care ar putea fi rdddcini ale lui fy(m,), — sd fie ridicini ale acestei functii,
este mecesar si suficient ca si se aibd in (8)

[aym + 2(2a, — a;) ] [aim +2(a;, — ai)] >0, :

respectiv j
[am + 2(2a, — a,)] [alm + 2(ay— af)] >0,
(pentru cd expresiile a;m +2(2 a, — a,) si aim +2(a, — ai) au aceeasi ridicini

—— 1 0 ; : ;
m in singurul caz a; = E] , relatii, care se scriu cu ajutorul lui (9)

1 — 2a) {[a% +20- 2a1)] 7 4 2a,(2a, —al)} ~0 ]

respectiv h (10)

(1 — 2a,) {[a% + 2 (1_2%)J W+ 2a,(2a, —al)} >0

Realizantul polinomulﬁi P,(m) din (9) este

Py(a,) = (1 —12a, + 4ai) ai + 4ai(1 —2a,) a, + 4ai
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Gouay e A — == : A sl . 1 ;
Dacd ridicinile m i % ale lui P;(m) sint distincte, iar a, ¢? , atunci
ridicinile 7, si m, ale lui fy(m,) sint — dacd existd — ridicini simple pen-
tru cd (8) da
3aimi + 2(lay 4 2ma, — af)m,
Vdagm, + atm}

]

Ja(my) = — [3atmi + 2(ay — ai) my] + aymy

asa cd

e i dadm? — my[2a3(1 + 2a;) + a,(1 — 8a, — 4a¥)]
Jlomy) = dagm, — L L T T TR T
aymi + 2(ay, — af)m,

pentru ci in caz contrar, scofind din relatia fa(my) = 0 pe m, si scriind ci
T

Py(m) = 0 cu ﬁ:% simy astfel determinat, se obtine in (11) R = 0,
2 v

impotriva ipotezei cd P;(m) are ridicini distincte. Asadar,
dacd polinomul Py(m) din (9) are doudrdddcini nenegative si distincte,
iar a, #; atunct functia fy (m,) din (8) arve doud vdddcini ne nega-

tive simple, o asemenea rdddcindg sau mu ave wici una, dupd cum (12)

sint verificate doud, una sauw nu este verificatd nici una din rela-
tiile (10).

Polinomul P,(a,) din (11) are rddicinile

L - 2a} . i
%:%:%(%)2_1_244—2\/5 si ]
1 1
(13)
g B, = Ty = 24 J
2 2 2\t) = "1+ 20+ 2 V2a,

Dacd 0 < a; < % , atunci (75) da
1 ‘
“2;—4"—“1;%' ‘ (14)

Metoda de lucru adoptatd este cercetarea semnului expresiilor (7) in
functie de valorile lui 4, si a, si impune deosebirea mai multor cazuri, dupi
valorile pe care le ia ;.

1% 0 < %g%f\/ﬁ-

In acest caz, (11) di R> 0 pentru orice ay >0, iar in (9) 24i(1+ 2a,) +
+ ay(1 —8a, —4 aj) >0, decim >0, m >0, in care caz (14) spune ci
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relagiile (10) sint verificate, asa ci diu (12) se deduce existenta rddicinilor
my i my. Ori (9) si (7 b) dau

Py(4) = 16(at + ap) ((al P u“i] =0 (15)
si
e ;m' —d = ' [2a}1l —6a) + a(l —8a,—4a})] >0,  (16)
]a
aga cd dacd a, = l — @5 are W = 4 < m, iar dacd a, >—:——-cz1, Al

<< m << m, in care caz (9) di m, = 2 \/m, < iy, respectiv 2 Vm, < m,< m,.

Tabelul 1 Tabelul 2
", ‘ 0 2\/@ ‘ 2 \/mq 7y 0
1(my) — ml . 0 0 ==
f1(my) ' 1:(0) N 0 Ja(my) ‘ 0 N fo(my) 7ooo
 Tabelul 3
my | 2Vm, W, W, oo

Jam) |+ 0—0 4

Jalmy) | 02 fo(imy) e fy(imy) 7 o0

_r 1
Tiaed! ay = |t seare deci tabelele 1 $i 2 (in care j (2Vmy) =

= [o(2Vmy) = 0) iar dacd a, >I — a,, se are tabelele 1 si 3. Ori (9) di

m = 4;1 [2ai(1 + 2a;) + ay(1 — 8a; — 4a}) — @)V Py(a,)]
Doy [ (17)
M = o (20 (1 +2a,) + ay(1 —8a, —4al) 4 (1— 2a) VPy(a,)],
ctt Py (a,) din (11). Tot (9) di
my =Vmgm, my — .\/mg'fﬁ . : (18)

9 — Siudii i cercelédri de matematicad 1/1963
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Se poate deci considera expresia f,(,;) din tabelul 3 ca fiind pe rind
functie de a,, de m, de a, §i dem ; se va insemna cu fy(a,), f,(#), fo(ay,m)
functiile respective, tinind seama cd # din (17) este o functie de @, care se
va insemna cu # (ay). Relatiile (7¢) si (17) dau deci

Sa (M), = fyla,) = Ss(m) = Jo(ay, m) =

ok WA R SN VRS (19)
2 al\/m +'\/442—§— ap 2

Insd (18) d4 :
oo ) _ iy %\/gz Jylm) =0, (21)
m

aii
aga ci
dm 3fy(ay M) _ 8 fylay, m)

4 3 fy (ay, )
) == ATy T .
f‘l( 2 da, + da, 9m da,

B Vin —4 o
Via, 1 apm (ay\m + V day +aim)?

0.

LTabelul 4

1 -
y 3 A A, 25

, : ol
Ja(ay) ‘ hlw) ~ 0 A oo

Se deduce deci tabelul 4 in care

fla) = L~ ) — iR

da; (1 — 4ay)

fin L bat (1 20)VT8g
da,V 2a,

asa ci

‘ (1 — 2a))(1 — 8a,) VT84
0.
So(@) 1a2 (1 — 4a,)? =

Tabelul 5

3 — 1
a ‘ 0 ;—V2 -

fi(@) ’—ao/ Hlz—VE) » o
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a . " 1 . g e
in care caz tabelul 5 di f,;(— — ar.l) < 0, iar tabelul 4 prezintd rddicina
4

Ay = Ay(a)) a functiei Jalas).
Se va considera acum pe f;(a,) din (19) ca functie de 4, si a,, deci
Jalas) = folan, a5), asa ca [fy(ay, Ay(a,)) = 0 (22)
3 fglay, ay)
i Bty —
R S (28)
- da, ag=d,(a,)
Se va mai considera pe f; (a,) din (19) pe rind ca functie de a,, apoi de a, si

m, iar pe m din (17) ca functie de a, ; deci m = m(a)

Jalay) = folay, ap) = fyla) = fia(a,m), (24)

~

tn care caz (20) da
610 (g, ) — 8fs (az, ) —)

t

am am
asa cd
9 fy (ag, ay) = fq(f! )= 3f1o (2, ) @afm (ag, M) i3 8/10 (ay, 1) ta
Aay L day da, am aay
1 e
B A TR ST (25,
2 4 Vm -|-\/4rz-2 + alim da, + aim

Pe de altd parte, conform Iui (21)

af (ay, @)
da,

= fi(d;) >0, (206)

ay=d,

asa cd (23) A4 As (4;) < 0 i tabelul 6, in care

lim A,(a;) = oo. (27)
a0

Tabelul 6

; £l e el 2 : = 1
Relatia (27) se justificd imediat, dacd se tine seama ci dacid a; < 2
tabelul 4, A, > % asa ci (17) di

llm ﬁzL,, = dya) — lim (I-f ’MIM = dy(a;) = OO,
a0 a0
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Daci s-ar avea deci 4,(a;) << M pentru orice a; << o, unde « i M sint numere
pozitive fixate dupi voie, atunci daci @, — 0 expresia din dreapta relafiei

P e
wvHii
“2‘_"4—2("1) &f m

1 : 1 | y : : :
data de (19) ar tinde spre < be cind expresia din stinga ar tinde spre

a, In ———__vm 0 \2[5;;** 4

@ :-Al (a4)

zero, cum se deduce imediat din (17), asa cd relajia de mai sus nu ar avea loc,
impotriva definitiei lui 4,, pentru a; > 0 destul de mic, ceea ce dovedeste
relatia (27).

oo 8 = o Lty = - =

27 ;—\/2 2 dp & e In acest caz se are in (13) a, < 0 i g, > 0.

Se deduce din (11)

Relatiile (15) si (16) se pastreazi®) de;_:i si tabelele 1, 2 si 3.
Tabelul 4 se Inlocuieste cu tabelul 7, in care

Jule) = fu(@) = — /T —6a — day y2a, +

+ In 1 V24, + V1 — Ba, — 40, V2a, |
1/2\/_5@(4 + 2a, + 2V/2ay)

Tabelul 7

1 =
y = —a;  Ay(a) a,

fa) fla) A0 A fula)

e E 1 12 »
PE(Z_“I)J :[7 QiR [ s B 1 0, (2d} . asacd

asa ci Tlay) > —a,
4

Tot (11) da
2af (1 — Bay) _ Gty

—1 4 8a; + 4dai 2

16ad(l — 8ay -+ 1af)
(— 1+ 8a, +4a}) (— 1 + 124, — 4a})

5 V5 - 1 & :
daci V._;_]_ <al<,8 & 1_\/? si

2a}(1 — 6ay) _ 39 ad(l — 2a,)%(1 — 8a;) =
=1 + 8a, £ da? (—1 + 8ay + 4ad)? )
asa ca dacid L —1l<a < -, atundi
7 - & P
ai(l — 6a,) 1+ 2a,
a 9 < g,
ay (@) <27 1+ Bay - da? Yo + 8a; + 4a} (an)

L1 = . o -
Daci T = a, < @, (@), se are in (11) R =0, iar m si m sint pozi-

deci

) —(1 — Gay + 16a}) + 2(1 — 1a,) V2a,

J(ay) = <,

4a}(— 1 + 2y + 2V2ay) V1 — Ga — 40, V2aq

fulw) > fu(5) =0,

ceea ce impreund cu tabelul 5, prezintd rddacina Ay(ay) in tabelul 7. Relatiile
(21), (23) —(26), deci si relatia 4'y(a,) < 0, se pastreazi, aga ca tabelul 6 se
inlocuiegte cu tabelul 8.

Tabelul 8
a gtw %_;
T —3 o ol
AJ%>‘A4;—-JJ N AL

tive pentru ci (29) di in (9), dacéE —1 < a, < %
2
oL 1 ' _
m o m > z—ai‘[%f(l + 2ay) —@(—1 + 84, + 4a3)] >0 (30)‘

(fn Cﬂlel-g—ﬁvrz— = a é% — 1, E.‘Ste evident ci ill (9) '}ﬁ + 'ﬁ_'l. > 0)

_!:
#) Pentru ci (16) se scrie-cu ajutorul lui (29) in cazul h — 1 < ap< _1_ astfel
2 8

wm m 1 5 . 2
- —-|>F[2ﬂl([*6dr1)f'¢$2{—l+8{i1+4ﬂil}]>”,
al

3 =
iar hl'cazul—g— = \/2 L= ? —1 relatia (16) este evidenta,

-
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i ' L 1 N, ;
D W = L 1 acest caz (7,b) dd a, = —. Dacd se ia deci @y = a, =
8 8

my(mi — diny)*

STy (md + 1dmy) + (m} + 2mmy) \/md + 3%m, |

v

Jalmy) = 0,

deci fi(my) < 0, f S(my) >0, asa ci in (7) avem :
fulm) > A@ V) = 0, fylms) > fy(@ Vmg) = 0.

Perechea minimd relativ in raport cu a, este deci in acest caz perechea

Wy = iy = 4
1 2 3
1 1
4°. N < @y = o In acest caz se are in (16) pentru a2>—— —d

wm gé[zam — Gay) —[l ﬁal] (—1 + 84, + W)} =
9 4 4

1 [
= (1 —2a)* (1 —8a) < 0. (31)
if

Relatiile (28), (29), (30) se pastreazd®) asa cd pentru %k a; = a, < ay(a)
raddcinile 7 si m sint pozitive, iar (18), (15) si (31) dau m, < n, < 2 Vm,
(egalitate cind a, =%——al) Aceste doud proprietdti se pistreazd i

in cazurile 5°—10°%%) Tabelele 1, 2 si 3 se inlocuiesc deci respectiv cu
tabelele 9, 10 5i 11, in sensul ¢ daci a, — % —a,, se are tabelele 10 gi 11

(in care f1 \/911.2 == f,(‘? Vm,) = 0), iar dacid a, > — — ay, se are tabelele 9

ay

$111. Dacd a; = (—_, in tabelul 10 7, = 0, fiindcd a, = % =
)

Eg . o . = o 1 + 2‘15"'1
) Cu deosebirea cd (29) ia acum forma @(e;) < 208 ———————— i rezultd din
g 2 —1 4 8a; 4 44}

K 2a}(1 + 2a,) dy + @, 64
relatiile - == -~ 0
— 1+ 8a; + 4a3 2 (— 1+ 8ay +4af) (— 1 + 12a; — 4a3)
2ai(1 4 2ay) aj(l — 2a,)*
gl s~ = — ————— = 0 ddte de. (11},
— 1+ 8ay + 4af {— 1+ 8a; 4 dcfl)2

#¥) Cu deosebire cd in cazul G°, se are my = 0, iar i cazurile 6°—10° relatia 7 -+ m = 0

B 1 a 1
se deduce lastfel: m +m = —— | 2a3(1 + 24;) + - (1 — 8a;p —dad)| =—— (1 — 2a)* = 0,
2a} 2 ! 2

4(:1
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. Tabelul 9 Tabelul 10
my 0wy my 2V m, my |0 7y 2 Jm,
fim) | — 0 +0 — Ji(my) —0  + 0

Jilm) 1 /100) X fi(my) 2 fi(mg) 0 Silmy) 1A0) N fi(my) 7~ 0
Tabelul 11

my |2 \m, o0
Jalmy) |0 7 . ]

Relatiile (7a) si (18) dau
) = fala) — — L VI g \/ LR ()

2 a '\/m + '\/4@2 + ajm i

Daca se considera deci pe f,(m,) din (32) ca o funcfie de a, gi de m, deci
Ji(my) = fis (ay, M), atunci (21) se inlocuieste cu relatia

% 3oy, 1) Via—m e
ofa,) = = = —_— > 33
fialy) da, Viay + am (i + \fTay + afm)® {84

care da tabelul 12 in care

) = fa — )= — LRV g0y T gy
1 day(1 — 4ay) — ba,

aga ci

' (= 2a) (=1 4 84y — 1 & Bg =0
Ju(a) e R

deet fiula) < fiy (%] = {1, iar

fisl@) = ful@) = — i\/—l + 6a, + da,\2a, +

1
+ arctg V=160 +da Vaa
1 — '\/2{11

1 — 66, + 166 — 2(1 — 4a;) V24,
dad(— 1 + 2, + 2 V2a) V= 1 + 6ay + 1) V24,

fis(w) = >0,
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dect fi(a,) > fi. (%) =0, in care caz tabelul 12 prezinti rddicina A:2 -
i

— A, (@)"). Relatiile (22) — (26) se inlocuiesc respectiv cu relatiile
fra(ag) = fro(ar, ay), deci figfay, Hz(“l)) =0

Ffiglay, @)

= da
Aoty —
2( I) afiglay, as)
6“‘2 ﬂ::j:("l}
Ji2(@) = frglay, as) = fio(ay) = [ig(a,, m) (34)

sl a) 1 1 -\/ (4 — i) S0
Aty 2 4 '\/.,,1 4 \/442 + afmi day + aim

) _ gy s

Say  juy=d,(a)

Tabelul 12

1 =
. @y \‘4’—‘“1 Ay dy

Jol@) [ful@) 2 0 A fua)

S 2 1 - = -
(e == In acest caz se are — — a; < ! asa ci relatiile (10)
G ™ 4 2 &

. A : 1
nu mai au loc de la sine pentru orice @, = — — a,.
4

Se deduce din (9)

(1 — 2a)*a] + a,) (20 — ;)

ay — 2a,
Pyffaq — "\ — 94 ; .
2y . By 2 (30)
rr.i + o (1 — 2a) @ - = (1 — 2a,)
ay — 2a,

- o [ = S, roA . w
aga cd dacd a, = 71, se are ;= 24y ——L "% ¢ gy, deci in (10) singurd
= tty
a + E (1 — 2a,)

: sp A g A a =
‘o doua relafie este verificatd (intrucit in cazul a, — “1se are i1, — 0).
) 2

- #) Punetiile Ay(e,) din tabelele 4 517 si :Ii(a,) din tabelul 12 s-au notat in mod, diferit pen-
tru cd sint funetii diferite, fiind respectiv radacinile functiilor obfinute considerind expresiile
faliy) din (19), respectiv fi(i)) din (32) ca functii de Ay,
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Tabelul 13

m |0 2 Vm,
Ji(my) + 0
hm) |A0) A 0

Daei ay = -} — ay, se are deci tabelele 13 si LL (cu fo(2 V) = 0), iar
daci %ual << @y = %, tabelele 14 si 11 (cuf; (0) = 0 in cazul a, = %) .

Tabelul 14

"y ' 0 " 2 \m,

f.’(ml)‘ =

Ji(mq) \fl(O) 2 AlR) S0
Ori (7a) da
J1(0) = fig(ay) = —; {7‘7 *71;—); 0 pentru 5123=>l, (36)

T

SN

iar fu cazul nostru agg%’ = iz . Asadar a(a;) == - . Relatia (11)da le%‘] =
™ H

= (% (1 k2a:1)r>0, asa cﬁ% < 7y

Pentru z‘ < dy = a, se are deci tabelele 9 si 11, dar in locul tabelului

12, tabelul 15. Relatiile (34) se pastreazd si in acest caz, si dau ds(a) < 0,
deci tabelul 16.

Tabeiul 15 Tabelul 716
a, 62—[- A:2 7 a, | EI + e ﬁ e
. I 1 = Lo v =8
Jra(as) 2 Vi 20 2 fis(a) Ay(ay) Az[; = EJ N Az[; = zJ
1

Dat fiind ci (13) da a—z[_;—) — - s¢ deduce din tabelele 7 si 12 ¢ in

tabelele 8 si 16 i
lim jz(i — EJ = lim Jig[é— e EJ =

e—0 3
e>0 el

(37)
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Relafia asociatd relatiei (21) pentru functia /i (a;, @) din (34) este —
conform lui (33) —

3 fglay, @) : V‘i —m
e Ay — — >0,
da, fl ( 2) "/4“2 -+ afi (alvm |- V4az + a¥im)
Se deduce deci din (32) si (34) jlh[i i] = 0 si din expresia de mai sus
a Tui Mo @) i w o at
2 da, '
8 f14(a1, @)
ek D i) = — )
day e 2 S ;é(
Ve il

_aga cd, conform teoremei functiilor implicite se are in tabelul 16

lim A, (— — QJ = - (38)
e=r0 wd w?
80
6° gy = 2 In acest caz pentru a, < — se are tot tabelele 13 gi 11,
TE
respectiv 14 si 11, In  care £,(0) < 0, pentru cd in (36) a, < E:%-
K%

Pentru a, = %1 se are insd tabelele nr, 14 (cu f,(0) = fi(0) = 0, conform

lui (36) si (8)), si 11, asa ci « [%):%.‘Este ugor de constatat ci
kLY .

T

2 1 . : wr 4

perechea (:, —a) astfel determinati este perechea minimi absolut in
kg T

raport cu a,, pentru cid conform lui (36) si (7a) daci (a,, a,) € M, atunci

. G 1 £ . :
oy == 18t dacd a, = it atunci f,(0) =0 si pentru ca f;(m,) = 0 este necesar
ca [i1(0) = 0, deci in (8)
= 4 Tk
£(0) = = m, Vm, (E — a;l} =0,
b w2
asa dar a; éi
e
S-a regaSIt abtfel rezultatul lui Z. Opial
7" = <a1<-A Pentru a, < {;1—, se are tot tabelele 13 si 11, respectiv

1d s J,l, precum si tabelele 17 gi 18, dupd cum a, <% sau a, ‘é%
Tabelul 17 \ Tabelul 18
| 1 1 ay 1 ay
BT, B e 2 4 |0 - B

e [t 202 ) e [ e m0 [
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8° a :%. Relatia (8) da
Js(my) = 1 [mf + 2(4a, —ljfvtzj [— g + Vmi + 16aym,].

Dacd a, < i, se are tabelul 14 (in care 7, este inlocuit cu VY2(1T—4ay)m,),
4

precum si tabelele 11 si 18.
g% ay, L V2. Dacd a; < % 1T g iy 2 % se deduce din (35)
2 2
si din faptul ci pentru a, < % se are af Jr% (1—24,) >0, cd in (10)
singurd relatia intilia este verificatd. Se are deci tabelele nr. 14 (cu my in
loc de m,), nr. 11 si 18. Dacd a, :% +V2, se ajunge la aceasi concluzie,

dacd se fine seamd ca In (11)
R = 4ai(l — 2a;)% [af — (2 a; —1) a,] > 0, pentru a4, < ?
108 & == % +V2. Inacestcaz (13) di @, >0, @, >0, {ar (11)

— = — [ v 12
ay Ay, a, 1— 8ay — 1aj

[ dy 4y — 2 i S = — <0,
12(2] (2 (1 511)) D& 2 2 2 1—12a) 4 4a}

=

aga ¢i 2 < g, Pentru @y < ”;‘ se are deci in (11) R > 0, deci aceeagi con-
cluzie ca in cazul 9°.

Asa dar, o (@) este :

In cazurile 1° 5i 2°, A, (a,) — vdddcina lii [, (ay) dat de (19) gi

(17) (tabelele 1, 3, 4 si 7).

In cazul 3°, —;—

In cazurile 4° i 5°, Ay(ay) — rdddcina lui f(a,) dat de (32) si (17)

(tabelele 9, 11, 12, si 15)

In cazurile 6° —10°, — (tabelele 14, 11, 17, 5i 18)

=2

"Tabelele 6, 8 si 16 si relatiile (37), (38) si (39) se pot rezuma in tabe-
; . _
lul 19. De altfel, faptul ci pentru a, < % se are o (@) >, era evident
‘ T T
50

pentru cd in cazurile 1° si 2° in tabelul 1 si in cazurile 4° si 5° fn tabe-

lul 9 se are f;(0) >0, deci conform lui (36), «(a,) > 1%
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Tabelwl 19
1

_‘la

@, 0 — o0
8 n?
1 il 1
o (611) 00 Ny ? N _n'2 ;r_“

Teorema este deci demonstrati,

3. Se va determina acum ca aplicafie a teoremei stabilite perechea
minimd in raport cu citeva functii simple in sensul definitiei 3.
TEOREMAll%. 11°. Perechea minimd in raport cu funclia fla,, a)) = a, + a,
este perechea (g, —)- :
8 8
2°. Perechea minimd in raport cu funclia fla,, a)) = aa, este lol

1 1
perechea, (E . ?] :

Demonstragie. Daci functia f(a;, a,) este o funcfie crescitoare in raport
cu a,, evident cd perechea minima respectivi se afld printre perechile minime
relativ in raport cu a4, Daci se inseamni deci

folar) = f (ar, a(ay)), (40)
perechea respectivd este deci perechea (a,, «(a,)) pentru care conform lui (39)

Fal@) = min fole) = min| il [, d),

= I
= 0<a, < —
8

1 - - == < # 1
i i e inf 2_/(6{1, Ag(ay)), lniéj{al,;”- (41)
—LayC— =

3 8 x2 x2
1°. Dacd f(a;, ay ) = a; + ay, atunci in (40) fy(a,) are forma Iildg) =
= a; + a(a).
Ori, (23), (25) si (21), respectiv (34) si (33) dau

As(a,) = ——%(aﬁ + Vdagm + aim?)

ﬁi"’r:(ﬂl)

!“2:"13("1]

! (12)
J

= 1 - e
As(a) = — A (aym + Vdagm + aim?)

Asadar, dacd
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se are
! . 1 = Pl
forla)) = 1 — L (g + Viagm + ain?)| l
2 ay=2A.{n,)
’ 1 — Lo — | -9
faalar) = 1 — L (a4 Viagm + any)|
2 g~ Aglay)
Daci s-ar avea pentru un a, = ay : fas(ai) = 0, s-ar deduce din aceastd

relatie si din relatia (19) f,(Ay(a))) = 0, relatia fy,(m*) = 0%), unde
T 2 e R
Jaa(m) = %\/m(m‘— 4) —In m}/“f—
Ori aceasta relatie nu poate avea loc, pentru ci

Fau(m) = =2 \/m_4 2004
4 m

deci pentru m = m* > 4 (conform lui (15) si (16)), fu(m™) > fou (4)
Functia Ay(a,) din tabelul 4 este o funcfie continui in intervalul (0,

0.

o |l
——

pentru ¢d daca se ia un af e‘ (i,u;- oarecare, se deduce din (26) cu a, = @) si
din teorema functiilor implicite cd A,(a;) este continud pentru valoarea
a; = aj.

Se deduce de aici si din (17) ci 2'2(651) este continud in intervalul (U, :—3 ) si
cum nu se anuleazi, péstreazé un semn constant. Ori (17) si (17)
= oo, deci conform lui (43), in intervalul [0, %J fala) <

@0 0=y ()
< 0, in care caz (37), arati ci
: ! — 1 -
inf A =t ‘
: Jay, As(ay)) » (44)°
0<a, < -8-

Daca s-ar avea pentru un a; = af, f, (a})=0, s-ar deduce din aceasta
relatie si din relatia (32) fig(d; (a;) = 0, relatia fo (m*) = 0%%),

fas(m) = -il\/m + arctg VJ—”’

e \

Relatia aceasta iards nu poate avea loc, pentru ci

fés(m) = —‘\/4—"’ <=
e

*) 8- ainsemnat prin 7" valoarea ob{inuti ficind in expresia (17) a lui mi: a, = Aglay).

##) S-a insemnat prin ¥ valoarea obtinutd faciud in expresia (17) a Iui 1 : ay = A,(a,).
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deci pentru 0 << m* < 4 (conform lui (15) si (31))
Jos (M%) = fos(4) = 0.
Se deduce la fel ca pentru functia 4,(a,), ci A,(a,) —in baza ultimei relatii
(34) — este continud in intervalul %, ’—2), in care caz (17) spune ci fo5(a;)
13

este continui in acest interval i cum nu se anuleazi, pistreazi un semn
constant. Ori, (37) si (38) dau

3

A e

9
o —— m= o, Al —
8 x2 x?
1
ay>—
8

2 By : 1 2 ;
asa i fo(a;) creste in intervalul (—, ms], deci
’ ' 8 =

infflay, d(a)) = — (45)

LT

8 x2
2 i 1 . N
Dacid fos(ay) = a; + 5 evident ci

inf f(a],iJ = min fy4(a,) =351 (46)
) e o3 wt
a.:=;r_9' ﬂ'l:;

Se deduce deci din (44), (45), (46) ci in (41) & = a(a,) — % ; ceea ce
dovedeste punctul 1° al teoremei. < i

2° Dacd fla;, ay) = ay ay, dar [y(a) = fla, Ay(a))) = a; Ay(ay),
relatia (42) da

forl@) = Ay(a)) — % (a,m 4 V4agm + atimn?) (47)

L3} :Ain (@)

Relatia (47) for(a) = 0 A5 A, = 2 @* a¥*. Daci se inlocuieste aceastd
expresie a lui 4, in relatia (19), f,(4,) = 0, se are

ay = i e L t (48)
sV Ve v '
g el b e AT
2

Ori, (11) si (17) dau cu valoarea de mai sus a lui @, = A, :
[2m* @y — (m* +2)] (3m* @y +m* —1) = 0.

*) S-a insemnat prin 7% valoarea obfinutd ficind in expresia (17) a, = /};(nl).
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Se deduce de aici §i din (48), f5(*) = 0 sau foo(m*) = 0, unde

oL SV 1 Yok Vi

2 m 4+ 2
il — B i g
fulp) = 2 NP = o, ek New =,
8 m—1 2

Deoarece m* >4 — cum s-a mai amintit si in demonstratia punctului
1% — relatia fog(m*) = 0 nu poate avea loc, iar fIntrucit Jas(m) =

m— 4 = % = v A i
— ;(:r:_l_—z)z ’”m 1 >0, se are fu, (%) > fog(4) = 0, asa ci 11‘1 (47) fos(ay) 20

pentru orice a, 6(0, f;—)

Se constatd ca pentru fy () de la punctul 1° cd fo,(a,) este continui si
: v o A . 1
deci pastreazd un semn constant in intervalul (0, —)-

8
Ori (17) si (47) dan

TS A
< Ag—"" :A‘lz 1—~'— i
ay=A, 4a, 2 a,

2 2

folay) < Ay —Vatind,

pentru @, > 0 destul de mic incit si se aibdi 1 — 84, —4a! >K

(fixat intre 0 si 1) ; cum lim \/£ = oo, se deduce ci j';;(al) < 0, in care caz
3 a, =0 ay

(37) da

. T2 1
inf fla;, Ay(a))) =~ (19)
1 61
a<'31<;‘

Se va insemna acum fy(ay) = fla)) = flay, Ay(a)) = a; Ag(a;), asa cit
(42) da
fanlas) = @) — = (aym + Vaagm + apm?) | (50)

3=y (ay)

Relatia (50) fao(a) = 0 di A, = 2m*ai*). Dacd se Inlocuieste aceastd
expresie a lui 4, in relafia (32), fio(d,) = 0, se are

a, = i 4—%*___ 1 (51)

8 m* A
arctg .\/4 —n )
”—;*

*) S-a insemmat prin m* valoarea obfinutd ficind in expresia (17), a, = z'i_;(rr,).
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Ori, (11) si (17) dau cu valoarea de mai sus a lui a, = ‘,,T2
(127%a, — (% 4 2)) (3#ita, 4 w* —1) — 0.

Se deduce de aici si din (b1) fy,(m*) = 0, sau sau f,(m*) = 0, unde

_/'31(”‘!‘) — _i M _|_ arctg v S 3"

2 m+ 2 it

i
=
N ——e
—
=i}
co
2

8 wm — 1 e
asa ci
¢ 4 —m 4 —m
o1 () = — V <0
2(2 + m)* "
si

dm? — bm -+ 10
8(m — 1)2\/77;{4 — m)

f:;z(m) — = < 0.

Ori, aga cum s-a mai amintit la punctul 1°, m"™ < 4, asa cd pentru
0 <=m* < 4se are fu(m*) > f,;(4) = 0, deci relatia f,(m*) = 0 nu poate
avea loc.
Tabelul 20

|0 g 1 4

S (1) ‘E\ 0N —oo +ooN 0

. - . ~ A ' i
Tabelul 20 prezintd rdddcina m, a lui f,(m), Insd cum fy f Lz 2)—_—
6 4

24—|—31=

<0%), acel tabel dd m, < Daci

Lo \/24 -+ 3m? 4 arctg
6 ; n? +
seinseamnd cu af valoarea lui a;, datd de (51), cind m* = m,, se deduce deci

din (52) a9 = "0 =2 Ori (51) si (53) spun c& singura ridacind a lui f(a,)
T

ar putea fiaf, aga cd f; (a;) £ 0 pentru orice a; e[% . E-,) .
=

SR .
#) Pertrn cd arctg v2————4 O e By & 5\/2" + 3=,
2 8 16

v . o ’ . £
Se constatd ca pentru expresia fy(a) de la pl}nctul 12, cd fy(ay)din (50)
este continud si deci pistreazd un semn constant in acest interval.

Ori, (37) si (38) dau
lim  fy(a ):‘-)1;< lim r’fsu(“l) =

2 2
mr—, <—
e %2

| ro

4

1
aL>—, a1>—
8

2

. ! 1 5
asa cd fy, (a;) creste in intervalul [?, ], in care caz

g
; = 1 =
it fl, Aya) = (51)
=
8 xs
Dacd fala) = ﬁ—‘ evident ca
" 1 . 2 1 w
in f(al, —2] = min fy(a) ==> —. (A1)
—— T L2 b (i4
= ST

Se deduce deci din (49), (54), (55) ciin (41) a, = « (a;) = % , ceea ce dove-

deste punctul 2° al teoremei.
TroruMaA 3. Perechea minimd in raport cu funclia
Nay, a5) = ay +ay
v I |
(m nundr natural) este perechea [—, —|.
8 8
Demonstralie. Daca se inseamnd d = a, —ay, p = ay a,, se deduce a, —

= (—d+ V& F1p), ay= (@ + V& + ip), asa ci

n

e ZC nd?(d” 4 4p)"°  pentru m = 2n (par)

./‘(”’1) “2) =

1
d* + 4p ; ,
|l ¥ g E Conp1d7°(d2 - 4p)n— pentru m = 2n + 1 (impar).

22n

; i 1 o B
Conform teoremei 2, perechea (A, —] este perechea minima in raport
8 8

cu functia p (si evident si in raport cu functia d%), aga cd Intrucit
Jay, ay) consideratd ca o functie de d? si de p este crescitoare in raport cu
fiecare din aceste variabile nenegative, isi va atingeminimul pentru perechea

. N 7 T 4
care realizeazd minimul lor, adicd pentru perechea |—, —|, ceea ce dove-
5 8

deste, teorema.

100 — Studii si cercetdri de matematica 1/1963
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Evident ci teorema aceasta cuprinde ca un caz particular (m = 1)
punctul 1° al teoremei 2.

4. Se vor face citeva observatii referitoare la teorema 1 sila demons-
tratia ei. .

1°. Se va deduce pe altd cale relatia (38) si anume se va tnsemna in
tabelul 15

ct e > 0 i p=g(e) >0.

In acest caz (17) di

=89 =t = Feral )i
4— — a)
2

—{-—-cp[l —g—§+8 (1 +$] a—étszlk(l ‘% +2s]\j1"2,}

e T SE R ST
-16¢4 42 E_; (1 —j:f +:§] +;4;[1 +§J = +2[1 —g)sz 4 453] @

+[1 L2 4(3 —i]s + 462] 92

Ori, in tabelul 15, Ay(a;) < y(a) < M(Mfix), asa ci o < M — -

a

T
pentru 0 < e < e ,in care cazlim e g(<) = 0, aga ci (56) di
72 8 &0
iy = lim 7(e) = — [(* — )2 4 n¥nt —16n2 — 16)gy —  (37)
80

— (r2—4) V(n? — 4 F 22(z* — 1672 | 10)g, + mi(n® — 24n7 I 16)93]
unde @, = lim @(e). Ori, d,(a,) este o functie continui de a, in inter-
e=+0 =

A

valul (i, %), aga cum s-a menfionat in demonstratia teoremei 2, deci
8§ =
. : SE T A s 2 1 % &
si ¢(<) este o functie continud de ¢ in intervalul {O, = —;] ,asa cd dacd se
T

face in (32) a;, = % — &y = iﬁ +¢(2) siapoi ¢ — 0, se obtine ecuatfia
T ™

4 —m, i — 1 1 ! 4 —m )
P o s Y =38
i (;; o= ?n}
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Se constatd cu ajutorul lui (57) ci lim fy(¢,) = 0, asa ci ¢, =
Po+0
= lim ¢(z) = 0, de unde se deduce relatia (38) in chestiune.
=0
2°. Functiile fi(ay) $i fi5(a,) date de (17), (19) si (32) au fost definite
respectiv pentru a, < Eg.i a > %. Daci se face in aceste expresii @, = i

¢

se obtin functiile

) Vi— 8ay + 3 V(1 — Bay)(1 -+ 56ay)
Vs — 8a, + 3 V(T — Bag)(1 + 56ay) + V5 + 248a, + 3 V(1 — 8ag)(1 + 56a,)

+In E (V1 —8a, + 3 V(T — 8a;) (X T 56a,) +

L vg_s% + 3 \/ﬁﬁmf‘“_a)”

si
o *4V——1+SaE—I—B‘VU—Saz)(lJrﬁﬁnz) i
Vo — 8ay — 3 V(L = 8a(1 + 56ay) -+ V5 + 2186, — 3 VIT— Bay (1  omy
5 — 8a, — 3 V(I — 8a,)(1 + 56ay)
care se anuleazi pentru a, = i .
8

3°. Se va dovedi ci in tabelul 19, « (3 _\/g] <L In acest scop se
2 1

va deduce din (19) si (17) pentru a, = % = f%%) = b ity e

i [\/—;(9 +ﬁ\/§—[— 3 \/ﬂ;"l‘-?\/l—ﬁ) e
+\/§(7+6V2+3V5+2V17}J:.
= V2 6VE Sy 4oy — Y T 8YE T Yo,

Daci se ia pentrli \/2—, ﬁ \/ﬁ respectiv valorile 1, 414, 2,236,3,162,
seare x; >In (V15,258 +V14958) > In (3,00 + 377) — In 7.67 >
2,3 logy, 7,67. .

_ Dacd se ia in expresia Iui v, in fintlia ridicini suprapusid pentru
V2, V5, 1o, respectiv valorile 1,42, 2, 24, 3,17, iar i1 a doua rt&dicini
suprapusd valorile adoptate in estimarea Iui x,, se are Xy < 4,06—253 =

”‘2“3”* > logy, 7,67 —%‘ = 0,884 —0,883 > 0.

=203, asa ci
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Asadar f, [i} > (), in care caz tabelul 4 di in tabelul 19, « (3 —\/ J ==
2
i AN
= A= —V2| < —.
[2 V ] = cf

5. Se va observa in incheiere ca tabelul 19 spune cd pentru orice ¢, =
= 2 _ e - I
=0 =, perechea (a;, « (#,)) minimi relativ in raport cu g, este §i minima
= 2 >

relativ in raport cu gy, pentru ¢ perechea (a;, « (a;)) cu ¢y < a; nu mai apar-
tine multimii #, dat fiind cd a(a) < «(a).

Asadar perechea minima relativ in raport cu @, pentru un a, dat, este
perechea (B(ay), a,), unde B(a,) este funcfia inversid functiei o (4;), adicd
ridicina ecuatiei in necunoscuta a, :a, = «(a;); conform aceluiagi tabel 19,

aceastd rddicind este determinatd in mod unic pentru orice a, = ! i varia-
et

tia ei este datd de tabelul 21, iar conform relatiilor A_é(al) < 0 si Al (&) < 6%);

functia B(a,) este derivabild cu p'(a,) =

=—— <0
w(e)  o(Blay)

Tabelul 21 &
o 1
a2 = ? o0
2 1
Blag) = >~ — N O
o1 8

Agadar s-a demonstrat cu aceasta

TrorEMA 4. Perechea minimd relativ in raport cu ay este (P(ay), a,) unde
: ; el .
functia B(ay) se defineste astfel : Dam—zgag <1§, atunci  ((a,) este rddd-
T

v
cina ecuatier fos(a,) = 0, unde funclia fy(ay) este expresia fip(as) din enunlul
teor ‘mei 1, privitd ca functie de a,**).

. 1 : 1 , 1 .
Dacd a, = - atunci B(a,) = Dacd a, > Y atunci [ (ay) este rdadd-

cina ccuatier fyo(ay) =0, unde fyo(a,) este expresia fi(a,) din enuntul teoremei
1. Functia B(a,) este descrescdloare si lim B(a,) =
ay—+x
Intructt in tabelul 21, lim B(a,) = 0, se confirmi din nou faptul ci
[ -]

A 4 2 ~ e 2 o A -
in cazul lui @; nu existd o pereche minima absolut in raport cu aceastd
variabila.

*) Scrise respectiv dupd relatiile (26) si (36).
W . 1 =
) Pentruclidack — €y < - o @y = wfa), tabelul 16 dx ala) = dyfay), deci @y =

= A,(Blay) ; asadar (34) i fig(Bla)) = figlBlay), Ay(Blan)] = 0, intrucit fglay, Aylay)) = 0.
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O HEPABEHCTBE JIE JIS BAJIE [TIYCEHA B CJIYUAE
JIMOOEPEHLIMAIBHBIX YPABHEHMF BTOPOTO TOPSIAKA

KPATKOE COHLEPIKAHHE

B 3r0if 3aMerke OMPEACHAIOTCS MIHHMAJLHbIE SJCMCHTH (B CMBbICTe
onpejenenuii u3 mepeoro mnapanpaga) Muoxecrsa A Koropoe Onpesic-
JIFeTCH  CAeyIouHM 06pasom

PaccvotpuM MHOMKecTBO ypashenuii (&) Brxa

(B): " +hn)y +plx)y =0

rae pi(x) (f =1,2)

npoberaorT MHOXKEeCTBO (DYHKLMA HeNpepbBHEIX B 3d1aHHOM HHTEpBa/C
[0, 7]. OtHoCHTeILHO 3aiaHHoro ypaBuennst (£) u3s & o6o3nauaercs uepes
Jop  MHOMECTBO TOJOMKHTEIRHBIX uncesa h, oB1agzalouHx Tem CBOIHCTBOM, UTO
CYLLECTBYET MO MeHblueil Mepe ONHH HeTOXKACCTBEHHO HYJICBOH HHTErpal

ypasuenust (E), kortopeiii ofpamaercst B8 uy/ib nupn X =0 1 ¥ = h, Emge
ofo3HadacTcs
mi = max |pi(x)| (@ =1, 2).
YETOH]

MiomeeTso A SBJISETCS  MHOMECTBOM Tap  NOJOMKHTENbHBLY  uHces
ty, @y, 06JNAI0MNX TeM CBOHCTBOM, UTO COOTHOLICHHE 1 = a,mh + aymyh
BepHO JUIS JOGHIX /i €46, W moboro ypasuenus (E) us 6.

B caygae onpeneneHus 3 paccMatpuBaoTcs Jyist (PYHKIHH fla;, ap)
TPH TMPOCTBIX YACTHLIX BHJA.

SUR LINEGALITE DE DE LA VALLEE POUSSIN DANS LE CAS DES
FQUATIONS DIFFERENTIELLES DU DEUXIEME ORDRE

RIESUME

Dans cette note on détermine les éléments minimes — dans le sens des
définitions données au § 1 —de I'ensemble _# que T'on définit de la fagon
suivante :

On considére I'ensemble & des équations (E) de la forme

: (E): 9"+ pa(w)y + Pa(x)y =0

oft pi(x) (i = 1,2) parcourent I'ensemble des fonctions continues sur un in-
tervalle [0,/] donné. Concernant une équation donnée (E) de & on désigne
par JOp ensemble des nombres positifs, qui possedent la propriété qu'il

f

existe au moins une intégrale non identiquement nulle de 1'équation (E),
qui s’annule pour ¥ = 0 et x = k. On pose également

m; = max |pi(x)| (¢ =1,2).
NE[0,1]

T
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Iensemble /) est I'ensemble des paires de nombres positifs (a,, a,)
qui ont la propriété que la relation

1L =aymh 4 aymh?

a lieu poﬁr n’importe quel b €H, et pour toute équation (E) de &.

Dans la cas de la définition 3, on considére pour la fonction PR
trois formes simples particuliéres.
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