ASUPRA EVALUARII SOLUTIILOR PROBLEMELOR
DE CONTUR PENTRU UNELE TIPURI DE ECUATII
INTEGRO-DIFERENTIALE CU DERIVATE PARTIALE

DE
D. MANGERON
(Tasi)

1. Intr-o serie de lucriiri anterioare [1]—[4], bazate pe o noui clasi

de probleme de contur de tip neeliptic de ordin superior, formulate si rezol-

vate in parte de autor si continuate apoi cu succes si de alfi cercetitori
[6]—[10], autorul a studiat, singur sau in colaborare cu L. E. Krivo -
sein [11]—[13], un vast sir de probleme de contur pentru ecuafii inte-
gro-diferentfiale cu derivate parfiale sau cu ,,derivate totale”, care consti-
tuie scheme matematice a numeroaselor fenomene de fizici si tehnicd
modernd, cum sint, de exemplu, unele fenomene nucleare sau de transport
de substantd [14]—[15].

n cele ce urmeazi se dau evaludri aposteriorice si apriorice pentru
solutiile problemelor de contur

[Du(x, 9),_, = 2,(3);  [Dwlx, 9)],, = ¥'(x) (1)
(=01, ..., k—1)
$i ' ‘
W(A) [pr = (%, %) 5 D'u(d) g = (%, ) (2)
_[r=a cLyLd . .
I‘Rlz{y:c’ i e ! E=1,2 ..., k—1)

pentru ecuafii cu derivate parfiale integro-diferentiale

0 a iti, .1,
Dru(d) + X ¥ Y 7, (4) 2
i=k—1 j=k—1 % B%ta,\’J
& 2 a"+"u(b’) '
— H(A) + 7\55 S S K (482 8 45 (3)
5i 7 0= 7 ak'an’
0 0 47
Du(d) + 5 % 7yl ) —
i1 j—k—1 ax'ay’!
k k
:MHwSZmemaﬂ“w (4)
A= g=0 e aktam!

18 — Studii si cercetiri de matematicd I1/1963.
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in care Du(4) = ai:'v— este derivata totald in sensul lni M. Picomne
[16], [17)]
3 u(d) _ o™ ulx, » 3wy _ a"tug )
ax'ayt ax'ayl ‘—aa"anj ) sEianl
HA) =z 9), K, (4, B)=1K (s 3E 1),

2,(9), b(%), 7, (A) = 7. (%, ), (% ¥), w2, ¥)

sint functii continue cunoscute pentru toate valorile variabilelor (x, &) €
€la,b], (v, n) €le,d]; R = [a, b] X [c, @] este un dreptunghi, u(4)=
= u(x, y) este funcfia necunoscuta A este un parametru, % un numér
intreg si pozitiv. Cel putin una din functiile K (4, B) nu este identic nula
daca

(), Enlel={a<ELrLb; e <Ly d},
sau {(x, y), (€, 1)} € R — T. Functiile K¥(A4, B) sint presupuse de ase-

menea cunoscute si definite in 7.

2. Cautind solufia problemei de contur (2), (3) sub forma

w(d) = m(d) + )\SS M(A, B)u(B)dB, (5)
in care v(4) este noua funcfie necunoscuta, determinata prin relafia
ko 8 Hiu(B) 0 0 a" i)
v(A QSS — = R e 6
(4) =E = ak'an’ i—k—1 g‘zgil ”( ) ax'ay! (6)

w(A) este o functie cunoscutd ce satisface condifiile pe contur neomogene
(2), si functia M(A4, B), notatd astfel in urma lucrdrilor autorului [18],
[19], de catre M. Salvadori [20], este definitd dupd cum urmeazi

Mx, v, 8 1) =

o ) —c)(d— et
[(#—a)(b—E)(y _‘N“[ ull P el pet
((b—a) (d—e)* Yk —1)12

el _ LE = [y — ¢ i
{(( ) (b — E)] s C)k l} (v )d — 1) . A2E >, (7)

(& — )=l (d — ::)k—l(k —1)!

) k=1 - k=1
[y — )@= | [ R N i
{ y (;_ s 7) } e = e E, ¥y>1

I — a) (b — E)*~ _ Y — o) (@ — o)1 gyt L
{——~——"‘ e ‘}{”y e } x>k ¥,
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se obtine, substituind (5) in relatia (6),
2(d) = w(d) + )\SS E(A, B)u(B)dB, (8)

in care w(4) si E(4, B) sint functii cunoscute pentru toti (4, B) ¢ R.
a) Dacd sint satisfacute conditiile

_ E(4, B)>0, o(d) >0, 2>0 )
i _
l, = 1 — max SS A E(A, B) dB >0, (10)
Q

in care ) = {0 < A < ) ; R}, atunci in domeniul ( are loc evaluarea

| D*u(d)! < | DPw,(4)] HS\ IDA(M(A, B)] - [U{B) —u(B)]dB,  (11)

(p=01,..., k—2),
w,(A4) fiind egal fie cu u,(4), sau cu U,(4), in care

mu (A) = =(d) + J\SS M(A, B)[v)(B) — ﬁ%(ﬁ, N1dB = u(d),  (12)
R 0

—»oo

lim U,(4) = =(d) + "SS M(A, B)[w,(B) — § B,(B, N)]dB = u(d),  (13)

i-+0o R 0
Uo(A4) si wy(Ad) sint functiuni cunoscute alese astfel ca si fie indeplinite
inegalititile

29(4) — A SS E(A, B) vy(B) dB — w(A) = ay(4, 1) < 0, (14)

R

wy(A) — mﬁ E(A, B) w,(B) dB — w(A) = By(4, 1) >0 (15)

prin care se asigurd limitarile
%(d) <v(d) <wy(d), A4 eR, (16)

ar G:P(..A, A) :;1 _BP(A, A) sint deviatii de ordin p ce se obtin ca urmare a sub-
tituirii functiilor

0p(A) = 0(d) — ¥, o, (4, ) (17)
i % |
() = w(d) — 5. B4, ), (1%)

respectiv in ecuafia (8).
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Obssrmﬁ'e. Rezultatul obfinut, punind in evidentd valabilitatea ine-
galitatilor

9,(d) <v(d) L w(d) (AeR i=12 ... (19)

si asigurind, pe baza conditiilor (10) convergenta absolutd si uniformi
a succesiunilor

{v(A)}y st {w(d))y

citre funcpla v(4), poate fi studiat mai in detaliu si din punct de vedere

al restului, in ordinea de idei a vastei lucriri recente asupra restului in

unele formule de aproximare ale analizei, elaborati de T. Popoviciu
217

b) Fie in
E\4, B)=E(4, B) — E,(4, B), : (20)
in care [Ey(d, B)| < ¢ pentru toti (4, B) € R, este astfel incit s-a putut
determina nucleul rezolvant Q(4, B, 2) corespunzitor nucleului E,(4, B)

si relativ la ecuafia analogid ecuatxel (8). In acest caz consuieram drept
functii .apropiate de functiile »(4) si u(4), respectiv, functiile

3(4) = o(d) + 1“ (4, B, No(B)dB = J(4, 1), (21)
w(d) = () + 2§ b4, BB, 2as. (22)

Decalajul dintre membrii din dreapta ai ecuatiilor (5) si (22) poate fi
evaluat in modul urmitor : i

o) — o) — A§§ (B4, Byo(B) — By, B 1B —

R

= ASS{El(A, B)[9(B) — v(B)] + E,(4, B)o(B)}dB. (23)
R .

De aici se giseste

o(d) — o) = W\ By, BuByas + 22{{ o, B, nas,
_ 1)

]

(S EB, 0ierac = (( 44, B, wo(s)as. (24)

R
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Prin urmare, dacd E,(4, B) este aleasd in aga fel ca si aibid loc inegali-
tatea

lo=1—max({ B4, B, njaB >0, - (25)
Q

R
atunci din (24) se obtine

max |v(4d) < S |(A)]| : = T (26)

Prin urmare, sint valabile urmétoarele evaludri aposteriorice

0(4) — o(d) | < <§ 1AE(4, B, ) 1dB = <d(4, %), (27)
ju(d) —ud)| < \§ 120004, B)ja(B, 3)~aB, (28)
| D* w(d)| < D*u(d)| + TSS' AD* M(A, B)|d(B, »)dB (29)

(p=0,1,....,k—2; (4, A € Q),

similare cu evaluarea (18) pentru derivatele totale de diferite ordine
u(d) (p =0,1, ...,k —2) in sensul lui Picone.

3. S4 deducem, in cele ce urmeazi, evaluiri apriorice ale solufiei
problemei (1), (4). n acest scop problema de contur (1), (4) se reduce
la un sistem de ecua}ii ‘integrale de tip Volterra [22]. Solufia problemei
ciutate se construieste sub forma

w(A) = O(4) + ;\SS N(4, B)o(B)dB, (30)
T

in care ®(4) si N(4, B) se determina prin conditiile

D'O(4) = j(4), [D'O(A)],_, = ¢(y), [D'O(A)],_, = §;(%),  (31)
6=0,1,...,k—1)
N4, B)=[(x — &y —nI": (& — 1), (32)

iar funcfia »(A4) (noua functie necunoscutd) este datd prin relatia

kK 0 i+i
SSZ Y K (4, B)? o) aB — 2 Y. » (4)92?@7- (33)

i=0 j=0 8t am’ M i ar ay

Ili

T
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Inlocuind in membrul din dreapta din (33), functiile () si (B) pe baza
formulei (30), se obtine ecuafia integrald

vw(d) — hss K(A, Byy(B) dB = F(4, ), (34)
T
in care K(4, B), FF(4, \) sint f 1:11 continue cunoscute, iar v(4) este
funcfia necunoscuti si o < x, ELb; e Ly, 1< d.
Din (34) rezultd
~ o1 K(4, B |w(BaB < | Fa), (39)
T
in care w(d) = |v(4 )l & = | A|. Integrind (35) in raport cu primul argu-
ment intre limitele a si x, se obfine P
S@tydt yﬁg ) tdt + uae| K, v, B) | wB)aB=
a a @ (36)
=¥(4, 2 + p SS Z(4, Byw(B)dB < ke, (%) + phycy(x) gSw(B)dB,
5 T

in care &, si k, sint constante cunoscute, ¢,(%) si cy(#) sint funcfii cunoscute
si a<x£<b CZ W <l c()>0 (=10 2).
Din (36) avem

d,[men(a) + gkzcz(x)sgw(B] a5]

z < kopca(%). (37)
kyy (%) + gkzcz{x} SS w(B)dR
i o

De aici se deduce
nffey(s) + wha(n) 0 (B)aB] <o (he ()] + kpen(x)(y — 8). (39)
T
Prin urmare, avem pentru tofi a < x < b, c < v L d:

(e, )t < hyey(x) explrypen(e)y — )1, (39)

a

Folosind inegalitatea (39), se obfine urmitoarea evaluare apriorici
a solutiei problemei considerate

a1+'?u(A) aH’j@
ax'ayi ax'ay’
TN, B ] 40
+ ol — )| EENED ) - explhue@n —nia, U0
T

<r<b; eLy<Ld; 0L, <k—1
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¥

Observafii. Fyvaluarea integraleis w(x, {)di poate fi ficuti uvrmind

aceeasi cale ca si cea folositd pentru e‘valuarea integralei aflatd in membrul
din stinga al ecuatiei (36). Fie

v

§wt, 0dt < ros(y) exp (npon(y)(x — ), 1)

G

@e<x<h; e Ly<d)

in care o(y) >0, oy(y) >0; 7; >0 (=1, 2) sint mirimi cunoscute.
Atunci, folosind inegalitatea (41), se obtine

aH'ju(A) aHle)(A)

ax'ay’! ax'ay’
i 1+J A,B 42
tunte— 1) | SINED ) exp (e — aldedy ()

faLxLb eLy<Ld; £,.7=0,1,...%k-1).
Tinind seama de inegalititile (40) si (42), se poate stabili urmdtoarea eva-
luare aprioricd

2 m(4)

i1 i
2D < | R i — DAL, ), (43)
av ay ar ay :
in care
( i
A4, ) = inf {klﬂy ATRAD o(e) exp [hua(e) (1 — ) I4B
' ' (44)

,,ISS w oy(n) exp [rypoy(n) (E — a)]dB},
ax'ay’

Q={a<r b, »<y<d; 0 <pL iyl

Fvaludri mai simple, dar in schimb mai putin precise, se obfin dacid
in locul functiilor ¢;(x), ¢y(%), oy(v), oy(y) se introduc pentru toti a < % <0,
¢ L y < d, marginile lor superioare. Astfel, de exemplu; dacd ne folosim
de inegalitatea

ot it < K, + ui,\Jw(B)aB, (45)
a T

<2Lb; ey a,
in care K; >0 si £, > 0 sint constante cunoscute, atunci

(e, y)at < Kyexp (uoly — 0)1, (46)
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K, fiind de asemenea o mirime cunoscuti. Folosind inegalitatea (46
_ > g a , se
obfine urméitoarea evaluare

() | < [OA) |+ ulk — 1K, \\N(4, B) exp [ukyn — 0)1aB  (@41)

T
(4, p) € Q.

In mod analog se construieste evaluarea

|u(d) | < | O(A) ]| + wlk — 1)P, SS N(A, B) exp [uPy(f — a)]dB,  (48)

(B =0,Py >0 (4, 2) € Q)

i+
a__:t(_z;l) din (43), se obtin

_ ax'3y’
gi evaludri corespunzitoare acestui caz mai pufin restrictiv.

$i, analog cu constructia evalulrilor pentru

4. Rezultatele obfinute relative la constructia evaludrilor apriorice
pot fi generalizate la ecuafii integrale si integro-diferentiale relative la
domenii , hiperdreptunghiulare”, adici corespunzitoare la un numir de
dimensiuni mai mare decit 2. '

Intr-una din notele urméitoare vom adinci unele laturi ale metodelor
de rezolvare a problemelor de contur pentru o noud clasi de ecuatii inte-
gro-diferenfiale liniare finind seama de unele rezultate cu totul recente
obtinute de L. E. Krivosein-Ta. V. Bikov [23] si S. Vasi-
lache [24], precum gi de datele obfinute intr-un vast studiu al autorului
in colaborare cu L. E. Krivosgein, inserat in , Rendiconti del Semi-
nario Matematico dell'Universita di Padova’ [25.]

OLHEHHA PEHIEHUNA M'PAHUYHBIX BAJAY OTHOCAIIMXCH K
HEROTOPBIM HRJIACCAM MWHTETPO-AU®®EPEHITUAJLHBLIX
VPABHEHUI C YACTHBIMU ITPOU3BOJHBIMU

KPATKOE COJIEP)XAHHWE

B papge npepsipymux pabor [1] — [4], OCHOBaHHHIX HA HOBOM
Knacce 'PaHMYHBIX BaZay HENIIMITHYECKOTO THIIA BBICIIET0 HOpAAKA, (op-
MYJUPOBAHHEIX H YaCTHYHO DPEIIeHHBIX aBTOPOM U BCTPEYEHHBIX ¢ UHTE-
pecom apyruvum mceaenoBarenamu [5] — [10], asrop wucciemoBan cam e
nim B corpypanyecrse ¢ JI. E. Kpusomennsm [11]— [13], o6mmpayio cepuio
TPABMYHBIX 8aj1ay Ui uETErpo-InddepenMIATEHEX ypaBHEHUil ¢ 9aCTHEIMI
OPOMBBO/IHEIME WM 7K€ ¢, MIOJHEIMI HPOW3BOJHEIME TIPEjCTaBIAI0AMY
onpeneNEHHLIT WHTEPEC H LIS HEKOTOPHX HpaKTHyecKuX upobmem [14] —

157.
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B HacTosmeili 3aMeTHe YCTAHABINBACTCA HEKOTOPOE KOJIMYECTBO aloc-
TEPUOPHHIX M AaNPHOPHBIX OLEHOK pemeHnii rpammYueix 3sajay (1), (2)
naa uaTerpo-Anfpepennnanbubix ypasmennit (3) m (4), rae Du(d) =

__ dux9) I ;
= ———== — JII0JHad B CMBbICTE HHOHe HpOHBBOHHElﬂ IIG[!BOI‘(} HOpﬂI[H(l
ax 8y
[16], [17].
dua _ aHu@my  awB) _ duEq) |
aray)  aray’ | ablan’ atian’

I‘(A) = f(xry): ng(Ar B) = -K,-j(x- &y, Es "’]):
e,(3), b(%), 7,(4) =7,(% 5), wolx ), w (% )

—  uSBECTHLIe HENpepbiBHEE (YHKNMM YA BeeX BHAYeHUIl IEepeMEeHHBIX
(x, £) € [a, b], (¥, ) € [c, d]; R = [a, b] X [¢, d] — UpAMOYroJIBHMUK,
w(A) = u(x, y) — unckomas, QyHKIHA, A — HapaMmeTp M & Tiea0e I0J0HI-
TEILHOE YHCIO0.

Touroii ornpasileHNA HCCIEIyeMOil 3ajladyul CIyKUT IpeiBapuTelbHoe
upeAcTaBieHue pemeHnA 3apaunm (2), (3) B Buje (D), mpHYEM HOBAA UCKO-
man (Gymruna Beipamena B sujie (6), uspecrnas gymwnus n(4) yrosnerso-
paer yexosusm (2), a yuxnua M(4, B) ompenenena (7).

ckoMble OTeHKM HpeicTaBIeHsl ycraHomienusivi Gopmymamm (11),
(27) — (29), (40) u np. _

Crarhsi 3aKapumBaercA yKasaHNAMH HA HeKoropele o0o00menus 1o-
JydeHHHX pe3yusraro, [19], [23], koropsie usjiarawTcAs B pAe APYrux
BaMeTor camoro asropa mam e B corpypnudecrse ¢ JI. E. Kpusomennnmv.

SUR L’EVALUATION DES SOLUTIONS DES PROBLEMES A LA
FRONTIERE RELATIFS A CERTAINES CLASSES D'EQUATIONS
INTEGRO-DIFFERENTIELLES AUX DERIVEES PARTIELLES

RESUME

Dans une série de travaux antérieurs qui prennent leur point de départ
dans I’étude d’une nouvelle classe de problémes a la frontiére de type
non-elliptique d’ordre supérieur [1]—[4]; [11]—[13], T'auteur, seul ou
bien en collaboration avec le professeur L. E. Krivochéine, a établi toute
une suite de résultats relatifs aux problémes a la frontiére pour les équa-
tions intégro-différentielles aux dérivées partielles ou aux dérivées totales.
Tous ces problémes, bien posés au sens de M. J. Hadamard et déja parti-
ellement résolus, tout en constituant des schémas mathématiques de nom-
breux phénoménes physiques ou de la science de I'ingénieur, tels certains
phénomeénes nucléaires ou bien de transfert des masses, sont poursuivis
maintenant avec succés aussi par d’autres chercheurs [6]—[10]; [14],

[15].
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_On établit dans cette note nombre d’évaluations apostérioriques et
aprioriques relatives aux solutions des problémes a la frontiére (1) et (2)
pour les équations intégro-différentielles aux dérivées partielles (3) et (4),

2 &y oy ]
oit Du(A) Ew est la dérivée totale dans le sens de M. Picone

ax ay
[16], 12 Bl

Ftu) _ a'Yu(ry) aHuwB) _ aitiuE g |

ar'ay T af‘f"a""i { aE"aﬂ" = ai"an" =)

(), (%), 7y(d) =rx ), wlr, y), wix, )

(4) = f(x,5), K4, B)= K%, &, =),

sont des fonctions connues continues pour toutes les valeursdes variables
(%, &) € [a, D], (¥, ) € [¢,d]; R =[a, b]X[c, d] est un rectangle, u(A) =
= u(x, y) est la fonction inconnue, X\ est un paramétre et £ est un nombre
naturel arbitraire. '

Le point de départ du probléme posé et résolu consiste dans la recher-
che de la solution du probléme (2), (3) sous la forme (5), o la nouvelle
fonction inconnue est donnée sous la forme (6), tandis que la fonction
connue w(4) satisfait aux conditions (2) et la fonction M(A, B) est définie
par (7). I’évaluation cherchée s’exprime par (11), ou bien par (27)—(29)
(40) et d’autres encore. L'article s’achéve par nombre d’indication con-
cernant quelques autres travaux dans le méme ordre d’idées, rédigés soit
pl?f_l’aUteur seul soit en collaboration avec le professeur I,. B. Krivo-
chéine,
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