ASUPRA DEZVOLTARII IN SERIE INTREAGA
A INVERSET UNUI POLINOM

DE
NICOLAE GHIRCOIASIU

Comunicare prezentutd in sedinfa din 7 iulie 1950 a Filialei Cluj
a Academiei R.P.R.

Ne propunem sa dam citeva rezultate ce privese problema determi-
narii conditiilor necesare si suficiente pentru ca dezvoltarea in serie
intreagd a inversei unui polinom cu coeficienti reali, si aibd toti coefi-
clentii pozitivi.

Djupa cunostinta noastra, singura problemi inruditd rezolvati se dato-
reste d-lui Paul Lévy (7), care se ocupa cu dezvoltarea in serie intreagi

a lui ePfx} , P(z) tiind un polinom cu coeficienti reali. Asa precum arati
autorul in aceastd lucrare, asemenea rezultate isi au aplicatia lor in Cal-
culul Probabilitatilor.

Lucrarea de fatd a pornit de la problema Nr. 4698 din Gazeta Mate-
maticd Bucuresti, vol. 41 (1935), propusi de Prof. T. Popoviciu si a cdrei
rezolvare se gaseste datd ca o aplicatie la paragraful 8.

In prima parte a acestei lucrari vom da citeva teoreme generale, care
ne vor servi mereu, precum si o teoremi referitoare la polinoamele cu
toate radacinile reale. In partea .2 doua vom da rezultate referitoare la
polinoamele de gradul 3 si 4 cu doud radicini complexe, iar in ultima
parte diverse proprietati referitoare la sectiunile seriilor considerate.

In tot cursul lucrdrii vom presupune ci polinoamele considerate au
toti coeficientii reali si termenul liber egal cu unu.

1,

1. Incepem prin a reaminti o teoremd cunoscutd din teoria functiilor
de variabilda complexd, care va fi fundamentald in toata lucrarea. Aceasta
este:

O serie de puteri, cu raza de convergenid R si cu coeficienfi nenega-
tivi, nu se poate prelungi pe raza punctului R, dincolo de acesta. (2).
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b2

Rezultd de aici, e¢i unul din punctele singulare ale seriei, cu cel mal
mic modul, este R si deci conditia mecesard, dar nu §i suficientd, pentru
ca o serie de puteri sd aibd coeficientii nenegalivi, este ca wnul din punc-
lele ei singulare cu cel mai mic modul sd fie pogitiv. Vom nota pe viitor
aceastid conditie necesard prin condifia N. Cum noi avem de a face cu
inverse de polinoame, punctele singulare sint riddcinile polinomului.

2. Avem apoi teorema
i dezvoltarea in serie intreagd

1 i
< =1+tngzt T (”"H l) (0% A AR
(1—a,x)(l—ayx) ... (1—anx) r

unde o, @y, ..., @, sint reali, avem neegalitatile

Prpy < Gor. Qa2 r=0,1,2...

de unde rezultd g, = O. .
Neegalitatea dintre trei coeficienti consecutivi oarecari este cunoscuta,

dar numai penfru cazul cind a;, @y,..., @y sint pozitivi (5), (11). Demon-

stratia, in cazul nostru, este analoed cu cea din cartea citata si anume,

coeficientii g se pot scrie:

gy=(n—1)! “f T E(ﬂﬂ?] +ayxy + o v+ Fagxn) dryday .. dep—i
unde z,=1—2 —%y— .- —&p_1 si domeniul de integrare este definit
de 2, >0,2,>0,...,2,> 0. Aplicind neegalitatea lui Buniakowski (3) —
schwarz (12), pentru integrale multiple, functiilor.
=l Al
‘f—'*([ﬁ e —!‘ a2 Sl ‘1‘01;3:11) 2 3 _Q’;'({I]-'El +a2$g+ (N (;'”.T:H) 2

rezulta
2

UE j(dlxl e e d:r,,_l} <
ff j.(al..n ik Y=t day ey ff j(n,rcl—}----—kn”x,,)"' oy . adixy

care nu este altceva decit relatia

¢ << Gu—1Qmtt » M=l Dk
Functiile f si g trebuie si fie reale; dar a,, 4 o Xy + ... + @z, poate
lua si valori negative, prin urmare, relatia de mai sus nu este adevarata
h e [ By T P e
in care caz numerele 2— si 72i;smt intregi si
39

decit pentru m impar,
deci avem

2

Qg1 < Qor Qort2 » =0, 1, 2 .

Pentru r =0, avem g¢,2<gq, deci g, =0, pentru r—=1 avem g, < @54y
dect ¢, >0, s.a.m.d., rezultd g, > O, deci cd toti coeficlientii de rang
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par sint pozitivi. Observam ca acest lueru este adevarat numai cind nume-
rele a; sint presupuse reale.

3. In baza teoremelor de mai sus, rezulta ci
) Fiind dalt un polinom P (x), cu toale raddcinile reale $i cu radd-
cina cea mai micd in modul poziltiv, dezvollarea in serie inireagd

1 |
= i e TG T T e el B PTG T ey ey ?'cz:f... Bl 4
Plx) (1—ax)(1—ayx)...(l—a.x) P TP Tonx" (1)
are tqg&a‘ coeficientii pogzitivi, incepind de la un rang k suficient de 'mare.
Sa presupunem cd a, > O este cel mai mare in modul dintre nume-
Conditia N este atunci indeplinifa, flindca _], este rédacina lui
- . . - {.,l
P{..T,’) cu_ cel mai mic modul, deci dezvoltarea de mai sus poate avea
toti coeficientii pozitivi, Coeficientul p; este functia simetricd si omogena
de gradul i

rele a;

i s
P rz atax ... al

suma extinzindu-se la toate valorile infregi nenegative ale indicilor
iy, Iy,...,0, asa ca { +4d,+...+1i, =4 Deci el poate Ii considerat ca
un polinom de gradul { in raport cu a,. Avem afunci
lim P _ lim G —a; >0
i+% i o) gi'—l Fi.?ariﬁ;’_l_ 1 U.
C-‘um din doi coeficienti consecutivi, unul (cel de rang par) este pozitiv
s1 cum limita de mai sus este pozitiva, rezultd ca de la un rang, I, sufi-
cient de mare, foti coeficientii dezvoltarii (1) veor fi pozitivi. '
Aceastd teorema aratd lucrul important, cd pentru ca p,= 0, r—1,2,. .,
sint necesare si suficiente numai un numar finit k de conditii. In urma-

-toarele doud paragrafe, vom trata cazurile in care k = 1.

4. Avem teorema :

Dacd polinomul P (x) cu coeficienti reali §i toate raddcinile reale, este
de gradul 2,3 sau 4, conditia N fiind indepliniltd, conditia necesard si sufi-
cientd pentru ca seric (1) sd aibd tofi coeficientii nenegativi, este p; =0,

Pentru demonstrave, va trebui si analizam toate cazurile posibile pen-
trn gradul polinomului (2,3 sau 4) cit si referitoare la natura radacinilor,

4,. P(x) esie de gradul 2. El este atunci de forma

P(z)=(1—az) (1—Dbx)
sau
P(x)=(1—az) (1+bzx)

@, b pozitivi si @ = b (Conditia N). In primul caz coeficientii dezvoltarii
sint evident pozitivi. In al doilea caz, singurd conditia N asigura pozitivi-
tatea coelicientilor, dupa cum se vede imediat grupind termenii doi cile
doi in p, =a" —aW0+a 20— ... +(—=1)0".




54 N, GHIRCOIASIU 4

4,. P(x) esle de gradul 3. Deosebim frei cazuri:

®). Toate trei radicinile sint pozitive, P(x) — (1—ax) (1—bz) (l—c2)
coeficientii dezvoltarii (1) sint evident pozitivi.

f). Doud din rddacini sint pozitive, P(z)=(1— az) (1—bzx) (1-+ex),
a, b, ¢ pozitivi si a = ¢ (conditia N). Avem

1
=14 (a—c)x+(a®—ac +cP)x*+ ..o
(1—ax)(l +cx) ( 2+ )
Fla" —a—le a2 oo A (=1) e e
care are coeficienti pozitivi in baza Iui 4,. Produsul acestei serii, cu seria
cu coeficienti pozitivi

e el e
l_bx-—ljha;w{bg, R

va avea coeficienti pozitivi.
). O singura radacing este pozitiva, deci P(x) = (1—ax) (1+bx) (1 tex);
@, b, ¢ pozitivi si @ = ¢, ¢ = b (Conditia N). Punind
oot 1
(14-bx)(14-cx)

unde s, =bt +br-lc+...

1
- =1-4(a—s1)x+ +--
(1 —ax)(1 +bx)(1 +cx) al e
+lar —a=lspfa—2s— <o F(—=1) 8] 27+ +0s
Coeficientii acestei dezvoltari sint nenegativi, dacd ¢ —s =a—0—c= 0.
In adevar avem

=1—sizt822— oo H(—=1) sp 2" + -

Fer>0,r=1,2,..., avem

aS>p— (zpt1 = AS2p — S1S2p+0CS2p—1 = Spla—s1) >0, p=0, I, 2,...
de unde coeficientii de rang impar sint nenegativi, caci
a2+ — 5102 4 802" — o« Spul— Sanp1 > (a—S1)(0P" + 85072+ F 83) = 0
De asemenea cei de rang par sint pozitivi, [cdci

02" — 8102 4 oo+ Spn—90°—Sop—10 + Szn > (a=s1)la®—" ¥y *+ <o ot Son—20)+
it Son >0,

4, P(x) este de gradul 4. Deosebim palru cazuri:

@), Dacd P(x) are toate radacinile pozitive, coeficientii dezvoltarii
(1) sint pozitivi.

B). P(x) are trei radacini pozitive, P(z)=(1— ax) (1—bdz) (1— cx)(1+dx);
a, b, ¢, d pozitivi si ¢ cel mai mare (Conditia N). Demonstratia este ime-
diata si se face ca si la pct, g). de la 4.

). P(x) are 'doud ridicini pozitive si doud negative, deci P(z) =
—(1— ax) (1— bz) (1+cx) (1+dz), a, b, ¢, d pozitivi si & cel mai mare, Daca
si b=ec, pozitivitatea coeficientilor din (1) rezulta imediat, deoarece

N el o =Ty
|
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dezvoltarile in serie intreagd a functiilor

1 1

(1= ba)(Te+x)

(1—ax)(1 +dx)

au pgoeficientii pozitivi sau nuli.
Eliminind acest caz simplu, notém

e Bl @G o e Oty =l
a=h I—fs—T—i——-z c=l K= = . >
Ll el a0 ol okl g
b—.’r—k#—é— 5 d=h !(——T 5

unde am presupus c = d, ceea ce se poate face totdcauna. Observam ca
cele patru numere h, k, k', k', sint pozitive. b {iind mai mic decit ¢, rezulta
k= k'. Conditia @« + b—c—d = O, despre care vrem sd aratdm ca este
necesard, si suficientd, pentru pozitivitatea coeficientilor seriei (1), este
echivalentd cu h = h'. Cu notatiile de mai sus avem

1 1 Je
P(x) ~ (1 =(hFl)z][L—=(h—k)x] 1+ +K)=] [1+(7' = K')x] s
1 —
~ [I=hxp—k2?][(1 Rz — k2%
|
i 5 2z || K= ]
(1 —hx)?(1-}-h'x)? [l— A=ha? { - (m’T)’l
1 Cx® kbt [ k%2 K4zt _]
T (I—ha)(1 +h'a:)2[_1 [ (1=hx)? iz (=hz)* | Hl Jr(1 —!—fz'x)°-+ (|+hu:)44
deci ] ~
1 1 % Iy e e 8,
P(x) 5 (l—flx)z(l‘l'/l'ut? a (1-hax)¥(1 +i'x)? + (1-hx®)%(1 —Hz’ac)“} EEE 2)
Je2n Jen-2r2 Tia Ji2n _7{' N,
S8 (e e e (e e S LR + (et TR =

Dezvoltind in serie intreaga fiecare dintre fractiile rationale de mai sus,
obtinem dezvoltarea doritd. Din formula de mai sus rezultd urmdatoa-
rele:

Termenul liber al dezvoltdrii este unu.

Coeficientul lui z provine numai din dezvoltarea primului termen

1
(L—hx)2(1 4K x)?
care are coeficientii pozitivi, dacd © = h' (4)). _ :
Coeficientii lui 22 si z® provin numai din primii doi fermeni.
coeficientii Ini z* gi 2° intervine si al treilea termen, § a. m. d.

Pentru
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Toti coeficientii puterilor pare ale lui z sint pozitivi. Aceasta rezulla
imediat, deoarcce in dezvoltarile in serie intreaga ale fractiilor rationale

1 1

b e B st el

(1 —hx) (1-+h'x)

coeficientii puterilor pare ale lui z sint intotdeauna pozitivi (teorema 2).

Toti coeficientii puterilor impare ale lui z sint de asemenea pozitivi.

S5a aratam acest lucrn pentru coeficientul Ini a2p—!. Acesta wva proveni

numai din primii p + 1 termeéni din (2) si-anume va fi suma coeficientilor

lui z2p—! proveniti din acesti p + 1 termemni. Dar primul fermen dia numai

coeficienti pozitivi, dupa eum am véazut, din al doilea dupéd ce se scoate
in factor fractia

+

1
(1—hx)2(1+ i)’
a carei dezvoltare in serie da numai coeficienti pozitivi, mai rimine
k2 kJZ
(1—hx)? T (1-+71"ax)? '

.Dezvoltind in serie aceste fractii rationale, constalam cid prima este o
majorantd a celei de a doua, cici k > k' si cu conditia & = k'. In adevar
coelicientul Iui z2r—! din suma lor este

2phPP=th2 — 2pCr—=N["2=2p (*P—1 J2— [/ &P=Df12) > 0,

In termenul al treilea la mijloc avem o fractie rationald, care dezvoltati
in serie, are numai coeficienti pozitivi. Pentru ceilalti doi se procedeazi
ca mai sus, caci dupd ce se scoate factorul rcomun de la numitor
(1—hz)2 (1+h'x)2, ramine
It o8 J/ek
(1—hxt  (1+hx?

care dezvoltatd in serie are coeficientul lui z2r—!

2
( iy 2) h'—'P—‘k"—(z‘Uj 2) /1"'—’P""i{'4:\2’);r 2) [h2p="fd — [y er=Dpd] > 0.

Proceédeul se extinde usor, grupind din fiecare termen al dezvoltéarii (2),
fractiile egal departate de extreme si observind ca dezvoltarea in serie
a primei fractii este o majorantd a celei de a doua, dacid este indeplinita
conditia h = h'. In cazul cind numirul fractiilor dintr-un termen din (2)
este impar, termenul de la mijloc are o dezvoltare in serie cu coeficienti
pozitivi.
Prin urmare am demonstrat si in acest caz ca p, = O, este conditia
necesara si suficientd pentru pogzitivitatea coeficientilor dezvoltarii (1).
5). P(z) are o Ssingura radacina pozitiva, deci avem
P(z) = (1—ax) (1 +bx) (1+cx) (1l +dz), a, b, ¢, d pozitivi si a cel mai
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mare. Punind

1 = 2 ;
+ox (1+ =1 -5 xds27— oA (1) 82" +oo0 5 8> 0,
(1+bx (1 4cx)(1+dx) L=, =557 F(=1) sr2 s

avem

o 14 (a—sp)x+(a®—as —i—éz)x?’—}- e
By

‘P(x) A
g —a i e AR — B ) Fat s

Coeficientii acestei dezvoltdri sint nenegativi, dacda - s, —a—b—-C¢— d =z O,
In adevar avem

asyp—Spp1=asyp—Ssp+ % 0P T 42 N 0P cTd” > sy a—s1)> 0
B T=2p+1 f+1+o=2p}1
fi» 7, o intregi menegativi. Tinind seama de aceastd neegalilate, coeficientul
lui* z?27 +1 devine

@M — g oo - aSo—Soppr > (A—81)(@F a5y o oo F52,) > 0
iar coeficientul lui z'n
@M=" 28— ASsg—1 82y > (a=51) (@ 28yt v 4 ASop—2) T80y > 0

ceea ce probeazd cé toti coeficientii sint nenegativi, daca a—s, = O.
Cum alte cazuri nu se pot prezenta (tinind seama de conditia N),

leorema enuntatd la incepuftul acestui paragrafl este complet demonstrata.
5. Pentru polinoame de grad mai mare decit 4, conditia p, = O, In

general nu mai este suficientd. Aceasta se vede pe exemplul urmator

1
(1-4x)(1-3z)(1-x)(1 +3,92)(1+3,95x)

HExistd insa categorii de polinoame pentru care conditia de mai sus
este si suficientd, precum von: vedea mai jos.

5,. Dacd P(x), cu loate rdddcinile reale, are o singurd rdddcind nega-
tivd, conditia N singurd asigurd pogitivitatea coeficientilor dezvoltdrii (1).
Se procedeazd ca la cazul g). de la 4..

5,. Dacd P(x), cu toale rdddcinile reale, are o singurd raddcing pozi-
tivd, conditia p, = O este necesard si suficientd peniru ca toti coeficientii
seriei (1) sd fie menegativi, dacd este indeplinitd conditiac N. Aceasta
este o generalizare a cazului §). de mail sus.

=1-+0,5x-28,41752°-5,3871252% 1 -

Fie P(z)=(1—az)(1+dz)(1+D,2) ... (1+b, ), a, Dy, by, ..., 0, pozi-
tivi si @ cel mai mare. Punind
S : =1—8x+8,x02— - | (=1)sal+ oo ;
(1 -I—bl.I‘) (1 -i—bz.’L') 1) eyl (1 +[)m$)
s, >0 penfrur=1,2,..., avem
1

@:1—;“(“*81)50'!_(&2*(1151 8P e [@—a s e (= 1)8] 27 o
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Insa, -\'ZII-{-I£S|S:7p‘4(\2_‘p~|4: unde

Q= & O bs+2 Y 650805+ +un—1) Y b b3 e
Gy otp=2p--1 oy og-f oy =2p|-1 oyt Aoy, =201
prin Z by [;[,‘"___[)”‘:m intelegindu-se ca se fac toate combinatiile distincte
a celor m numere by, by, ...,b, , luate cite k, exponentil |, a, ...,%
luind toate valorile intregi pozitive sau nule, asa fel ca o+« ... Fog=
=2p+1. Se observa ca @.,,,; DU are nici un termen negativ. Avem atunci

ASap— Sap4-1=AS2p — &152p il QL';Hrl - (fl—Sl ) Sap =0,

de unde rezultd imediat cad totl coeficientii dezvoltarii (1) sint nenegativi
dacad p, = a—s,; =20.

Cazul de mai sus intra intr-o categorie mai generald si anume cind
avem P(z)=1—c¢,z—cCy22—...—¢cyx", uUnde ¢;, Cy...,C, sint pozitivi.
In adevar se observa ca acest polinom are o singura radicinad pozitiva,
celelalte fiind negative sau complexe, deoarece are o singura variatie.
Cum toti coeficientii dezvolfarii in serie intreaga a lui P(x) sint pozitivi,
rezulta ci este indeplinitd in mod sigur conditia N, deci radacina pozi-
tivda are cel mai mic modul. Aceasta de altfel se poate demonstra §i direct
(2). La rindul sau cazul de mai sus este o generalizare a dezvoitarll cu
coeficienfi pozitivi

1_17 = 4a¢ 4 2%+ ... ; q intreg si pozitiv.

5. Dacd P(x)=(1—ax)m (1+bx)r, a=h=>0 si m, n intregi pogitivi

condifia necesard si suficienta peniru ca seria

1 ﬁ. m pr :
g 0 e L 3
(1 —ax)m(1+4bx)" T T + (3)
sd aibe coeficientii nenegalivi, este ca py=ma—nb = 0.
Dacd m = n demonstrarea este imediatd, céci din a=0 rezulid ca
dezvoltarile in serie ale fractiilor
1 15
(1—ax)m—" (1—ax)"(14bx)"
au coeficientii pozitivi, deci si produsul lor.

Excluzind acest caz particular, avem
e m | m—l—l) o
(t—aa:)’"_l—i—(l)axl-( L
Lol ( )b +(”+1)b2m2—--- + (=1 (”+:._1)b".,t‘"+---
de 1unde -
: —1
%’: (m |—rf )n" (mj—_rl )( )u’—'H— i “(m-}—r q 1)(/1—1 q- l)ar St

| o
(L +bx)e
H(=1)- ](m) (H-:.rf_ )ab’*’—{—( 1) (n-i-r )bf
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Notind cu A/mumarul aranjérilor a i obiecte Iuate cite j si inmulfind
relatia de mai sus cu rl, avem

Or = Apyp @ _(;-)A;;;lr—l'q:r @l - (-1 (;) Arifrmges Afgr—r @ 6"
=1y () Argra

Tinind seama de formula fundamentald a cambinarilor, putem scrie

pr=Apgrd _<r1 l) a0l W )Mffz i Bhsia 0 4
(-1 y'-'(j:j) A Aigr > ab’'+
—Agr—a Ay a” 0 e 4 (-1 (:},]l) N A gL
+(-1) ( ') AN et = (1) (j:}) Apri ' .

Dind factor comun in primul rind pe ma si in al doilea pe nb, avem
e[y o | Wi A 0 R GO B A

r—1[r-1 r— . (e T =] g
I( 1 F[ 'n-+r|‘—2br I:l**”b[_f\;urklr 20 Iﬁ-{rl )Amlr ';A,., |.|u 2[)

-
=

*""’)"*'(q At AT ek () T [,

sall
Pr=ma oy -1—nb fr— (4)
unde r
— I Sk 52 @ oo St 5)
(1 —ax)y™ 1 +bx) ; ¢ ol BT (¥
1 S
—p BB By (6)

(1 —ax) (1 F-bx)"+

In conditiile noastre (p, = ma—mnb > O si a = D) pentru a ardta cd p, > 0O,
este suficient de a arata cd ¢,y —f,— > 0. Vom proceda prin inducfie
completa, Coeficientul

Py =ma [(m + 1)— nb]— nb |[me—(n + 1)b]
este pozitiva, caci
E A= (m+1l)a—nb—ma + (n +1)b=a-+b>0.

Presupunem cé toti coeficientii p sint pozitivi pina la p,_, inelusiv si
sd aratdm cd si p este pozmv in acest scop observam cd (5) se obhne
din (3) iprin mumuituea o
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1 ;
=1+t ax+a2x?+ - -
T ar-r—asx

de unde avem relatia

Ur—1 Pr—i

~ ==l g

=L et ( 2)1 3
prin urmare o.—, este pozitiv. Daca §,—1 <0, din (4) rezultd imediat p, > 0.
[n caz contrar, deci dacd B,— > 0, scadem relatiile (5) si (6) si avem

u"‘ - ar—!

('l_iaxirf{j:l?lbﬁ)—bx EA| 1Bl B +uff_1|;’!_[ = )
pe de alta parte notind
11 =
(l—cm)”l""(l—i—bm)”*‘l' :c-{— :c 21 . Jr Tr ll)l =14 ...  (8)
rezulta ca vy, , ¥a,..., Y,— Sint pozitivi, deoarece aceastd serie se obtine

din inmultirea seriei (3), cu coeficientii pozitivi pind la p,_ , inclusiv, cu
seria cu coeficienti pozitivi
1
(1—ax)(14+bx)
coeficientil pina la +,_; obtinindu-se numai cu ajutorul coelicien{ilor

pozitivi py,...,p ,—; . Inmultind seria (8) ecu 2(e¢—+0b) si comparind-o
cu (7) avem

1-Ha =b)x+ (a®—ab+0%) 2+ ...,

tr—1—Br—1=(a+D) tr—2>0.
Prin urmare, rezulta cé
Pr=ma ar—1—nb Br—; > 0

si teorema este demonstrata.

II.

6. Pind acum ne-am ocupat de cazul cind polinomul P(x) avea foate
ridacinile reale si numai intimplator (la sfirsitul paragrafului 5,) am
intilnit un caz in care acest polinom putea sa aiba si radacini complexe.

In cele ce urmeazi vom presupune cd P(x) are si radacini complexe
- 81 anume vom trata cazul cind acest polinom are gradul 3 sau 4, com-
pletind astfel analiza acestor cazuri.

Intii va trebui sd vedem ce se intimpla cu teoremele din primele para-
grafe. Conditia necesara N se va pasira, decl radacina cea mai micid In
modul trebuie sa fie pozitiva (aceasta exclude cazul cind P(x) este de
gradul 2 si are doua radacini complexe). Teorema de la 2 nu mai este
valabild, prin urmare nici teoremele urmaiatoare ei, aceasta inseamnd ci
nu vom putea arata ca pozitivitatea primilor k coeficienti din (1) repre-
zintd conditiile necesare si suficiente pentru pozitivitatea tuturor coefi-
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cientilor seriei, dupa cum se va vedea mai jos. Figurind in plan radacinile
polinomului P(x), vom putea insid sa ddm o delimitare a domeniului in
care se pot gisi acestea, cea mai micd in modul fiind consideratd fixa.

%. Si presupunem ci P(z) este de gradul 3 si cd are doua radacini

complexe l si L deci P(z)=(1— ex)(l— ﬁx)(l—,;:r:)‘ a pozitiv si

% = ﬁ (conditia N). Avem
1

(1—aa) (1 —Ba) (1—fa)

— 1 (ap ) 2o bt (BB, e H (BB B

Insa punind szei”, C<e<mw, avem

= 1+pztpsixi

o ol s H#B"H sin(n+1)6
BH ‘I"IB”_Iﬁ+ 9 B B B =ip p" m
deci .
sin 26 it ,8in 30 T qufH;])@ _
sing ' Y gsin® sin 0

D= L _!_un~] ¢

Pentru a da acestui coeficient o forma mai strinsa, utilizém“ o metodi
clasica pentru calculul sumelor trigonometrice (1), (10). Notim

P g[,119=1-——719x" sin® +A™!gsin@e+...}sin (n+1)8 , = -
o]
R=A" cos §+Ar—lcos 260 + . - - +cos (n+1)

Avem atunci
cos(n+1)9-Acos(n+2)6-ArH+Art2cose+i[sin(n+1) 0-Asin(n+2 6+A"t2sing|

Ra-dl= (coso—A)2+sin?6
de unde
sin @ - Antiging — Asmn—k?@—{—sm(nq—le. D (9)
B = (coso—A)? {-sin%0 k ’
Coeticientii p, sint nenegativi daca
J(A)=Am+2sin —Asin(n + 2)8 + sin(n-41)6 > (10)

Tinind seama cd A=1, vom arata ca ecuatia f(A)=0 are cel mult o rada-
cina mai mare decit unu. Pentru aceasta fornmam ecuatia derivata

"(A)=(n+2)Ar+Hsing —sin(n-+2)6 =0 , (11)

”+ sin (n- |—2)e
(n4-2) sing '

care are radacinile
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dintre care cel mult una este pozitivd. Si aratim ca aceasta, dacd exista,
este mai micd decit unitatea, deci ca avem

D(9) = (n+2)sind —sin(n-4-2)8 >0 . (12)

Obseryind ca lI)(o):(I](‘n:);—O , urmeaza sa mai aratdm cd extremele func-
tiel continuie d(p) sint pozitive pentru 0 <9 < . Avem

: 3 1
¢/ (0)=(n+2)[cose —cos(n-2)08]=2(n+2)sin % 0 sin % 8=0
cu radacinile
2km 2k ;
G—E, G—m, k intreg

Dar

2fm 2 A 2kt 2k 2lere

e e I STl e = 1 > ,u,. <)——<1T,
‘D(n—i-?)) (n+2)sm”__l_3 an(n+2)n+3 (n- 3)511|”‘+_ >0, cici 0 -3

2k 2ere AL 2fem

Be/ AL e 1)sin—— > 0, céci e IR BT
P (”‘H) (n+ )su:l”_|~l = 0 e

si proprietatea este demonstrata.

Heuatia (11) avind cel mult o radacinid pozitivdi (mal micad decit
unitatea), ecuatia f(A)=0 are cel mult o radicind mai mare sau egald
cu unitatea si pentru orice A, mai mare decit aceastd radacinad, avem
f(A)>0, deci si p,>0. Se observa insd cé radacina pozitiva a ecuatiel
f(A)=0 depinde de p si #, modulul si argumentul inversei radacini com-
plexe g a lui P(r), presupunind ca « este dat, prin urmare limitarea
gisitd mai sus este numai pentru un 7n anumit, nu pentru toti coefi-
clentii p.

Si figurdm grafic numerele o, B —oe?, p=pe—/ . Sa ducem cercul
C cu centrul in origine si raza g. Conditia N ne spune ca g si Tg trebuie si
se gdseascd in interiorul acestui cerc. Din cele de mai sus deducem ca
daca luam un arc 2 fix, pentru ca p, > O, numarul comiplex B poate lua
orice valoare pe raza definitd de 9, de la origine pind la valoare o,
care corespunde singurei radacini supraunitare a ecuatiei f(A)=0. Am
vizut insad mai sus ci s-ar putea ca sa nu existe o asemenea radacina. In
acest caz g poate parcurge intreaga raza de la origine pind la cercul C.

Prima infrebare ce ne-o punem este care sint unghiurile pentru care
avem p, =0, n=1, 2,..., oricare ar fi o<p<{a. In baza observatiilor
precedente, este suficient pentru aceasta de a gési arcele ¢ penfru care
pp 20, cind p=—a, deci ;

. ; . s Rl L g2
f.1)=sin0 —sin(n-2)6+-sin(n-+1)8 =4sin —gsm%Gﬁm qu— >0 (13)
Aceasti neegalitate este indeplinitd, dacd 6 este astfel ales incit sinusurile

T L Gl e
a doi multiplii consecutivi ai lui o si fie de acelasl semn, unul putind

f1 si mul. Aceasta inseammné ca acegti multiplii trebuie sa contina arce'e /m,
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5

9
k intreg, de unde rezulta ¢ :ﬂr, q intreg, adicd 5 frebuie sid fie valoarea

]

principald a argumentului radicinii de ordinul g a unitatii. In adevar,

pentru X intreg, din ) % ok se obtin multiplii lui kx numai daca ). este

un (multiplu al lui g. Pentru aceste valori ale lui 9 avem f(1) =0, semnul

de egalitate avind loc atunci cind n+1 sau n+2 este un maultiplu de q.
Pentru orice altd valoare a lui 8, p nu poate lua toate valorile dintre zero
si e,

e

_F[g. 1.

Punctele de pe cercul €, corespunzidtoare arcelor 2==—, precum si

2

q
cele corespunzatoare multiplilor acestor arce, au rol important in delimi-
tarea domeniului interior cercului C in care poate fi situat f, pentru
ca p,=0. In adevar, conditia p,=0 elimind sectorul din cercul C situat la

stinga dreptei BB’, unde B corespunde lui H=23—-Tr, iar B’ este simetricul

siu fatd de axa reald. Conditia p,=0 elimind din cercul C por{iunea mar-
ginitd de cerc si arcul de iperbold ce trece prin punctele de pe C determi-

nate de arcele 2

P e ot - 1 MCLL ) il
si R Conditia p,=0 elimina doud portiuni din interiorul
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cercului €, delimitate de doua curbe, prima trecind prin punctele de pe
2—“ si 0= Zjiar a doud pentru care = 4—“ si 8= 4_E
A 5 4 5
s. a. m. d. In definitiv conditiile succesive p,=0, dau nastere la un domenin
stelat, interior lui C, care este insd complicat. De aceea vom da o delimi-
tate a acestui domeniu §i anume vom ardta ca avem p, =0, pentru orice

C pentru care avem &=

- . - o
n, in interiorul hasurat al cercului I', cu raza \7_ .
3
Pentru aceasta si aratdm cd p,=0, dacd A > / 3,n =2, 3,..., Tinind
seama de inegalitatea (12), avem

f(A)=[An+2—(n+2)A—n—1] sing ,

Polinomul din parantezi are o singurd radicind pozitivd, mai mare decit
V/ 3, céci §

(V3) P —(n+2)\3—n—1>0, n=3, 4,...
deoarece primul termen este o exponentiald, iar ceilalti doi formeaza un
polinom de gradul 1 in n si avem pentru m=3, 9v/3 —5\/3—4>0, deci
egalitatea de mai sus se mentine pentru orice n=3. Mai trebuie sa aratim
cd si p,=>0 pentru A>/3. Dar avem

p_s — A2+ 2AcosP +4cos?28—1=4cos20 + 2Acos  + A?—1
p
insd trinomul in cos f, are radiacini complexe, pentru A->\/3_, prin urmare
p,->0. Tinind seama si de p,;=0, rezultd cd toti coeficientii p sint nenega-

tivi daca g (ca si E) se afld in interiorul hasurat al Ilui I', cu raza 2l
3

= Sl o = 5 o
(cdci din A:T>\E rezultd o < :\

i ‘/3/

8. Ca o aplicatie a rezultatelor de mai sus, sd rezolvim problema NI.
4698 din ,,Gazeta Matematica*, vol. 41 (1935), propusd de prof. T. Popo-
viciu. Problema este urmatoarea:

,Se da sirul de numere wveale u,, %, U ...,U,,... verificind relatia
de recurenta

iy = plip— + glp—2> (14)

»Se considerd intr-un plan raportat la doud axe dreptunghiulare Oz,
Oy, punctele Py (1, u)), Py (uy, %3), . oo Py (ty , Upgq)s .- -

.54 se determine p si g astfel ca linia poligonala P, P;,...,P, ,...
sa fie convexa.
Pentru ca linia poligonald P, P, ... P, ... sd fie convexd, trebuie ca

toate triunghiurile P,, Puyi, Pyqe 58 fie la fel orientate si de asemenea
la fel orientate frebuie sa fie triunghiurile P,., P, P, si P, P, P. In
primul caz trebuie ca tot'i determinantii
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Uy U1 1
A= Uny1 Upfo 1
Upgs Mgz 1

P =05l s,
si fie de acelasi semn, Inmultind primele doua linii respcetiv cu —gq sl
— p si adunindu-le la ultima, avem in baza relatiei (14)

A=(l—p—(]) Uy Up1

lp41  Upf2
Integrala relatiei de recurentd (14) este
ty = C; af+Co o

C,, C, tiind dou#d constante arbitrare, ce se determinid cu ajutorul condi-
tiilor initiale, iar «;, %, rddacinile ecuatiei caracteristice

a? —po—gq =0,
Asa fiind avem
A =(1—=p—q) C,C; (o — )0} af =(1—p—q) C,C, (P*+49) (—=q)" ,

de unde se vede imediat, cid pentru ca A si aibad un semn constant, tre-
buie ca g < 0.
Sa scriem dublul suprafetei triunghiului P, P, P;. Avem

lUp—1 Uy 1 C] (I;[—1+C2 Gg_l C1 U.’;*!"C’z ag 1

§=|tn i 1 |=| Caf +Cyol Ci ol +-C; al="

!

g w1 C, +Cs Ciay+Coam |1
1o
=0, Cyloy ) | 93~ 011
ol ol 1
Insi
1 1 1

n—I n—1 >y
g uie =V(ay, 02, 1) (a,)"—2 By—2
0” aﬂ l

di 2

unde V(a,b,...,1) este determinantul Vandermonde al numerelor a,b,...,1
si B,—o este coeficientul lui z» 2 din dezvoltarea in serie intreaga

1 n . e i — _IA.'
(l—alx)(l—(1’212‘)(1—35‘)=1+Blm+“.+an == LT al_”—l y 2 a2

Cum V(“]: 0‘2,1)=(¢2—°f;)(1—p—q) avem
§=C; Cy(p2+4q) (1 —p—q)(—q) 2B, 5.
Sd scriem dublul suprafetei triunghiului P, Py P;. Avem

5 — Sludii §i Cercetiiri
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2 e i s |
6,=0,G2(a2-—a1) o op 1 =C,Ca (o —0)(1 — 0y )(1 —02) Ap—s
B on ol

unde A, , este coeficientul lui z#—? din dezvoltarea in serie intreagh

1
(t—ayx) (1 —0az) (1 —x)

8, =CCy (p?+4q) (1—p—q) An—s

In rezumat, pentru ca linia poligonald Py, Py,...,Py,... s¥ fle con-
vexd, trebuie ca A, 5 sl g, sa fie de acelasi semn, orl care ar fl n, deci
trebuie ca si avem simultan

q<0 9 Bﬂ.—Z’}O y An—‘3>0o

S3 analizim posibilitatea de realizare simultand a acestor conditil,
examinind diferitele posibilititi pentru ridacinile «,, «, ale ecuatiei carac-
teristice.

oy, Oy imaginar conjugate. In acest caz o, 2, > O gi g < O. Pentru ca
A,_, si B, sa fie simultan nenegativi, trebuie ca pe de o parte | ¢, ] = 1
(Conditia N aplicatd ambelor dezvoltari in serie cu coeficientii A si B), iar
pe de altd parte, In baza celor spuse in paragraful precedent, irebuie ca

1Azt Aa z?t ot Agt e

deci '

argumentului « si fie de Iormazlr , intreg, deci
s
2ni 2nl

coy=e" , oy =e
2, ; 2m =
Rezulta atunci p = Zcos? , 4@ =—1.

«,, @, reale §i de semne conirare. Acest caz se exclude, cdcl ¢ > O §i A
nu au un semn constant.

«,, w, negative si diferite. Si acest caz trebuie indepdrtat, caci pentru
ca A, >0 s B, ,=0 ar trebui si avem simultan, in baza conditiei N,
aplicatsa ambelor dezvoltdri «; >1,a,>1 precum si «; <1,0, <1

«,, a, pozilive si diferite. In baza celor de la 4,, avemn A, _,>0 §i B, »,> 0,
jar q = —«, v, <0, deci linia poligonald este convexa.

Prin urmare, dacd «, 7 &, linia poligonald este convexd, dacéd relatia
de recurentd (14) are una din formele.

2 A
ty, = 2c08 ?an_l—uﬂ_g , § intreg

Uy,= Plp—1+qup—2, 4 <0,p>0 si p? +4q > 0.
Cazul o, = @, rezultd de mal sus printr-o trecere la limita.
9. In cele ce urmeazi ne vom ocupa de cazul cind P(z) este de

gradul 4 si are doud radiicini complexe. Conditia N cere ca una din
radicinile pozitive (in cazul cind sint doud) sé fie cea mai micd in modul.
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Fird a restringe generalitatea vom presupune ci aceastd radécind este
egald cu 1, ceea ce revine la amplificarea tuturor rédicinilor lul P(z)
cu un factor constant, fapt ce nu modifica semnul coeficientilor dezvol-
tarii (1). Vom ftrata intii citeva cazuri particulare, in care se poate pre-
ciza mai bine domeniul in care pot fi situate réadicinile polinomului P(x)
pentru ca tofi coeficientii dezvoltdrii (1) s& fie pozitivi.

191. Toate radicinile lui P(z) au modulul 1, cele reale fiind egale cu
-+ 1, deci

1
(1 —a2) (1—2x cos 0 +=?)
Din (13) avem

= 'l+pl m+p2x2+' . '+pnx" S

. n+2 . n4t
1 % sin 2 esmTe )
— 1—2vco T2 P . ==
( z)( GO ) n=0 smesin%

prin urmare

i) . 2n+3 . 2n4-2 n+2 2n+1
sin 6 sin — = sin — §i i
Popt 5 5 6 sin— 6 —sin— 0 sin 5 04
C2n1 . 2n n_ . 2n+1
sin sin — 6 — sln —-
+ 5 Osin—8 5111265m G 8+
Sa e 20 SL2D 0
sin — sin — — sin— sin —
-|—123n2 smzsm2
sl adunind pe llnil
e S L S e o 2n+2 . 2n 2n
Papyy SiN O sin 5= 2sin E’sm 5 6 cos —5— 8 + sin =- 0 605-2-8—}- .
2
—- sin %f) cos 226
de unde '
Payyy SN 6 = sin 2 (n4-1) 6+ sin 216+ -~} sin 26
§i aplicind o formuld cunoscuta, avem
e sin’(n--1) elsin (n4-2) 0
p2n+1 T sin%e
Coeficientli de rang par se calculeazi usor observind cé avem
. 2 ‘
sin Lo 0 sin Zsis) 0 : -
Js; 2 2 sinnd [, . 2n+1 0 :
Poy= — Pon_y = =5 | 28iIn——6 c08 5-—8in(n—1)8
; ) 41 sin® @ 2 2
sin @ sin o
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68

deci
{2 sin2 ne
} 2n Sil‘lZQ

adica ei sint totdeauna pozitivi, fiind patrate perfecte.
In ce priveste coeficientil de rang impar, tinind seama de formula

e s S i AL e e e : % (s

gasitd si rationind ca la 7, rezultd ca ei sint pozitivi numai dacd 6 = —,
S

y este valoarea principala a argumentului radacinii

de ordinul 2s a unititii. Pentru orice altd valoare a lui 5, se poate deter-

< 0, In adevar pentru un k suficient de mare

mina un 7 asa ca pzn-w
putem gasi un 7 in asa fel ca (n + 1)8 < 4 <(nmn + 2)8. Valoarea corespun-

zatoare a Iui n este

s intreg, deci dacé ¢

km ke
T 2<n<—e~ —1

De ex.: dacia & — 1 radian, putem lua 7 _9<n<g—1 de unde rezultd
ci n = 2, deci p; <0, dupa cum 3¢ poate verifica usor.

9,. Toate radacinile lui P(z) au modulul 1, rddacinile reale fiind con-
fundate si egale cu +1, deci

1

= i S T o Rl il
(1tat)i(1—2xcose—|—mi’)—'1+pi‘r+p2"‘7 + oot p® ot

Procedind absolut analog ca in cazul precedent, gasim

. . 2n+2 20 9 20
in2 ) 0 —]—...r{—sm“_
st = e—|~ Sin D) 3

Pzn-{-l £ a7 9
S1n E

sin? 20 g +- sin2 Ll vt sin? L

2 2 2

Poy= ., 8 SRl
sin? —-

ri care ar fi m, coeficientil dezvoltarii sint pozitivi.
yom pastra radacinile reale ca mai sus,
ilor complexe mal mare decit uni-

de unde rezultd, cid o
In urmatoarele doud cazuri,
insd vom considera modulul radacin
tatea.
9,. Fie

1
AT Bt SR B e e I -+ 2 ..+ 4
(1—2?) (1 — 2 xcos 6+ ¢*x?) 1piatport P el

coeficientii acestel dezvoltari se obtin facind produsul degzvoltarilor

44_.__—_2
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[oe) -
] = = E P"+'sm (n4-1)6-— p”+' sin (n-+2)9-}-sin 0
(L—x) (1 = 2px cos 6 +-pa*) - (02— 20c050 | 1)sin g = n
n=
! ] : 7
P el

Avem
Doyt (pi—jpcose |-1)sing = 02 35in (2n4-2) 0 —p™" T sin (2n 4 3) 8 | sin 0 —
i . . ‘
= sin (2n 4 1) 84 T sin (2n+2) 6 — sin g4p>" ' sin 200 —
2n _: 5 s 2n o
—p®sin (2n4+1) 0 + sing —p*" sin (2n—1) o+p™'sin2n6 —sin@

-1 p3sin 20 —p?sin 30+ sin 6 —p?sing 4 p sin 26—sin 6
i Ml e on—1 : -
— (p*—2pcose+1)[p* ' sin(20+2) 6 + p" ' sin2n9 4+ ...+ psin 20|
deci
sing 2
)) . 2n ; 2n—2 _: = .
Poqit iy psin (2n-}+2)8 + p sin 2n6 - .- - p?sin 46 - sin 20
Procedind analog ca 1a274{ p trebuie inlocuit cu p2 6 cu 29 si a=1), avem
71} s SR .
¥ sin’(2n4-2) 8 — p°" " sin(2n+-4) 64-sin 20
p'— 2p% cos 26 -1
Prin acelasi procedeu, se calculeaza coeficientii de rang par si avem
241 s S :
o™ Hsin(2n 4410 — pz”“sm (2n-+-3) 6 + p?sin 6-4-sin 0
pt—2p%cos 20 1
Lxpresia lui pzq-;-] este analoagd cu cea a lul D, de 1a 7, deci rezultatele
cisite acolo pentru toti coeficientii se transpun direct aici pentru coefi-

Ponty sin@=p

Do, S 8=

—

cientii de rang impar. $i anume Dy, =0 daca , = si din p; = 2p coS §

1
v 3
.y = — L =3 T j 11 3
rezultd 0 <6< o Incepind cu p, acele conditii asigura pozitivitatea coefi-

cientilor de rang impar. De asemenea dacd pentru o valoare p, a lai p ,
un coeficient este pozitiv, el este pozitiv pentru orice p = p, (o fix). Ori
roi am vazut la 9, ca existda valori ale lui & pentru care p, = 1, deci pentru
care p poate lua orice valoare intre 0 si 1.

o = ” 3 1 R
Si aratam cad daca p < —— %l 0< o< — , coeficientil de rang parl

V3 &
sint pozitivi. Din formula de mai Sus observam cd p., este pozitiv, daca
numaritorul [ractiei din membrul doi este pozitiv. Impartind egalitatea

2n+4 o > 1 -~ . -
cu si punind B= — , Bz1, semnul lui p,, este dat de expresia

2
P
@ = B sing + B"!sing —Bsin (2n + 3)8 —sin (2n+1) ¢

\
=

|
—
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si tinind seama de neegalitatea m sin® —sin m@ >0, avem

¢ >sing [B"2 + B — (2n + 3) B— (2n 4+ 1)].
Polinomul din partea a doua, are o singurd rédécind pozitivd mal micd
decit 3, cdci avem
3"+2 gt _3(2n +3)—2n—1=4.3""'—8n—10>0, pentrun=01,%,..,
ceea ce demonstreazi afirmatia noastrd de mai sus.

2 e b : e A . (e 0
In concluzie, coeficientii p sint siguri pozitivi, dacd p < —§1 0506 < 5
3

deci dacd inversele radacinilor complexe ale polinomului de gradul 4 (cu
radacinile reale + 1) se gasesc in semicercul hasurat din fig. 2, cu centrul

3 o . 1
in origine §i raza ——

i

9,. Fie
2 : ;
— = e T f e oL S l.
(]—I]!(I*prcose-}-p-xﬂ 1 '“l 3—“",”21 '+’ +,U,,1T p=
Facind produsul dezvoltarilor
1 1 &
———— 5 =146 x4 ... Fbo 2" i §i—— = i
(1—zx) (1—2p 2 cos 04p” 22) +b, - b+ e Z'L
n=M
obtinem
P =0 + 6, 4+ +0 4= 1
Dar am vazut (7) ca b" >0, dacd , < _1; pentru n=2,3,... Cum
3

by+1=1+2p cos@ +1>0, pentru p <1
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rezultd ca by, >0 pentru p<; ,deci cé inversele radicinilor complexe
3

trebuie si fie situate in cercul cu centru in origine si raza — .
3

Vom trece acum la cazul general. Vom presupune si pe mai departe
ci radicina lui P(z) cu cel mai mic modul este tot unu si vom deosebi
doud cazuri dupd cum a doua radicini reald este pozitivd sau negativa.

9.. A doua radacind reald este pozitiva. Fie

l —_ v 1 “
A T BT pr = e e i

O ol ipi=s

Fig-4.
Cu aceleagi notatii ca §i in cazul precedent, avem

P,= bn+ abn—l e S by +G.”_
Dacé b, 20, n= 1,2,... este evident ca §i p =0. De exemplu dacd

p<\/—1_ . b“ >0 pentru n=2,3,...,ca py=1+2pcosg +«=0, trebuie sa
3

<1+Q,Daca este aga, atunci Dy=by+ b +a2=Dy+a(b +a) >0,

avem p cOs 3

$. a. m. d. Prin urmare, inversele radacinilor complexe ale lui P(z) trebuie
sd se afle in domeniul hasurat (Fig. 4) format de cercul cu centrul in ori-

X - 1 r 5 . "
gine si raza — din care se excepteazd un segment circular numal

daci I_IH <‘AL, deci daca « <k__\L3_Fé,cind o =1 ajungem la cazul 9,
2 V3 V3
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9;. A doua rddécind reala este negativi. Fie

1
(1—x) (1 + ax)(l—2pa cos6+p2x?) =lrpxtp, &’ Apat ..

0<La<<l,pL1,
Procedind la fel ca la 9, avem
Pan1 (p—2p cos 1) sing = p*"*sin (2n+2) g~ p*"**sin (2n+3) 04 sin o —
—a[p*sin 2n+1) 0 0*"tsin (2 +2) 0 + sin o]
«?[p?*1 sin 21 0—p*"sin (2n--1) 0+ ¢in 0] —o3 [ pz"sin(zfrrkl}e—pZ_f’f"_'sill 2n 6 -sin o]+

e

s _
+ o [p? sin 20 —p?5in 36 +7sin o] — «® " [p2 sin 6—p sin 26 -+ sinq].
Facind o insumare convenabild avem
Panti [p2—=2p cos 9+21] = (p*—p2—ap?+ap) [p” sin (204 2) 042 sin 2n6-|-
"]— . "I‘U n sin 29] {_ (1_(} i giezat +u2r1__ u2u+l] sin g,
Suma trigonometrici de mai sus se caleculeaza la fel ca la 7 si gésim

Pang1(P2--2) cos g 4+ 1) (p'— 2p? 62 cos 204 o) sin 6 — p2"+7 sin (2n+2) 0 —

204G, = l .
—p " [sin (20+3) 0+ asin (204-1) 0] + p¥E2 [osin (2n+ 2)e—a3sin (2n+ 4) 0] +
DB i e : . _2n+4
§ gt '[wamun+ 5)0+ u3sin(2n + 3)p]—adp? " sin(2n + 4)g + IIT_ p'sing +
ey

1 —(12”+2

+ o p3sin 20— 62 p2 sin 0 [+ (sin 30 + o sing) 4 2 e
o

sin 0 cos 20| +

N T 2n-4-2
—+ posin 29 + _%lt'“_al sin 0.

Penlru coeficientii de rang par, se procedeazd absolut analog
Pan (0 - 2p €08 0-1-1) (' —2p* 2 cos 20 —at) sin 6 = p?* sin (204-1) o —
2045 .- ¢ o c 0.
—p" " [sin (20 4-2) 6+ o sin 2n0] + p*H [usin (20 + 1) 0—03 sin (2r1-3) 0] -

9 s ¢ o gkt
Bl ) [o*sin 2n+4)04 o3sin(2n4-2)0] — 03p® sin(2n 4 3)0-+- Lea

—1—_!':“— [JI sin B

_{k (12”+1

14«

= u2?1+3 2n+3

(sin 36 + « sin 9) — 2 o sin 0 cos 20|

2n1
2n-4-+ : 1 o
=] psin 20 + i—
a0
Se vede cd formulele de mai sus sint complicate sl un studiu al pozitivi-
ta[,u_] cieficientilor, asa cum s-a facut mai sus, este foarte dificil Existenta
unui domeniu in jurul originei, in care toti coeflicientii p si fie pozitivi,
se argta usor, deoarece pentru p= 0, coeficientii p sint pozitivi si ei sint
Tunctii continuie de p- '

p?sin 20 + p2%| «

ol sin o,

23 DEZVOLTAREA IN SERIE INTREAGA A INVERSELI UNUI POLINOM 73

II1.
In cele ce urmeazi ne vom ocupa de o proprietate a sectiunilor seriilor
intregi considerate pind acuma. $i anume, fiind datad seria intreagi

1 1 - i B
T U T o = 1+4p x+pya® + « oo Fp,x"+ - (15)

m”

numim secfiune dz rangul m, polinomul

S”"(:r):1+p,x+p2ri’ b . -+p”m”.
Laguerre (6) a aratat cd daca Ay, gy oo sint pozitivi, Su (z)=0
are o singurd rdddcing reald si mumai atunci cind n este impar. Ulterior
proprietatea a fost generalizata in diverse moduri (4), (8), (9),.(11), (13).
Urmind metoda lui Laguerre, vom demonsira teorema de mai sus,
pentru cazul cind al,a2,...,am sint reali, iar apoi vom enunta rezulta-

tele si pentru cazul cind aceste numere sint complexe.
10. Sa presupunem deci cd a,, Ay pooo sint reali. Din (15) avem
1
1= (1—ax) (1—ay7) - .- (1—a,2) S, (x)+ (1 —ay2) - - (1—a, ) " [puys +

+l],;+2x+ =4 ']'
In partea a doua a acestei identitati, in ultimul termen, coeficientii lui
x’, T >n+ m, trebuie si fie toti nuli, deoarece prima parte a identitatii
este o constanta, iar (l—az)... (l—am'r)S’!(x) este un polinom de
gradul n +m. Rezultd deci

r—/)"_l_lxn-i—l‘i—az t?n+2+ o +”‘m L =(1—a,z) (l—asx)-+ {1- a,r) S”{x), (16)

coeficientii ey, ®3,...,«  putlindu-se calcula usor.
Dacd n este par ecuatia binoma
el 13 T T ) 17
1 'Bu-i—Zx 0 (17)

are o singura radacind reald si n réadécini complexe. In baza unei conse-
cinte a teoremei lui Descartes, ecuatia

i 2 ot
1= g + wa"t 4. St =) (18)

are cel putin n radicini complexe si din (16) rezultd imediat ca 5, (r) 0
are exact n radacini complexe.

Dacd n este impar, trebuie sa deosebim doud cazuri.

p”_]> 0 ecuatia (17) are doua radacini reale si n—1 radacini com-
plexe. Ecuatia (18) are cel putin n— 1 radacini complexe si din (16)
rezulta ca sn(:c)fo. care este de grad impar, are exact m—1 radacini
complexe, deci o singurd radacina reald.

p”_l_l < 0, Facind un rationament analog ca mai sus se ajunge la o0
imposibilitate, de unde rezultd teorema demonstratd in paragraful 2,
in dezvoltarea in serie inireagd (15), coeficieniii py. sint pozitivi, dacd
numerele a, Ays.0 sint reale,
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‘A mal rdmas sa consideram cazul p 0. Ecuatia (18) devine

n1 =

‘114—2_ n-4-3 L
[—/)H-}-'E L +_S3:C + e '+5m £ =0
Sa aratdm ca p este nul numai dacd n este par. Rationind ca mai
sus, gasim ;
7 par

n-+-1

D,ia >0, 8 (x)=0 are n radacini complexe.

e Pous <0, Imposibilitate, céci py; = 0.

n impar pﬂ+2>0, Sn(x):ﬂ are n—1 radacini complexe, imposibi-

litate.

R 'Un+2 < 0, Idem,

Prin urmare, in dezvoltarea (15), numai coeficientii de rang impar pot
fi nuli. Avem atunci teorema

Dacd in (1) a, Qgy...sd sint reali, sectiunile de rang par au toate
raddeinile complexe, iar cele de rang impar au o singurd rdddcind reald.
Coeficientii de rang par sint pozitivi, ier cei de rang impar pol fi pozi-
tivi, nuli sau negalivi.

11, Dpecd in (18) a, Apsoen @ sint numere reale sau complex con-
jugate, cele complexe fiind in numar de 2s, rationamente analoage cu
cele de mai sus ne conduc la urmaltoarea generalizare a teoremei pre-
cedente:

Sectpiunile seriei (15) awu cel mult 28, respectiv 2s+1 radacini reale,
dupd cum secfiunea este de rang par sauw impar. De asemenea analizind
posibilitatile de a exista in seria (15) coeficienti consecutivi nuli, se
ajunge la concluzia cd pof exista cel muit 2s+1 coeficienfi consecutivi
nult,

(Lucrare intrata la data de 7 iulie 1950)
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RPATKOE COOIEPHAHNE
() passurum B meAbLHOI cepHI OOPATHOrO MUOIOYICHA
H. 'TMPROSALLINY

IMexpo eraTbir #BIIIOTC LECKOIBRO PEBYILTATOB B CBHBH ¢ BOIIPOCOM HEOG-
NOAUMEIX 1 JA0CTATOYHEIX Ye1OBIit rsl Toro 4TOOK pasBUTHE B LEIRHOH cepmil
00parHoTo MHOrouwrena I’ (X), ¢ pearbHBINT ROD((IIIICHTAMI, HMEI0 [HO3HTHBHEIC
Kop(pAIAEHTEL.

Hssecrro uto cepua ¢na ¢ pagiycoM EOHBEPreHmun R o ¢ HEOTPHIATE h-
HENHE BEO3PIIEnTaNm, HeAh3a NOTOMEUTE 10 PALUYCY TOURN R 10 Ty cTopomy
eé, 3Hauur AT TOr0 YTOOL Ceprf CINT MMENa HeOTPHOATEILHLE KOM()UIHENTEL,
HEOOXOMXHMOE YCIOBHE, L0 He A0CTATOYNOE, H10 4TOGH OANA W3 ef CHIryIApHLIX
ToqeR ¢ HalMeHmmM MoAymem, OBLTA TosuTHBHA (yerosne N),

(' Apyroit eTOpONLL HeMOHCTPUPYCTCS TEOPEMA: B PABBITIN

[ 1 5
P.x) (1'_(”.1')(1—612-1')-..(1—‘(1”1')——1 AL A [ 7

TRe @y dg s+, Ay PeAJIbHE, HMEIOTC. HEpPABEHCTRA

1]c]r;z"—|"

73_,_[ 2 (Gor Gart2

OTEYAa CIELYeT MOMEHTAILHO YTO BCE KOM(NWPUIUEHTE ¢ pAspAla Map, TOBMTHBHEL
JeyMoHeTpanma Upou3BoAMTeA Ipu Oomomum HepaseHersa Buniakowski—Schwarz
ATSl CTORHEIX HHTETPAIOB.

ITpm moMoIME ATEX ABYX pEBYILTATOB, HOIYYACTCS TEOPEMA: €CJAU XAH MHO-
rogaen P (X), ¢0 BeeMM EROpPHAMI peadbHHMH T € HajiMeHIIMM KOPHON B
MOZYJe TMOBUTHBHEIM, Da3BuTHe B Moannoi cepnm (1) umeer nee xoddpumm-
eHTH NMOBNTUBHLE, HAYHHAS ¢ Pa3paia K, TOCTATOTHO O60JBIIOTO.

IToRABEIBAIOTCH IOTOM HECRONBEQ CIYUAGB B KOTOPEIX ONMpelelseTcHd TOYHO
paspaf k. Tar nmeercs reopeva: Eeanm mporowaen P (X) ¢ peansHmimm Kodg-
(pUmpenTaMy H €O BCOMN peadbHEMH wopusmi 2, 3 mwam 4 cTemenm yeJoBme
N Oyny4u BEINOJHENO, He00X QM M0e I JOCTATOYHOC YCJAOBIC XIS TOT0 STOOK
pazemrue (1) mneqo nee ROSPPHIUEHTH HEOTPHNATSALHEME 210 p; > 0,

Jeyonerparna TPpORSBOAMTCS AHAJMBHPYH Bee BoBMOmHEE coyuad, s He-
KOTOPBIX U3 3THX ROHETATAPYETCA 4YTO TOAbLKO yerxonie N 0f0osHAUNBAET [IOBHTHB-
HOCTH ROD(WAIIEHTOR, KAK I MOMKIO OBLIO ORHAATL, I8 MHOTOYIEHOB OGOMLIIefi
crenennr yem 4, yemoBme sBrgeres Helocratounni, Ho oo coxpamsercds Min
HEeCKOABRIIX YACTIHBIX €JIY4aen.

B eryuae worfa suoroured PP (X) myMeeT W CAOKHDLIE KODIH, yerosue N cox-
paHdgercHs, Ho Koa(hpuLEeHTs paspafa map u3 (1) He ABIAI0TCeH BOOOINE 103NTHB-
HBIMIH, BHAUNT BEpHA TOIBKO Bropas Teopeva csepxy. Ho wopum mumorouwmena P (x)
(pUrypHpyd B INAHE, MOKHO pasrpaHmyuTh C(epy B KOTOPY OHH BXOTAT, MCHE-
wag B MOJLYyTe CTATAOMAACH HOMOABWRHOIN. [[aloImuecd pesyrnTaril OTHOCATCS
It MHOTOWICHOM 3 I 4 CTEIeHT.

B mocaefimeit sacrm pa6oTsr ofodiiaerca Teopema Laguerre ormocsmaacs K
orfleray cepun (1) a HMEHHO K JHEIY HX peasbHBIX KOpHeif.
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RESUME
Sur le développement en série entiere de linverse d’un polynéme
par

N. GHIRCOTASIU

Le but du présent article est de présenter quelques résultats con-
cernant le probléme des conditions nécessaires et suffisantes pour que
ie développement en série entiére de Iinverse d'un polyndme P(z), a
coefficients réels, ait les coefficients positifs.

On sait quumne série de puissances aw Tayon de convergence R e!
auxr coefficients mon mnégalifs, ne peul @éitre prolongée sur le raynn du
point R aw déla dz celui-ci. 11 s'ensuit que, pour qu'une série de puis-
sances ait des coefficients non mndégatifs, la condition nécessaire, mais
non pas suffisante, est que l'un de ses points singuliers au plus petit
module, soit positif (Condition N).

D’autre part est démontré le théoreme: dans le dsveloppement

1 1 n+r—1

—— =1 -fugxt . [ ] e UL
(Px) (1—aqyx)(l—a,x)...(1—anx) o " Ve 7

o a;, 4y,..., 4, sont réels, nous avons les inégalités

Targi < Qo Qo2

d’onl il résulte immédiatement que tous les coefficients q de rang paire
sont positifs. Le théoréme n’était connu que pour le cas on les coeffi-
ciemts a sont positifs, La démonstration se fait en utilisant I'inégalité
de Buniakovski-Schwarz pour les intégrales multiples.

A laide de ces deux résultats, on obtient le théoréme: élani donné
un polyndme P(x) ayant toutes les racines réelles el la plus petite racine
en wmodule positive, le développement en série entiérz (1) a tous les
coefficients positifs, @ commencer par un rang k, suffisamment grand.

L'auteur présente ensuite quelques cas ot le rang k est délerminé
avec précision. On aboutit ainsi au théoréme: si le polynéme P(x), ayant
les, coefficients réels et loutes les racines réelles, est du 2-e, 3-e ou 4-e
d-qgré, la condition N étant remplie, la condition nécessaire et suffisante
pour que le développement (1) ail tous les coefficients mnon négatifs est
p, > 0. La démonstration se fait sn analysant tous les cas qui peuvent
se présenter. Pour certains d'entre eux on constate que seule la condition
N assure la positivité des coefficients, comme on s’y attendait. Pour les
polynémes d'un degré plus grand que 4, la condition n’est plus suffi-
sante. Elle se maintient toutefois pour quelques cas particuliers.

Au cas oll le polyndme P(z) a aussi des racines complexes, la con-
dition N se maintient, mais les coefficients de rang paire de (1) ne sont,
en général, plus positifs; il s'ensuit que le second théoréme ci-dessus
n'est pas généralement vrai, La représentation dans le plan ides racines du
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polynéme P(x) permet de délimiter le domaine dans lequel celles-ci
peuvent étre situées, la plus petite dans le module étant considérée fixe.
Les résultats indiqués se rapportent a des polyndmes du 3-e et 4-e degre.

Dans la derniére partie de I'article, 'auteur généralise un théoréme
de Laguerre ayant trait aux sections de la série (1), &4 savoir au nombpre
des racines réelles de celles-cl.




