ASUPRA INTEGRARII ECUATIET
RICCATI GENERALIZATE
DE
TIBERIU MIHAILESCU

Comunicare prezentata in sedinta din 24 februavie 1953 a Fiiolei Cluj
a Acgdemiei K P.R.

Intr-o lucrare anterioard [1] am aritat ci unui sistem de ecuatii cu
derivate parliale de ord. I. de forma
0z e :
(1) =+t g te=0, (i=1,2,...n)
; dx 2
unde a;, b;, ¢; sunl funcliuni de x| 22... 2" i se asociazi in mod
invariant un sistem de 3 vectori covarianti

(2) a(ﬂl,ﬁz,---,an), b(b[,bz,...,bn), C(('I,f'z,...,(.'n)
care satisfac relatiile
(3) Rota={[ab], Rotbd=[ac], Rote=bc]
In virtutea acestor relalii, sistemul Pfaff
(4) o =gidr'=0, e,=bdr'=0, w;=cida'i=0,
asociat sistemului de veclori (2) si deci sistemului (1), este complet
integrabil.

_Integrale independente ale acestui sistem mijlocese schimbiri de
variabila ce reduc vectorii @, b, ¢ la forme canonice dale in [1] sub
Numerele (28), (37) si (49), pentru cazurile eind numirul vectorilor
lineari independenti este respectiv 8,2 sau 1.

In prezenta noli vom examina conlributia pe care o aduc aceste
forme canonice in problema integrarii sistemului (1) sau a ecualiei
Pfaff complet inlegrabili echivalenii
2
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(5) dz+2m]+zm2+m3=0

pe care am numit-o ecuafie Riccali generalizatd.
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1. — S# considerim cazul in care vectorii (2) sunt lineari indepen-
denti. Dacd. !, y2, y* suni irei integrale independente ale sistemului
asociat (4), o schimbare de variabild reduce veclorii la forma canonica;

(6) (@) 050, ...y 0)y (Bis Bay Py Orv -5 0); (0,0, Ygr 05005 O)e
unde v, este o functie arbitrard de y', y* ¢, iar celelalte componente sint:

1 avs 1 o713

- 1 013 s 1,3
D p=——2, g=—0, = T oyl
L Y39y’ Fa T3 0y* Fa Y3 oy’ 4
U‘H'de (
: __F"(?) “F (y°)
a P=F®) T Fa RGP
f si F fiind functiuni arbitrare de un argument.
Facind schimbarea de variabild
(9) y'=u', 13(y" %)=, =1
sistemul (1) devine
8z 22 gy
dut T 2u? du! 2y
9z z
) Fr it
0z 2
Ao =0
3 + 20+ u
si_integrarea lui mu prezintd greutati.
Din a doua ecuafie deducem
(1) z=—Aus.
A fiind o functiune de u!, si w2, solulie a sistemului
2
@. + 1&. =)
. ou' 2
12) LY
= +1=0
] dud oyl
unde
2
13 e 2 e
” (7 + PP
Seriind prima ecuatie sub fonma
1 9A f'F

S —

deducem
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adici 3

. B(f+F) |
(14) A BRL i B
B fiind o functiune de u? care verifici ecualia

d3 B
deci
. C—F

¢ fiind o constantd arbitrara.
Din (11), (14) si (16) deducem expresia soluliei sislemului (10):

,[) £ FG) CF()
F'(u3) C+rf(u')
Tinind seama de faptul ci in determinaresa formei canonice (6) nu
intervine mici o operatie de cuadralurd, precum si de modul cum a fost
oblinuté expresia (17), unmeazd ci solufia sislemului (1) sau a ecuafiei
Riccati generalizald (5) se obfine in lermeni finifi [ara mici o cuadralurd
in cazul in care cei lrei veclori asociafi sunt lineari wmdependenti, adicd
dacd formele Pfaff o), v, w, suni linear independenie.

Infr-o comunicare personald, G. Vrinceanu observd ci dacd vectorii
asociali a, b, ¢ sunt linear independenti, gésirea lor revine in fapf la
determinarea transfonmirilor infinitesimale ale grupului lui Lie cu trei
paramelri ce are structura dali de ecualiile

(17)

(18) '-ﬂ; = [ww,], mé:[m,ms], N;=[¢“2w3]-
~ Prezint mai jos calculele ficute de G. Vrinceanu pentru a se pulea
face comparafia cu cele expuse mai inainte.

Punind
(19) o =e%ly', w3=¢7dy’
deduce, din condiliile de integrabilitate (3), relatiile
(20) e R L S ) T, i

ﬁz ayg [33 ay;; pl == aﬂ'l 1 32 — tryg §

Din prima i ultima rezulti
(1) @ +1=29(y! °)
lar functiunea ¢ verifici ecuafia lui Liouville
(22) v
7 6y‘6y3+e =)
bop I'esl.li%ﬁad pe =« arbitrar, din (21) deduce funcfiunea y @i ajunge la




P, MIHALESCU 4

40

(23) o, =2 dy!, w,=da — % dy!, wy==e"%% dy’

deci vectorii sunt complet determinaifi.
Deoarece ei sun| independenti, a lrebhuie sa depinda de y?. O schim-
bare convenabili de variabili il duce la formele canonice

(24) w,=c dy', w,=dy’ —:z—cjzdy', Wy =e Ve dy®
functiunea ¢ fiind data de
’ 21" 1y Y (v®)
(25) RNl ke
(f+w)?

Infegrarea ecualiei Riccali generalizald (5) este echivalenti cu deter-

minarea ecuatiei finite a grupului lui Lie cu {rei parametri operind infr-o,

varietate cu o dimensiune si avind struclura (48).
G. Vrinceanu efectuiazi aceasti integrare punind

(26) s= 2o
% fiind o functiune de y!, ¥ ce verificd sislemul
ar A2 ¢
e TR SR D e
27y o 2 ay'
( ko, % = Lk
_ Loy dy'ay’?
Ullima ecuatie da
o9
A=— !
) 2+ ()
functiunea p(y') fiind solulia ecualiei Riccali ohisnuila
: () L
(‘29) P += 9 s f' 9 f’ 0
care este integrabild deoarece admile integrala particulara
f"
p==_
Solutia generala este
f" ?f!'
'3 A i
(30) P 7 + F+ C
C fiind o constantd arbitrara.
2 __ Dach inlre vectorii asociali exisld o singuri relalie de depen-
denta
(31) 11 a-i+7tzbr‘+13f‘i=() (i=i,2,...r,n)

am aridtal cia admit forma canomica.
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(82) [0 0,:..,0) (B B4y 05 <. .330), 0 K5, i < 5ioy 0)
determinarea componentelor a,, g,, B,, v, necesilind operatiile de inte-
grare a unei ecuatii cu derivate partiale de ord. I. si de integrare a unei
diferenfiale lotale,
Dacé
N 0

sistemil (1) se reduce la sistemul in 2 variabile independente

0z a2

o + % 5 + Bz=0
(33)

az

64.';:_24_ oz + v, =0

a carui inlegrare se poale urmiri prin metode elemenlare,
Vom examina cazurile particulare ce se prezintd alunci cind unul
din coeficien{ii %, %,, A, este nul.

A) Daca
Ay =1
veelorii a, b sunt proportionali
hi——4ia
deci bivectorul [ab] este nul. Conditiile (31) ne arati cit avem
Rol ¢ =0

deci forma o, . este o diferenfiali exacti. Deoarece ecuatia
w3 = 0

esle complet integrabild, fiinded din ecualiile (18) deducem

putem pune [w3w3] = [wsw,05] =0,

(34) o =du, w;=—Adw, wy=pdv

A st p fiind funcliuni de u si ». Ultimele doudi relatii (3) ne dau

(35) oA ;o o _
61’+P-—0’ 6—“—1!.1.,

Eliminarea lui p ne conduce la ecuatia

(36) LN T
du v )‘a_»u—o

inﬁlnitﬁ Jin jpm‘ble[n S s
: ma delermindri ; g ; ST
solutie este mindrii formelor canomice| 1, I}, a cdrei
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1" (%) 2f"(n)
37 h— — .
ik O OETIO)
Din a doua ecuatie (35) rezulld
a 21'(u) ¢'(v)
(38 S [ e B
= S TOEXT0):
Sistemul (1) se scrie
@7 1 o
= Az=
(39 ) aut T
39) g Tl
gy r
si se integreazda cu ugurinid. Din a doua ecualie avem;
2t
4 p=—=——+ A
(40) o +

A fiind o funclie de u ce verifici ecualia

dA A2 f"(u)

e A=
() du, 5 F'(u) A
a cirei integrald generald esfe

2f

42 =
(42) A e

¢ fiind o constanta arbitrara.
Deci solutia sistemului (39) este dati de functiunea

21" (u) ¢(r)—C

e = te@ F()FC
f si o fiind funcfiuni arbilrare de un argument.
b) Dacé
hy=0
a si ¢ suni proportionali, [a c¢] esle nul, deci
Rot p =0;
forma w, este o difereniiald exacti — Ca §i in primul caz pulem pune
(44) o, =Adu, wy=dv, wz=kdu,;
relafifle (3) me dau;
A )
(45) T=r, ey

de unde
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(46) A= A(u) ¢, p=B () e
A si B fiind funcfiuni arbifrare de u.
Sistemul (1) devine in acest caz
6z , 22 ,
A ==t A U w)e ' =
| 6w+ 5 (u) e’ + B(u)e 0
= ==y .
av 5

i Yltima ecuatie ne di
z=C{n)e™

iar functiunea C(u) verifici ecualia Riccati obisnuitd

ac = %ﬂcz + B(u)=0

du
‘care in general nu esle 'inbegrabiie‘i prin cuadraturi.
¢) Cazul
Xy =0
ne di bivectorul [b ¢] mul i prin urmare
Bot ¢ = 0.

Forma w, este o diferenfiald exactd gi putem pune
(48) 4 o'=Adu, wy=pdv, o3=dv
functiunile X si p verificind sistemul

A
(49) Pore 2,

care se reduce la sistemul] (35).
Solutia acestui sistem este datd de
s _ 2'C)¥(v)
’ [ () + (o)

e P0)__ %()
¢(v)  flu) +o(v)

(50)

lar sistemul (1) se scrie

, 2

‘) g_z A 1—2—=0

(51) o
oz ’

? % +pz 4+ I="0
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Urmind o cale aseminitoare celei din cazul (A), deducem solutia
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aceslui sistem

e A
¢'(v) C+ f(u)
Asadar, in douii din cazurile parliculare infilisale inlegrarea ecuatiei
Riccati generalizaty se delermind fard cuadraturi.

Institwtul de matematica
Universitgtea V. Babég, Cluj
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KPATEOE COJAEPHAHNE
(06 mmrerpamum o6o6menuoro ypasnenus Riceati
T. MIXHIIECKY

Ioxp3yACh KAHOMMYECKUMI ®OPMAMM, YCTANOBIGHHBIMI B | Jus coe/lmHeH-
HEIX BeKTOpoB oGodnenmoro ypasreuuns Riccati, ueyvaercs salaga miuTerpanmu
HTOT0 YPABHEHI.

Eemn coelHHEHHEIE BERTOPHl IMIEHN0 He3ABHCHMEL, YCTANABIMBAETCH, TT0
0OImii WHTErpAT YpABHEHII LMOIYYAeTes 063 RBalpaTyp i coAepRiT ABE ®YHRII,
RABUCAIME 0T 0JHOTO ApryMeHTa.

PacemarprBaloTes Tpw 0COOEHHBIX CILYYas, B KOTOPEIX /ABAa COCAMIEGIHEIX
BEKTOPA HPOMOPIMOHATBHE. B JABYyX H3 oTHX ¢IyuaeB o0H{Uil WHTErpaJ mory-
TAGTCS TAKME B SABEPIIEHHEIX TIEHaX.

RESUME
Sur l'integration d’'unme équation Riccati généralisée
par
TIBERIU MIHAILESCU

On considére les formes canoniques établies dans un travail antérieur
[1] pour les vecteurs associés & une équation de Riccati généralisée et
on envisage le probleme de l'integration de cetle équation.

Si. les vecleurs cssoaiés sont linéairement indépendants on établit
que lintégrale générale de lequation se détermine sans quadratures ef
comporte deux fonctions arbitraires d'un argument.

Si ces vecteurs gont linéairement dépendants, on considére les
trois cas particuliers ou deux des vecleurs associés sont proportioneis.
Dans deux de ces trois cas l'intégrale générale s'obtient aussi en termes
finis,




