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ASUPRA DETERMINARII NUMARULUI RADACINILOR
CU PARTILE IMAGINARE POZITIVE
ALE UNEI ECUATII ALGEBRICE

DE
TH. ANGHELUTA

Comunicare prezentatd de Prof. T. POPOVICIU, m. coresp- decad. R.P.E.,
in sedinta din 17 Maertie 1951 a Filialei Cluj a Academiei R.P. R.

T. Considerim ecualia algebrici, de gradul n,
F(:)=age" + -+ Fa,=0 (1)

ai carei coeficienli sunt numere complexe. Prin ipolezd polinomul F(x)
nu are niciun factor real. Rezulti ci acest polinom n’are zerori reale.
Apoi separand pirtile reale si imaginare ale coeficientilor si noland

a=2y+i By, A@E=eyz"+ -+ +e,, B (2)=Bgz"+ - - - +B.

avem
F(z) = A + iB. (2)

Din ipolezd rezulli ca polinoamele A si B sunl prime inlre ele, cici
altminteri F(z) n’ar fi ireduetibil in corpul numerelor reale, contrar ipo-
tezei. Deducem de aici ci ecuatia

Fp G)=agz"+ays" 2+ - « - + Ba—=0,

o fiind numiarul imaginar conjugat cu o, nare radacini comune
cu (1), fiindei altfel polinoamele A i B n'ar fi prime inire ele.

Mai admitem ci ritdicinile o, .. o,,ale ccualiei (1) sunt dislincie
inlre ele.

In acesle conditii, Hermite [5] a pus problema delermindrii numa-
rului ridicinilor, ecuatiei (1), cu pirlile imaginare pozilive. El a de-
monslral cii acest numér este egal cu acela al patratelor, avand coefi-
cientii pozilivi, care se oblin descompunind o anumita forma palratica ¢
intr'o sumi de patrale, printr’o (ransformare liniari nesingulara, al earei
determinant are elementele reale. Hermite, dupi ce demonslreazi teorema
precedentii, indicii un calcul simbolic pentru aflarea numarului cautal.

Pe de alli parte, noi am dedus [2] din meloda lui Hermile un gir
de numere al cdrni permanente dau numdrul palvatelor afectate de
coeficienti pozilivi. Vom ardle aici ca acesl sir poale fi oblinul - printr'un
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algoritm analog cu acela, care intervine in feorema i Sturm. Va rezulla
in felul acesta si o noui demonslratic a leoremei Inj Hermite, pe care
a oblinul-o prinlr'un ralionament ingenios. dar dificil. Vom vedea
totodald cum se obline forma patraticd pusd a priori de el.

Vom arila apoi ci meloda lui Hurwilz [8] se aplici de asemeni
problemei puse de Hermile, Va urma ci si rezultatul obfinut prin aceasli
melodi se poate obline cu algoritmul amintil, iar forma patralicii dela
care pleacd Hurwilz esle congruenti cu .

Credem insi necesar de a da mai inainle cileva rezullate prelimi-
nare. Considerim in acesl scop urmitoarele polinoame, prime intre ele

U= oty s +C€” , V= Bol? Bl '+31‘?; (3)
care au coelicienlii reali si gradele n si p. unde p = n. Dupia Cauchy.
mdicele funcliei }'(.r,[:rmﬂ]e_—u, cind x creste deln — oo g -+ oc, esie clife-

renta dintre numdrui de cile ori aceasli funclie trece delu + o la — ~
st numdarul de cdle ori rece delg —— oo la + . Pe de alld parte, nov i
ardtal [2] i indicele aceslei functii este diferenia dintre numdrul -
rialiilor sirului

; N A altl) A, n pletl) A
wyx" ﬁ“-l',"' qE g;_m Xl e a (ﬁ ) 2 -p"_p_[_l XE=0 o (—J_) 2 E‘—'__T)Jr'l v (p
0 0 0
peniru r = + ~ si al variatiilor pentry v = —oo, unde am notal

Bo B o Bipia2 Brpioyi
‘ 0 B 7 Bn—-p-{-?q—.'i Bn—p+2f,—2 r

0 et N B |
%y % SR l:('Jl!-—_u—|-2rl-—2 'ln'—'ll-;-zyk] !
0 % LR rx“_ﬂ_l_z,j_s 91“__1,_;_2,1_2 {

A, = (Hp

() 0 ... & p—ptq—1 Ln—ptq |
Sirul precedent se formeazd ludnd lermenii de gradul cel mai mare ai
pelinoamelor oblinule aplicand lui U si V un algoritm analog cu aceln
din leorema Iui Sturm.
Reaminlim inci teorema urmitoare datoriti lui Hermite [7]. Indi-

. e i Vs ey
cele funcliei m[rrmu/v—[T, cind x creste dela —- la +oo, reprezintd dife-
renfa dintre numdrul o al riddcinilor ecualiei

U+iV =0 (6)

cu parlile imaginare pozitive Sinuwmdrul g al raddcinilor cu pariile ima-
ginare negalive. Prin urmare, Vo §1 v_ o fiind numirul varialiilor
sirului (4) pentru z = +~ $I = —oc, teorema lui Hermilte se exprimai
prin egalitalea E—f = Vp o —V_ . Avem inci a+p =mn, cici ecualia (6
ware rdddeini reale. Din cele doug egalitifi putem afla numerele o si A-

Acestea fiind reaminlile, revenim acuma la ecuafia (1) pentru care
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o $i g vor avea aceiagi semnificalie. Din metoda lui Hermile am dedus,
du}]ﬁ ciim am spus, sirul de numere

(7)

) R
inde

a0 a P 241,

Wigo —iay — 10241
0 ay i 2q—2

De 1. 0 —dgg o0 i—drgen

0 {0 s a,
() W et —iay {

y e i s S b
Sioam demonslral teorema urmaltoare: A i in pr'rm.anmj{f‘.;m ..\..u ri/,e,:;”;ri
esle eqal cu numdrul rdadicinilor. ccuatiei (1), cu parlile  imaginare
pozitive. i ol ik o lffe?
Penlru a face legilura dinlre sirurile de numere (), nndui. /:J(;ff;«,
: 5] 1 . i < s 1 1_\. ks s ~ —
si (7), vom exprima inldi pe D, cu pirlile roald g |nl|.|g11_la1L_ (;'i{;rii g
cﬁenﬁiar ecuafiei (1). In acest scop inmullim elemenlele pm;me} o
e - ; S A nroceds a fel eu ele-
si adunim produsele oblinute la linia a doua; procedim la fe
; a 3-a, a 4-a, s. a. m. d. :
mentele liniilor a 3-a, a 4-a, §. a. m. d. A e
Apoi inmullim elementele fieciirei linii, in car [IgmOa(/:t-l—.!llttrztetff]1
cu -i si adunim la linia precedentd, liniei considerale, Gasim astie
exprimarea ciutatd.

dy 9y ur) e Z—z.,—l
[30 p] s ‘)20_1 l
(§] Din N 12’1"‘2 |
o}
Dy={—2a¢|0 Bp -+ Paez| ©
% X “ s s 4 e
0 0 elyite o,
[0 © s By

In (5) facem p — n si notdm determinantul oblinul tol cu f\'ﬂl-: iL; g;;t&je
}'le{.erminantr schimbim liniile intre ele asa ca, elcrmlengflleﬁiiwle aseza
ca acelea ale determinantului din (8). Rezulli astfel egalilales
a(4+1)
D,='—2)1(=1) 2z A

\

Sirdl de numere analog cu (4) devine astfel

(_1) I-)l n—1 ('—‘1)“[)(1 e T ’{“‘1‘”[)1'._
oLox™ , [503.':“ ’ Tﬂn— X gty ——w BO , )——"2" [50

i sir rdma ohi in inmultirea ler-
Numarul varialiilor acestui sir ramane 11&5(:11111)1]){1’( prin fnmulf
menilor cu g, si prin suprimarea factorului 14 ‘

o S
mﬂﬁﬂxﬂ’ ngﬂ1 (_1)Dl x" 1:-"' r_(l)quf:r ‘. )
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In diferenta varialiilor v —v__ nu intervine variatia primilor doi
termeni, in cazul ci exista, » figurdnd cu acelasi exponent. Deci putem
suprima primul termen gi inlocui pe g,2 cu 1. Avem astfel sirul

* (=D ar=t, ... (=1)eD, 2=, . . (—1)*D,. ()
Presupunem de acum cii lermenii acestui sir sunf diferifi de zero. v_
1 Uy o f1ind numdrul de variafii al sirului (9) pentru r = = si 2= + oo

AVeM o—f=0.p  —VU_ §i at+g=n=yp . +v__ ,cdci girul esle complel.
Rezultd egalitilile g =v_ , « = v, . Dar penfru r — —co, numirul de
variatii al sirului (9) esle egal cu acela al sirului

< e L (10,

1
_ Am oblinut concluzia importantd: Numdrul de variafii al acesiui
gur reprezindd pe acela al raddcinilor ecuafiei (1), cu pdrfile imaginare
negative. Si deci numirul de permanente este egal cu numirul ridici-
nilor acestei ecualii, cu pérfile imaginare pozitive.
Din concluzia de mai sus urmeazi teorema fundamentald a lui
Hermite. Forma patratici de variabilele x, y. ..., u

s P L ,}Ii,"" L e n—1 2
9= 2 ytony W (= P oy,
descompusd inir'o suma de patrate, printr'o lransformare linigara nesin-
gulard, are un numdr de patrate, afeclate de coeficienti pozitivi, egal cu
numdrul radacinilor ecuafiei (1), cu pdrfile imaginare pozitive. In ade-
var, numirul acestor patrate este egal cu acela al permanentelor sirului
(7), despre care am arildl ci este formal din minorii prineipali ai inva-
riantului D, al aceslei forme.

_ Vom ardta acum cum putem obline forma ¢ dela care pleacd Her-
mite. Pentru aceasta observim cii dinsul trece dela aceasty formd, folo-
sind o anumiti transformare liniard, la o alti formi patratici, de varia-
bilele z,,..., z _; si anume

"

2'_’:F0(“’1.)

Y= Tﬁ' 02 () |

h=1 (w’i)

eu 8(z)=y,+ay,+. .. +zly, _; unde penlru simplificare am pus
Yo="0zu—tt " " * +@u—120 W =agZn—2 "+ +@u220,. .., Yum1 =005

Aceste egalititi conslituesc o lransformare liniard cu determinantul o .
Se vede insél ugor cd  se poate exprima cu integrala de variabili

complexd z

_ L (=il
= P Fz) 02(z2) dz
C

luatd pe conturul inchis €, care are in inlerior radécinile ecualiei (1). Dar
pentru modulul lui z destul de mare, avem desvoltarea in secrie
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: 1
sy W05
%
_1-—*=c+cou 4l e li e, undel u——
r() :
2

Substituind in integrali aceasld serie, gasim
Y= ZCitx Yn Y =015 ;a2

Aceastd forma patralici, de variabilele v,,..., ¥, are invariantul

Cp () R T - T

e ey - Al Cn
Auj

Ca—1 Ca SRR C2n—2

lar invariantul aceleiasi forme, dar in raport cu variabilele s,
z,—1, se obtine folosind f{ransformarea liniari precedenld. Se gaseste
penfru acest invariant valoarea gf"A

Apoi din relatia de recurenii, care rezultd prin idenlificare din seria
inlreagd in u, avem egalitalea

D,=adr A, .

Deci D, este invariantul formei 3 in raport eu sz,,..., z,_;. Odala
recunoscut acest fapl, forma palratici v, de variabilele ,,..., 1.,
avand diseriminantul A, se scrie imedial. De aci urmeazi forma
sub o forma de integrald si in fine sub forma de suméd unde apar rada-
cinile ecuatiei. Trecem la ¢ cu inversa transformarii liniare folosite
de Hermite.

II. Hurwilz [8], pentru studiul problemei lui Hermite, in cazul cand
ceunalia (1) are coelicientii reali. pleaci dela forma patraticd, exprimafd
de integrala

1
o 2
‘I’*QW ; | R(z) 0%2) dz
c
de variabila complexi z, cu notatia

N P raey)
Z oo 2"+ 1 =l ... do,

R

b(z) avand aceiagi semnificalie ca mai sus si G fiind un contur inchis,
care are in interior polii funectiei ralionale R(z). Inlegrala este evident
o forma palralica de variabilele y,. ..., y . Pentru aceasti formd Hurwife
dovedegle teorema urmiloare. Indicele functiei rafionale R(z) este egal
cu diferenfa patratelor, avind coeficientii pozitivi, in care se descompune
forma palralicd & si numdrul patratelor ale edror coeficienfi suni nego-
tivi. Hurwilz formeaza invarianlul formeid® si minorii sii principali

Bi e Baoiony Bahine 5 B
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Expresia ‘C_;'Elbill‘{l de Hurwilz coincide en delerminantul din (8). adicd
avem egalitalea Dj—=(—24R, . e

b Al At b :‘ Sl d b :
_ Ifa. de fllu[d‘ p[.uh; stim e exisld o transformare liniara nesingulara
care efectuald in forma @ da forma canonica de noile variabile 7 l a

By o )7 D,
R, Y1)~ —Dy 305—'5] ) ST Lo
In membrul al doilea esle® insi expresia canonica a formei patratice -
infrodusd de Hermile, Umneazi cd meloda lui 1urwily rezulla din uué.l'a:fi.
:rlgo_mLm Tolosit mai sus. Tolodala oblinen: o noua rimnfnilstraIie in lO-(i.lk;l
celei (_!‘dlu de Iviurmlz,, care esle destul de complicali. : -
Uonsiderim acuma urmiloarele doud cazuri particulave.  1°
Uk o =N=a, deci in acest caz radicinile ecualici (1) au parlile imuglium'u-

pozilive. Ecuatiile A¢z) =0 si Bz) - 0 au radicinile reale, iar caml

n—1

2(1%1 a2 + ﬁ—%ﬂ cee ek
1

z cregte trecand prin riddcinile primei ecualii, raportul Bia) trece dela
A(x)

o0 [la —oce. Rezulli cd rddacinile ecualiei a doua separi ridacinile
g A1 0 gy , > 1 a1 i 3 s -
jtlbrhl]_lr;i(;ilﬁl”llﬂ{lld.l_‘.-L-_ »= M = P g1 prin urmare in acesl al doilea caz
adacinile ecualier (1) au pdrlile imaginare negalive. Feualiile A(z) = 0

o D & . o cla et A 1 . 7
3L Bl#) = 0 au radidcinile reale, iar raporlul B(z) trece dela — o
AT '

c:.lvum.a.: Condilia necesard gi suficienld ca radicinile ecuatiei (1) sa aiba
])E[.’J",i;i..lé‘ imaginare cu acelagi semn este, ca riddcinile celoy doud ecud.lii
sa fie veale, iar rddicinile uneia din ele sa separe pe ale celeilalte. Esle
Ie{ T oo, pentru z crescitor trecand prin zeroril: numilorului .De‘-;ci
:'ndnr-nulv ceualici a doua separd pe cele ale primei ecualii, Avem con-
'E(jl]lIHL::;L);_Ili:l.‘afl(";‘l(‘(l-‘lsfil[{;I_lii][‘?(,’l‘ﬂIIILJ §i Biehler, ce rezulld aci in mod natural

:S’a Tacem finci o aplicalic a aceslei meiode, demonslrand leorema
wrmatoare, dalorild lui Markov [4]. Dacd ridacinile ecualiilor Alx)=—10
5 B_(x) = O suni reale §i rdddacinile uneia din acesie ecualii separd pe ale
celeilalte, alunci i ecuafiile derivate A’(x)—() S B’(X'):O au cfceia‘s-;'
proprietate. In adevir, din prima teoremi urmenzi ci ecualtia (1) ﬂ;‘e
Tadacinile situate de aceiasi parte a axei reale. Alunci rlurp’-:a teorema Jui
Lucas si teualia F'(z)=0 are ridicinile asezale Lot ?af-:ll:; [1] si prin
urmare radzi-c'mi_le. ecualiilor derivale au ])1‘6})1‘191;11.0;: din enunf, &

5 ITI. Termindm lucrarea cu dous observatii. Prima se 1'-efera”1 la
urmétoarea teoremd din monografia malemalicienilor sovielici, eitali
mai sus: Ecuatia (1) are numai atunci ridicinile cu pirfile imaginare
pozitive, ednd cdiul X e

~_ A(2) B(z2)—A(z)
0 ACBE-AEB()
‘ 7 - z—z
. . . \. . o .
este negaliv, ore care ar fi.z. Admitem cd ecualia (1) are proprielalea din
enunt si observiim ci avem urmitoarea identifate

F (o) Fy ()—F (2) Fy (¢ 2)
—t BB TR {4

e—E
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Inlocuind aici pezk si z* respecliv prin variabilele z; si z;, obfinem o
formi hermiteeani pozitivi [4], fiinded sirul (10), de minori principali,
are termenii pozilivi. Revenind la z* gi z* rezulld ed Q(z,z) este negaliv
oricare ar fi z. Invers, admitem cit Q(z, z) este negaliv pentru toate valo-
rile Tui z si consideriim, cu Cebolarev si Meimann, identilatea
Alz) | .
F(2)=DB|(z l» +1
@-BG) |55
presupunind, deocamdati ed B(z) nu se anuleazi in semiplanul complex
de sub axa reald. Cum in virtutea ipotezei nici celalalt faclor din mem-

: 7 G AUE) : . ) Sooe
brul al doilea nu poate fi nul, céei B( ; are partea imaginard pozitiva

prin ipotezd. Deci ecualia (1) n’are radacini in semiplanul consideral,
afard poate de zerorile polinomului B(z). Aceasta nu se poale inlampla,
deoarece atunei si polinomul A(¢z) ar fi nul penlru acesle zerori, insi
cele doud polinoame sunt presupuse prime infre cle. Teorema este de-
monslrata si rezultd ca A(z) si B(z) au zerorile reale.

A doua observatie privesle urmatorul criterin dalorit lui Schur [9].
Odald cu ecualia algebrica

f(x)5011+b:1~] CC“*— et e +b() x":()
se considerd si polinomul
15 @) =bn—by—t x4 + =+ +(—1)Dg 2"

format din f(x), inlocuind coeficienlii b,,...,b, cu valorile lor imagi-
nar conjugale b,,...,b, $i schimbind tolodald pe  in —z. Tal# criteriul
anuntat: Dacd £ este un numdr cu parlea reald negativd, care verificd
sneegalilalea

[F® <@,

alunci ecualia de gradul n—1

¢ (x)= (& ],f(_""ﬁ):]é(w)i

st cu cea consideraid au deodald rdddcinile cu pdarfile reale negalive.
Acest criteriu este important, cici problema de a sti, daca ecuafia data
are rdaddeinile cu partile imaginare negative, se reduce la o problema
analoagid asupra unei ecuafii de gradul n—1, 5. a.m. d. Pentru expune-
rea demonslraliei esle mai comod si schimbdm variabila punand z=iu
81 deci £—;x. Cu aceaslii schimbare si cu nolalia a,=in"" by, ccualia si
polinomul de mai sus devin

F(u)=apu*+ - - - +a.=0

Fy (W)=apu'+ - -+ +a,.

(11)

Asa fiind, crileriul lui Sehur are urmdiloarca exprimare: Dacd n esle un
numdar cu parlea imaginard pozitivd, care verificd neegalilatea

Stadii si Cercetiiri — 2
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| () | << | Fo(n) | (123
atunci ecualia, de gradul n—1,

Ko () F () —F (n) Fy(n) !

<I>(u)§—z—”—nl _]_;(_if L3
u—n

$i cu cea data au deodald rdddcinile cu partile imaginare pozitive. Ince-
pem demonstratia cu urméiloarea observalie foarte simpla. Daci a esle
un numdr situal deasupra axei reale ca $i 9, avem neegalitatea

|n—a|<<|n—a]|

Presupunem ci ecuatia (11) are ridicinile cu pirlile imaginare pozilive
§i s ardlim cd aceiasi proprietate o are §i ecuafia (13). Neegalitalea (12)
esle verificald dela sine,  fiind ales dupd cum s'a precizal, deoarece
polinoamele F(u) si F (1) au zerorile respectiv imaginar conjugate. Apoi
dacd ecualia (18) ar avea o ridicind u nesiluald deasupra axei reale,
ar urma ca u si verifice ecualia

Fo (0) F (u)—F () Folu)=0
rezultat imposibil, fiindci avem [F(u) | = |Fo(u) | si prin urmare

| Fo(m) B (u) | > |F (9) Fy () |

Vom dovedi acum proprietatea invers. Presupunem dar ci ecuatia (13)
are rdadicinile cu pérfile imaginare pozitive $i va rezulla ci ecuafia (11)
are aceiasi proprietate. In acest scop vom forma polinomul &,(u), care
are drept coeficienti valorile imaginar conjugate ale coeficientilor res-
peclivi din & (u). Avem astfel ° '
! F(u)

D, (u) = F (7! M”]_—Eﬂi(

°U—"
De aici si din (13) deducem

(r0e—mn) @) F(n)+ (w—n)0o(u)F 5 =[Fo(n)F(gi—Fo(q)Fn)] Flu).  (14)

Paranteza mare din parfea a doua este diferiti de zero in virtutea neegali-
ldtii (12), cici avem

Fo(n) F(n)=] Fo(n)> , | Fon) F(n)| — | F(x) 2.

Sd presupunem acuma ci u nu este siluat deasupra axei reale. Atunci
avem

| (u—n) ®u) | > | (?.t%;)') Dy(u) |, [F(‘E) |=|Fo(n) | .

deci primul termen, al membrului intii din (14), are modulul mai mare
decit modulul termenului al doilea si prin urmare F(u) nu poate si se
anuleze penfru valorile lui u, precizale mai sus. Teorema csfe astfel
demonstratd in mod simplu si intuiliv. Am linut si simplific demonstra-
tia criteriului, deoarece acesla poale fi foarte util (ehnicienilor, dupi
cum observd Schur. O dificullate este insd in verificarea neegalifatii (12).
De aceia Schur, pentru a obline conditiile lui Hurwitz, introduce un al
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doilea criteriu, pe care-l vom enunia, pastrand schimbarea de V_&I‘labllii
de mai sus. Vom propune apoi un alt criteriu, care cuprinde pe acela _EIL
lui Schur. In scopul urmairit, considerdm catul, ordonat dupd puterile
iy Fo (%)

. n7 AL o o i

M(ﬂ 0 Qo) +in O ()4« -

5 U—17)

unde am pus in evidentd numai lermenul liber si cel de gradul intai,
in raport cu . Din identitatea precedenid, deducem

i Qp (w) =a, F(1)—a, Fo (u)
—u Qy (1) —1 Qg (1) = et F () — =1 Fy (w0) .

De aici, urmeazi

— 120 (1) =(an + 2 an—1) F (16) —(@n+u (20—1) Fo () .

Noténd X
H (21) =Qp (2t) 419 Oy (u)
avem

i u?H () =(a, u+a,—1u n4+7 0n) B(1) —(ay 16+ ay—y wn+n an) Fu) .
TIatd acum criteriul lui Schur. Fie y un numdir cu parlea imaginard pozi-

tivd. Atunci, dacd D=1 are deasemeni parlea imaginard pozitivd, ecuafio
o {r.l . w pvs . - 2 U1 . - -
(11) si cu H(u)=0, au in acelasi timp rdaddcinile cu P lile nm_z_gmclzrq
pozitive. De aici Schur obfine, prin induclie compleld, conditiile luwi
Hurwitz, ecuatia dati avand coeficienlii reali.
4 W LI %
Noi vom pdstra ipoteza cd numdrul —— are parlea tmaginarda Poz

0 . . 3 -
livg §i vom ardta cd ecuafia (11) are numai atunci mclac-v.a_?:-a[e %u pgxr;?,g_;
imaginare pozilive, cdnd rdaddcinile fiecdreia din . ecualiile lx‘O(u L?}uj
0 !ﬁ) — O sunt reale, distincte si separd pe ale celeilalle (cazul par
lar cu 1°). Cu alte cuvinte, cind ecuatia

Qo (u)+iQ,(u) = 0
are rddicinile cu partile imaginare pozilive.
Penftru simplificarea scrierii, notim
1 Qg (u =g u"xy w24+ o oy,
—Ql \r’M)=‘ﬁﬂ u“_l +@l '”.“—2—!_' R +Bu—l 0}
a, a a. a; a o; =01,...,1—1,
0=y QUpy— A p Up , ﬁ'hzaﬂ Ap—1—0n Op—1 + On—1 Op— Qn—1 Op 4 h 0:1 ’ L
convenind ca si inlocuim cu zero coeficientii cu indici negativi.
@r=1 osle pozilivi revine la

an

Ipoteza cd partea imaginari a lui

neegalitatea . E
‘3. (f'l',! Ay—1—0n Gn—l\-‘ < 0 .

Penlru introducerea ipotezei, consideram ecuafiile
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Un U+ Gyt W14 o oo g ()
Gyt "ttt p w2 - by (B e R e R, +Bp)=0
31 vom ardta cil ele au deodali radicinile e partile imaginare negative.

In acest scop nolim cu A, si 3, delerminanti; analogi cu D,. relativi la
prima si a doua ecualie. Avem atunci pentru prima ecuatie

! Ay An—1 " A (I,,_.z,}.i_lzl
[ ﬁz';n *fﬂa-—l _L?I,L__zq_*_l ‘
!I 0 ay S50 y—2q-42 |
Ba=0" G i — i Gpzey2 | (15)
| ... LI . ..
(RN (R -
0 0 .

lar peniru ecuatia a doua vomr folosi expresia delerminantului format
cu pirfile reale si imaginare ale coeficien lilor

; ?J:i—'] B)’n-—z G i p“:,_z,',

a—"—l 1‘”_2 T mn—-?'l [I
O ﬁ;l—] ko B';'—Z‘H—-l ‘l
3,} = U 2:'_] D U‘;—20+1 {16)
[0 0 S g;_q_l
F ;
I U 0 o an——'d—l

unde am pus ia’y = o §1 184 = grn. Dupid cum am spus mai sus, inlo-
cuim si aici elementele cu indici negativi cu zer
Intre acesti deferminanti existi relatia
—o  A=38, ,
In adevir, in determinaniul A, la eclementele liniej a 2-a, inmullite cu
an, adundm pe acelea ale liniej 1-a, inmulfite cu id, si determinantul
gasit il desvoltim dupd prima linie. Obfinem astfel egalitatea

1 %] Z Oy 2

i %n—29--1
Uy p—1 LA aH—ZQ-{—Z
A —1 ay _7: An—1 S e ‘iau-Eq-{Q
] == | .
L0 0 o |
[ 0 () S — g |

Adundm la elementele liniei 1-g pe acelea ale liniilor a 2-a si a 3-a;
Inmulfite respectiv cu i@,—1 §1 @, - Apoi la elementele liniei a 3-a, in-
mulfite cu @, adunim pe acelea ale liniei a 2-a inmullite cu ia,. In fine,
desvoltim determinantul dupd linia 2-a. In felul acesta avem

S N R Py 1 112 3 e
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| 8Pt APz v i Bu—2042
| e L0,y o+ T G292
\: ay A p—1 L Ay—2q4-3
A,,= — | —1 ;,, —4 67,1_1 L —1 A n—2q4-3
s ¥ |
0 0 S Bri—if
| 0 0 R *ia_."__-,

La elementele liniei a 3-a inmuliite cu id,,f,l, adundm pe acelefl alelllﬁ'iell
a 2-a si pe acelea ale liniei a 4-a inmultite cu 4,—, . Procedand astfel.

obtinem egalitatea

| aBe=t 1B ‘e i Bu—2042 |

GO, ROy vt U %22
0 PBuet - iBi2043 |
—b 8= —ja, —ta,i —1% Gn—2043 ‘
() 0 ces (7] i
0 0 cee —f@a—q |

Analog, schimband rolurile liniilor a 3-a si a 4-a intre ele, gdsim

1 1Bi—1 2B.—2 s i P’u—?q'E-? r

i &,—1 7' oy—2 F; ch,._zq..l_z ‘
| 0 iBamt vt i Ba2e43 |
hy—1 A_‘I: t (7 Ap—1 LR 0,1_21’1-{-3 |
‘ 0 0 Sl e ‘
| ~ v
0 0 SRR o

1 inii i i doi inan(i din urmé, respectiv
Inmuliind liniile de rang 4, din cei doi determinanli din urmé, 1
cu a, si i@, si adunand, avem

1Bi—1 B2 c:c  iBu=mge
7 oy 1 ) oy—2 Fe AT ! B-,(-.2q+2
0 1B e iBi—2iis
3 (Onllyet — Gnyet) By— 0 Lty | S LG, gpdy ‘
R T
() 0 O An—y ,
0 0 e

il i e serie —a . Cu liniile
Tirand seama de notatii, primul membru se scrie —a’ A, bJ e
a 4-a, a 5a s a 6a repetim procedeul precedenl. In membru {
L —d, W
gasim
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! Aq “ (‘_"J.) 3 JAn Qp—1—0, af'n-—l): —(ﬁ:,_])z A‘? :

In membrul al doilea oblinem un delerminan( cu legea de formare evi-
dentd, avand primele sase linii idenlice cu acelea din §,. Dupi repelarea
de g—R ori a aceluiagi procedeu, ajungem la relafia anunfali, din care
rezultd imediat criteriul enunial. In adevir, presupunem ci prima din
ccualiile inverselor are ridicinile cu parfile imaginare negalive. Prin
urmare avem A, >o¢ sau A < o dupi cum q este par sau impar.
Din relatia dovediti rezulli ci § are acelagi semn ca A, , deci a doua
ecualie a inverselor are si ea ridiicinile cy pirfile imaginare negalive.
Inversa propozitiei se arati la fel. ‘

Din relalia giisity rezulti de asemenea, prin inductie compleld, con-
difiile [2] necesare gi suficienle pentru ca o ecuafie algebricd, ai cirei
coeficien(i sunf complecgi, si aibi ridicinile "cu  pirlile imaginare
pozitive,

ﬁ[xu—]
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KPATKOE COJEP:KAHUE

06 on peresennn HUCIA EOpHeii ¢ BOOGpasRaemMELMI ILOJLO ST, HH LN
HACTANI OXHOTO ATreGpamIecroro Ypasuenisa

T. AHI'EIYITEI

B nmpepsiaymeii samerxe aBTOp HaXOAUT 3aKOH 0Gpa3oBaAHUS mopsiaka (7),
BLIBEICHHOrO M8 KBajpaTHOl (hopmer  Hermite’a. B HACTOALURH 3aMeTKe OH
AOKasLIBALT, 9TO ATOT HOPANOK MOMET GLITh IOJIyYeH yepes amropupm ana-
JIOTMIHOU TOMY, KOTODBLIM IT0JB30BAJICS Lrypm B ceoeii Teopeme. Orcropa
BBITERAET NPOCTOE JOKA3aTensCTRO Teopeme! H.rmite'a ¥ cioco6 obpaso-
BaHUS MODPSAKA.

Aganomqﬂme COOOPaXKeHUSI OTHOCATCS U K Teopeme Hurwitz'a u k dopme,

‘0N a priori.

Rax npumenenne, aBTOD PACCMAaTPHBAET Teopemy MapkoBa. 3atem Bo3-
BPALLAETCSI K OfHOM Teopeme, JOCTOWHON o0COGOro BHUManus, pandoii H. TI.
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Yeporapessim u H. H. Heiimanom. ABTOpP 3aKaHYHBAeT CCHUIKOK Ha Hi{?blflm
- : L* —

(fmiaﬂps@hur’a ITOT KPUTEPHH MOMET OBITH Hpﬂ:%set{ B TeXHH Iet;:;o KT[P)IB-

ienennui W MO3BOJIAET MOoJy4nTh TeopeMy Hermite'a COBepLIEHHO HHAY

HBLIM ITIyTeM.

RESUME

ines rties imaginaires
Sur la détermination du nombre des racines avec _les parties imag
positives d'une équation algébrique

par
TH., ANGHELUTA

AT n . 3 a vati o |a
[’auteur a donné, dans une nole =ﬂllf-€1'18i1%‘ilf-i la l'(]tl (1(1_.)|01‘1nlit1§§t éluﬂ:}
o i o £ rali ermite. Dans la C~
ite (7) déduil a forme quadralique @ ¢ I
suite (7) déduile de la forme dral e s St
il - e ' ite s’obtient aussi par un alg
luelle il montre que cette su L e
i : it rable théoréme.
logue & 6 par Sturm dans son mémo 11
R e lémonstration simple du beau [(héoreme
resulle en méme temps une d(,mun.sfla Simj
‘Hermi iere d'oblenir la forme . :
d’Hermite et la maniére d'o _ ‘ i ., h
Des considéralions analogues ont lien pour le tl‘leoreﬁlu 1t:1ﬁ?5(13((1)i—
de Hurwilz el sa forme quadralique. Gomme a.ppl.lcziliufm,‘ a.u.ﬁllp PR
1de théore g Puis il revient sur un théoreme i
idere le théoreme de Markov. Puls ' FARORINEN
?le % G. Cebolarev et N. N. Meimann. L'auteur termine SEL‘I}OJD(_. par (].(;‘b
I'ema;'qties sur un mémoire de Schur el il pvc;ppse tll;l clml[r.g‘eleznq}ﬁlci_
C ) G ritére peut éfre (rés ulile da 5 ¢
nant I'un de ceux de Schur. Ce critér . ] s By i
calions lechniques et il permet d’oblenir le théoreme d’Hermite, p

induetion complete.




