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Filiala Cluj, din 23 decembrie 1957

in aceastd lucrare se da raspuns unei probleme puse de prof. T. Popoviciu,
anume aceca de a se cerceta legitura dintre proprietatea de interpolatie a familiei
de integrale a unei ecuatii diferentiale liniare si proprietatea de convexitate ')
fatd de aceastd familie a functiilor ce fac pozitiv primul membru al ecuatiei diferen-
tiale respective. Aceastd problemad a fost pusi in scopul obtinerii de condifii nece-
sare si suficiente pentru ca problema bilocali (cu noduri simple) pentru ecuatia
diferentiald consideratd si admitd solutie. '

in cazul cind proprietatea de convexitate amintitdi mai sus este conceputd
pentru noduri simple si distincte, problema a fost rezolvata intr-un caz general de
E. Moldovan [I].

In lucrarea de fati se studiazi problema enuntatd, in cazul cind proprietatea
de convexitate este definitd cu noduri confundate, in sensul aceleea care intervine
in « teorema inegalititilor diferentiale» a lui S. A. Ciaplighin pentru ecuatia dife-
rentiald liniard de ordinul 2, cu coeficienti variabili. Pentru usurarea expunerii,
intfroducem urmitoarele definitii si notatii.

Definitia 1. Fie F o familie de functii /' (x), de o variabild reald x, definite
in intervalul (a, b) si continue in acest interval. Spunem cid o astfel de familie
F, poseda proprietatea I, (a, b), adicd este interpolatoare de ordinul 2 in inter-
valul deschis (a, b), dac oricare ar fi doud noduri distincte x; §i x, din (a, b),
si oricare ar fi valorile reale y; si y, existd o functic si una singurd f(x),
apartinind familiei F, care satisface conditiile f(x;) = y; §i f(x3) =y

) A se vedea definitiile 1 si 5 din lucrarea de fafa.
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Definitia 2. Spunem ci o familie F de functii f/ (x) definite si continue intr-un
interval (a, b) posedd proprietatea N, (@, b) (elementele ei sint intre ele neosci-
latoare de ordinul doi in intervalul (a, b)), daci doud functii oarecare f; (x) si
f5 (x) distincte din F nu pot lua valori egale in (@, b) decit cel mult intr-un singur
punct din acel interval,

Definitia 3. Consideram un operator diferential liniar

L)=y"4+px)y +4qx)

unde p(x) si ¢ (x) sint functii continue in (a, b), — definit, pe multimea C; (a, b)
a functiilor continue impreund cu derivatele lor de ordinul | si 2 in (a, b). Fie
X, un punct din intervalul (a, b). Vom spune ca operatorul L (y) posedd proprie-
tatea Tg? (a, b), dacid oricare ar fi functia y (x), apartinind multimii C, (@, b)
gi satisfacind in intervalul (@, b) inegalitatea L (¥) =0 precum si conditiile y (x,) =
= ' (x,) = 0, atunci acea functie verifica in tot intervalul (a, ) inegalitatea y (x) =0,
semnul egal avind loc numai in punctul x,.

Vom spune cd operatorul diferential L (y) posedd proprietatea 7, (a, b), daca
el posedd proprietatea T f') (a, b), oricare ar i x,€ (a, b).

Observatie. Definitiile 1, 2, 3, de mai sus, se pot enunta si relativ la un inter-
val inchis [a, b]. In acest caz, proprietitile respective le vom nota precum urmeaza:
I [a, b], N,la, bl, ng’ [a, b], unde x,€[a, b] si T, [a, b]. In cele ce urmeazi,
cind se va vorbi de vreuna dintre aceste proprietati, se va subintelege intotdeauna
ca functiile p (x) si g (x), ce intervin in expresia operatorului L (y), sint continue
in intervalul inchis [a, b].

In aceastd lucrare se stabileste intii urmitoarea teorema de echivalenta.

Teorema |. Fie o ecuatie diferentiald liniard de ordinul doi

L=y+prpx)y+qx)y=rx) (1)

avind coeficientii p (x), q (x), r (x) continui in intervalul deschis (a, b). Fie Y familia
integralelor y (x) a ecuatiei (1), in (a, b). Condifia necesard si suficientd ca familia
Y sd posede proprietatea 1, (a.b) sau Ny (a, b), este ca operatorul diferential L ()
sd posede proprietatea T,(a,b).

Pentru demonstrarea acestei teoreme, vom enunta in prealabil citeva pro-
prietdti ajutdtoare.

Asociem ecuatiei diferentiale (1), ecuatia diferentiald omogena

L(y)=y+px)y+gx)y=0 (2)

sa notdm cu Y, multimea integralelor particulare ale acestei ecuatii. Au loc urma-
toarele leme, a caror demonstratie este imediatd.

Lema 1. Conditia necesard si suficientd ca familia Y a integralelor ecuatiei
(1) sd posede proprietatea I, (a, b) respectiv I[a, b), este ca familia Y, a ecuatiei
diferentiale omogene (2), sd posede proprietatea I,(a, b), respectiv I, [a, b].

1) Tn cele ce urmeazi vom presupune ci coeficientii ecuatiilor (1) si (2) sint continui, fie in
intervalul deschis (a, &) fie in intervalul inchis [a, b], dupd cum lema respectiva se referd la inter-
valul deschis (a, b), sau la intervalul inchis [a, b].
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Lema 2. Conditia necesard si suficientd ca familia Y, sda posede proprietatea
I, (a, b), respectiv I, [a, b), este ca aceastd familie sd posede proprietatea Ny (a, b),
respectiv. Ny [a, b].

Lema 3. Conditia necesard si suficientd ca familia Y, sa aibe proprietatea
I, [a, b), respectiv I, a, b] este ca ecuatia (2) sd admitd cel putin o integrald pozitiva
in (a, b) respectiv in [a, b]Y).

Demonstratie. Condifia este necesard. '

Stabilirea necesitatii conditiei o facem fintii pentru cazul unui interval inchis
{a, b]. Presupunem deci ca Y, are proprictatea I, [a, b] . Fie y(x) integrala ecuatiei
(2), satisfacind conditiile y (a) = y (b) = 1. Aceastd integrald particulard nu se poate
anula in intervalul [a. b]: Intr-adevir, presupunind prin absurd ci s-ar anula intr-un
punct din intervalul [a, b], nici o ridacind nu poate avea un ordin de multiplicitate
mai mare ca 1, cdci in caz contrar ar rezulta ci integrala consideratd este identic
nuld, ceea ce ar contrazice conditiile la limita pe care le verificd. Apoi din conti-
nuitatea acestei integrale, ar rezulta c¢id numadrul radicinilor ei (toate sint simple),
din [a, b], este mai mare sau cel putin egal cu 2. De aici ar rezulta cd y (x) nu
are proprietatea /, [«, b], ceea ce ar contrazice ipoteza.

Stabilirea necesitatii conditiei exprimate de lemd, in cazul unui interval semi-
inchis [a, b), se face astfel: Fie y, (x) o integrala particulard care satisface condi-
tiile ya (@) = 0 si yi (@) > 0. Aceastd integrald nu se poate anula in (@, b). Intr-adevir,
dacd y. (x) s-ar anula intr-un punct £q € (@, b), atunci pentru un numar pozitive
suficient de mic, integrala particulari y... (x), care satisface conditiile ya i< (1<) =0
$1 Vate (a+e) = ya(a), s-ar mai anula intr-un punct £, vecin de punctul &,, situat
de asemenea in intervalul (@, ) (cind ¢ este suficient de mic). In definitiv, ar rezulta
cd existd o integrala particulard y.. . (x), care se anuleazd in cel putin doud puncte
(distincte) din (a. b). Ar rezulta de aici ca familia ¥, nu are in [a, b) proprictatea
N [a, b) si conform lemei 2, ci nu are nici proprietatea I, [a, b), contrar ipotezei.

Conditia este suficientd. Fie y; (x) o integrald particulard a ecuafiei (2), astfel
incit p; (x) >0 in intervalul [¢, b]. Vom arita cd familia Y, are proprietatea
N,[a, b], de unde in virtutea lemei 2 va rezulta c¢d Y, are proprietatea I, [a, b]. Pre-
supunem prin absurd ci ar exista o integrald particulard y, (x) = 0 care s-ar anula in
doud puncte distincte x; si x, din [, b]. Si consideram integrala Ay, (x), unde
A este o constanta. Fie A, valoarea constantei A, pentru care curbele reprezentative
ale integralelor yy (x) si A, 1, (x) sint tangente intr-un punct €€ (xy, x,). Functia
1 (x)=pq (x)—RAyps (x) va fi o integrald a ecuatiei (2), care in punctul £ satisface con-
ditiile y (§) = »' (£) = 0. De aici ar rezulta ci y; (x) — Xy ¥, (x) =0, adicd y, (x) =
hyys(x), de unde ar rezulta cd y, (x) se anuleazd in x; si in x,, contrar ipotezei

Demonstratia suficientei conditiei in cazul unui interval deschis (a, b) se
face la fel.

Lema 4. Dacdfamilia Y a integralelor ecuatiei (1) posedd proprietatea I, (a, b),
respectiv I, [a, b, atunci operatorul diferential L (y) corespunzdtor posedd proprie-

tatea T, (a, b) respectiv T,[a, b].

Demonstratia acestei leme o vom da pentru cazul unui interval deschis (a, b),
ea fiacindu-se la fel in cazul unui interval inchis [a, b]. Presupunem deci cd familia
Y a integralelor ecuatiei diferentiale (1) poseda proprietatea I, (@, ). Conform lemei |

%) Proprietatea exprimati de aceastd lema rezultd si din lucrarea [2]alui V. A. Kon-
dratiev, precum si din lucrarea [7] a lui G. Polya.
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rezultd cd si familia Y, a integralelor ccuatiei (2) posedd proprictatea I, (a, b).
5S4 demonstrdm ca in aceste conditii operatorul diferential L (y) are proprietatea
T, (a,b). In acest scop sd presupunem prin absurd ci ar exista o functie v (x) € C, (a,b)
care satisface conditiile
L@ >0, x €(a, h),
v (%) = /() = 0,
unde x, este un punct din intervalul (a, b) si ¢ aceastd functie v (x) ar avea in inter-
valul (g, b) in afara raddcinii x, $i o altd radicini x; diferitd de x,. Presupunem pentru
fixarea ideilor ¢d x, << x;. Din (3) rezultd ci
v (e = 0 si intrucit v(e)i= 1 (xg) = 10;
rezultd c¢d in vecindtatea punctului x,, curba
~—X de ecuatie z = v(x) se situeazd deasupra
o, axei Ox. Astfel putem presupune ca rada-
Fig. 1 cina x; este consecutiva la dreapta radacinii
' X,. Fie acum a; si b; doud numere reale
satisficind inegalititile a << a; << xy << x; < by << b, Intrucit prin ipotezd Y, are
proprietatea I, (@, b) rezultd indati ca ea va avea §i proprietatea /I [ay, by].
Conform lemei 3, ecuatia L () =0 va admite cel putin o integrald 7 (x)
pozitivi in [ay, b;]. Efectuind schimbarea de functie

3)

y(x) =1 (x) z (x) 4)
ecuatia (2) se transformd in ecuatia diferentiald
20 + o1, ¥
LG) =1 (x)[z" +—”—+ﬂz]: D)L (D) =0 - ©)
7(x)

definitd in intervalul [ay, b,], iar functiei v (x) ii va corespunde prin transformarea
(4), functia w (x) care va satisface conditiile:

L*(w) >0, x €[ay, by] } 3"
w (x,) = w' (x,) = 0.

Din faptul c¢i x, si x, sint rdddcini consecutive pentru functia v (x), rezulti din
(4) cd x, si x; sint rddacini consecutive si pentru functia w (x). Apoi din (3') rezultd
cd w"(xo) >0 si intrucit w(xo)=w'(x,) =0, rezulta ca in vecinitatea punctului x, curba
de ecuatie z = w (x) se situeaza deasupra axei Ox (fig. 1). Fie £ abscisa unui punct
de maxim al functiei z = w (x) in intervalul (x,, x;). Din figura 1 se constatd cd in
punctul £ au loc relatiile w' () =0, w" (§) = 0, de unde rezultd ca in punctul £
are loc inegalitatea L* (w)|,_; = 0. Aceastid inegalitate contrazice inegalitatea
corespunzitoare din (3'). S-a ajuns astfel la o contradictie. Rezultd in definitiv cd
functia v (x), ce satisface conditiile (3), nu poate sa aibe in intervalul (@, b) o alta
raddcing in afard de x,. De aici rezultd tinind seama de (3), cd in intervalul (@, b)
are loc inegalitatea v (x) =0, semnul egal avind loc numai in punctul x, q.e.d.

Lema 5. Dacd operatorul diferential L (y) posedd proprietatea T, (a, b)
atunci acest operator L (y) posedd proprietatea T, [ay, by], oricare ar fi subintervalul
inchis [ay, by] continut in intervalul (a, b).

Demonstratie. Fie [a;, by] un interval oarecare continut in (a, b) si fie u (x)
o functie definitd in intervalul [a;, b;], care satisface inegalitatea L (1) > 0 in [ay, b],
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precum si conditiile v (x,) = u’ (x,) = 0, unde x, este un punct din intervalul [a;, b,].
Sd ardtam ca in aceste ipoteze are loc inegalitatea u (x) =0, x€ [a,, b,], semnul
egal avind loc numai in punctul x,.

Intr-adevir este ugor de aritat cd putem prelungi functia u (x) in intreg intervalul
(a, b), astfel incit sd se pistreze inegalitatea L () >0 in tot acest interval (a, b)
si de asemenea si se pastreze proprictatea de continuitate a derivatei de ordinul 2 a
functiei u (x) in (a, b) adica functia obtinutd prin prelungirea functiei initiale u(x),
sd apartind clasei Cy(a, ). '

Pentru aceasta, consideram intervalul [b,, b) si considerim referitor la acest
interval, integrala f (x) a ecuatiei diferentiale i

L (y) = L @)]z-s,
cu conditiile la limitd

B (k) = u(by),
B' (b)) = u' (by).

Functia {3 (x) astfel definita, mai are proprietatea cap” (b;) = u" (b,), ceea ce se deduce
din ecuatia diferentiala ce defineste pe B (x). Aceastd functie § (x), prin felul cum
a fost construitd, verifici in intervalul [b; b) inegalitatea diferentiald L [B (x)] = 0.

In mod analog, considerdm in intervalul (a, @] integrala o (x) a ecuatiei diferentiale

L(y)= L W)|r=a,
cu conditiile la limita
v (ay) = u(ay),

& (i) — e (aq),

Aceastd solutie o (x) evident cd va mai satisface conditiao.” (a;) = u” (a,) si Lo (x)]>0,
cind x € (a, a,].
Fie acum u* (x) functia definitd precum urmeazi:

o« (x) daci x € (a, a),
u (x) dacd x € [ay, by],
I B (x) dacd x € (b, D).

it () =
Aceastd functie admite derivate pind la ordinul doi inclusiv, continue in intervalul
(@, b) si satisface in acest interval inegalitatea L (u*) > 0. Intrucit prin ipotezi functia
u(x) satisface conditiile u (x)) = u' (x,) =0, unde x,€ [a;, by], rezulti ci si
functia u* (x) va satisface aceste conditii. Conform proprietitii 7} (¢, b) a ope-
ratorului diferential L (y), urmeazd cd u*(x) =0 in intervalul (@, b), semnul egal
avind loc numai in punctul x,. De aici rezulti lema enuntata.

In cele ce urmeazi vom stabili incd o proprietate ajutdtoare.

Lema 6. Dacd operatorul diferential L (y) are proprietatea T, (a, b),
atunci orice functie u (x), apartinind clasei Cy (a, b) si care satisface in intervalul
(a, b) inegalitatea diferentiald L (u) >0, nu poate sd se anuleze in (a, b ) in mai
mult de doud puncte distincte.

_ Demonstratie. Presupunem ci operatorul diferential L () se bucuri de pro-
prietatea 7, (a, b). Si aratim ca in aceastd ipotezd, orice functie u (x) apartinind
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clasei C,(a, b) si satisfacind in acest interval inegalitatea diferentiala L (1) >0
nu poate avea in (¢, b) mai mult de doud riiddcini distincte. Sa presupunem prin
absurd contrariu, ci existi o functie u (x) apartinind clasei C, (@, b), care satisface
in intervalul (a, b) inegalitatea diferentiald L (1) > 0 si care are cel putin 3 radécini
distincte x;, X, X3 (pe care le presupunem consecutive §i scrise in ordinea
crescitoare)t). Intrucit operatorul diferential
L (y) poseda prin ipotezd proprietatea T, (a, b),
rezulti c¢d nici una dintre rdadicinile x;, x5, X3
nu poate fi multipld si deci curba reprezenta-
tiva a functiei u (x) traverseazd axa Ox in fiecare
din punctele x;, x,, x; (fig. 2). Se pot prezenta
urmitoarele doud cazuri, dupd cum u’ (x;) >0

ay

e -ev /_\ o b X
X X,

¢ M BN sau ' (x;) < 0 (cazul u' (x;) = 0 nu poate avea
loc, dupd cum s-a aratat anterior).
Fig. 2 Cazul 1. u'(x;) >0, (fig. 2). Fie & un

punct oarecare din (a, x;), astfel ca si nu existe
nici o rddicind a functiei u (x) in intervalul [£,, x,). Fie v (x) integrala ecuatiei
diferentiale L (y) = I, cu conditiile la limitd

1 (&) =0, 1 () =0

Conform proprietitii T, (a, b) a operatorului diferential L (y), rezultd cd 71 (x) >0
in intervalul (£,, b). Sd efectudm in expresia operatorului diferential L, schimbarea
de functie y(x) =7 (x)z (x). Obtinem

n 2 i £ e, L ( ) o=
L) =n(X)[z +(” *f’”’); L@ :}A
7 (%) 1 (x)
2 i 2 Py z .
=) [z L (7) z' + ﬁ] =y (x) L* (2).
7 (x) 7 (x)
Functia u(x) se va transforma intr-o functie v (x) = % care va avea aceleasi
0 (X)
radicini ca si u (x) In (£, b) si in plus va satisface conditia lim v (¥) = — ce. De
z—> Eot-0

asemenea, functia v (x) satisface in intervalul (£,, b) inegalitatea L"(v) = 0.

Se constatd usor cd si operatorul diferenfial L*(z) are proprietatea T, (Ey,b),
intrucit operatorul L () are aceastd proprietate dupd cum rezulta din lema 5, tinind
seami de ipotezele facute.

Cu aceste rezultate obtinute referitor la operatorul L*(z), sd ardtim cd inega-
litatea L*(v) >0 in (&,, b) este in contradictie cu forma pe care o are curba repre-
zentativa a functiei v (x) (fig. 3).

Intr-adevdr, fie x, un punct din intervalul (x,, x3), In care functia v (x) Isi
atinge valoarea miniméa,din acel interval. Fie A = — v (x,). Evident ¢d A >0, intrucit

1) Se constatd cd funcfia v (x) nu poate avea o infinitate de radacini in intervalul (a, b),
avind un punct de acumulare £ in intervalul (a, b), cdci in caz afirmativ, din continuitatea
functiei u (x) precum si a derivatei sale «' (x), ar rezulta cd u(£) =’ (§) = 0 si proprietatea
T, (a, b) a operatorului L ar fi contrazisa.

B
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in intervalul (x,, x,;) functia u (x) deci si v (x) ia valori negative, ceea ce rezultd
din ipotezele fiacute. Si efectudm asupra curbei reprezentative (v) a functiei v (x)
o translatie in directia pozitivd a axei Oy, de parametru A. Curba (v) va lua pozitia
(v*) indicatd in figura 3 cu linie punctatd. Aceasti noud curbd va fi tangentd la
axa Ox in punctul x, si va traversa axa Ox intr-un punct situat in intervalul

(%, x;). Ecuatia acestei curbe (v*) va fi

yp=v(x)=v+r . 1 vy
Dar dupi cum s-a aritat anterior, are loc i et AT
in intervalul (£, b) inegalitatea R L Y
21’ + pn) } LN S i 'S
L*(l’) =0 11» + = e P | vr + fai Xe szz‘x_f b

7 (x)

U
+ - >0,%€6, b)
71 (X)
De aici rezultd cd si functia v*(x) satisface
o inegalitate de acelasi fel in intervalul
(£,, b). Intr-adevir, tinind seama cd A este o constantd pozitivd, precum si de
inegalitatea precedentd, obtinem

Fig. 3

%
L*0v*) = L* (v) +—) >0, x€ (& b)-

0 (x

. : . L dv* % .
Functia v*(x) mai verifici conditiile v*(x,) =0, ‘d) = 0. Intrucit opera-
\ dx

L=,

torul diferential L*(z) posedd proprietatea T, (£y, b), rezulta ca functia v*(x) trebuie
si satisfaca inegalitatea v*(x) =0 in intervalul (&, b), ceea ce contrazice faptul
cd curba (v*) traverseazd axa Ox in intervalul (£, x;). Contradictia provine din
ipoteza absurda ci functia u (x), satisfacind in intervalul (a, b) inegalitatea L (v) > 0,
ar avea in acest interval mai mult de doud rddacini distincte (In ipoteza specificd
cazului 1I).

Cazul 2. v’ (x;) < 0. In acest caz, punctul &, se alege astfel incit si fie situat
in intervalul (x,, b) si si nu coincidd cu vreo altd radacind a functiei u (x). Se
procedeazd mai departe intocmai ca in cazul 1. Ajungem astfel la urméatorul rezultat:

Dacid operatorul diferential L (y) posedd proprietatea T, (a, b), atunci orice
functie u (x) apartinind clasei C, (a, b) si satisficind in intervalul (@, b) inegalitatea
diferentiala L (1) > 0 nu poate avea in intervalul (g, ) mai mult de doud riadicini
distincte, ceea ce inseamnd cd nu poate lua valori egale cu valorile vreunei functii
din familia ¥, in mai mult de doud puncte distincte din (a, b).

Lema 6'. Dacd coeflcientii ecuatiei diferentiale (2) sint continui in intervalul
inchis [a, b] si dacd operatorul diferential L (y) ce intervine in membrul sting al
ecuatiei (2) are proprietatea T,[a, b], atunci orice functie u (x) aparfinind clasei
C,, [a, b] si satisficind in intervalul [a, b] inegalitatea diferengiald L (u) > 0, nu poate
avea in intervalul [a, b] mai mult de doud rdddcini distincte.

Demonsiratia acestei leme se face la fel ca in cazul lemei 6, cu singura deose-
bire ci peste tot trebuie considerat in locul intervalului deschis (a, b), intervalul
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inchis [a, b] si ca in afard de cazurile 1 si 2 in care se presupune ca radicinile x;,
Xy, X5 ale functiei u (x), ce satisface in [a, b] inegalitatea L (1) > 0, sint interioare
acestui interval, — ar mai trebui considerate cazurile cind una sau eventual doud
dintre radacinile x;, x,, x5 ale acestei functii « (x) ar coincide respectiv cu capetele
mtervalului [a, b]. Fie de exemplu cazul cind x; = a, x, = b, a < x, < b (fig. 4).
Putem reduce acest caz la unul din cazurile 1 sau 2 astfel: Prelungim functia u (x)
in afara intervalului [a, ] cu polinoame de
gradul 2, care si coincidd cu u# (x) in
capetele @, respectiv b, coincidenta avind
loc pinad la derivatele de ordinul 2. Obtinem
astfel o functie u (x), definitd pe toata axa si
admitind derivate de ordinul 2 inclusiv, con-
tinue pe toatd axa Ox si in plus, u (x) coin-
cide cu u (x) in intervalul [a, b].
Efectudm asupra curbei de ecuatie y=u(x)
Fig. 4 o contractie infinitezimald in spre media-
toarea segmentului [a, b] (fig. 4), astfel incit
sil se mentind inegalitatea strictd L (u) >0 in [a. b]. Putem considera de exemplu
transformarea

o

o+

a-+b
2
N=V:
unde 2 este un numdr real ce satisface inegalitatile 0 < A << 1 si suficient de aproape
de unitate. Ecuatia curbei transformate va fi
o _[a+b 1 a-+b
y:u(x):u —}—f(),— :
2 A 2

Aceastd curba va avea forma indicatd prin linie punctatd in figura 4 si va tdia
axa Ox in trei puncte distincte x,, x,, X, toate interioare intervalului [a, b]. Daca
parametrul A sec alege suficient de aproape de unitate (si mai mic ca 1), atunci
pentru motive de continuitate a coeficientilor ecuatiei diferentiale, se va mentine
inegalitatea L(@*) >0 in intervalul [a, b]. Astfel am redus acest caz singular la
cazul 1 din lema 6.

E—

+7\(x“+bJ

2

Pentru usurinta exprimdrii in cele ce urmeaza, vom da urmatoarea :
Definitia 4. Fie dat un operator diferential liniar de ordinul doi

Lp)=y"+p®y +9&y (6)
coeficientii p (x) si ¢ (x) fiind functii continue intr-un interval (a, 5). Vom spune
ca operatorul L (y) posedd proprictatea P, (a, b) dacd oricare ar fi numerele reale
X, V0, Vo, astfel ca

a=x3;=b' yo=1), (7)

Yo +p (%) yo >0 ®)

si daci oricit de mic ar {i numarul ¢ satisficind inegalitatile 0 << e =< b — x,, atunci
pentru sistemul de numere X,, ¥y, Vg, €, existi cel putin un numir A € (x,, x,--€)
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si cel putin o functie r, (x), continud in (a, b), satisfacind in intervalul inchis [, 2]
inegalitatea

r () >0,  x€[xp, 2] €}
astfel incit pentru aceasta functie r, (x), ecuatia diferentiald
LO)=y"+p®ry +q@y=r() (10)

s admitd in intervalul (a,b) o integrali particulard Yy (x) care sid satisfaca
conditiile
1) =»3»H=0,
¥y (%) =¥, (11)
Vi (x0) = ¥,
unde X, Yy, ¥y sint numerele alese conform conditiilor (7) si (8).

Lema 7. Dacd coeficientii p (x) si q (x) ai operatorului diferential L(y)
din (6) sint continui in intervalul (a, b), atunci operatorul L (y) are proprietatea
P, (a, b). ;

Demonstratie. Inainte de a trece la demonstratia propriu-zisi a acestei leme,
vom face citeva observatii preliminare, pe care le vom folosi in demonstratic,

Observatia 1. Pentru a ariita ca operatorul L (y) are proprictatea P, (a: b)
este suficient sa ardtdm ca acel operator are proprietatea P, (ay, by) oricare ar fi
subintervalul (ay, by) astfel ca a < a, < b, < b. Reducind demonstratia lemei 7
la cazul unui subinterval (ay, b,), avem avantajul de a putea dispune de proprie-
tatea de continuitate a coeficientilor p (x) si g (x) in intervalul inchis [a;, b;] precum
si de toate proprietatile ce decurg din aceasta.

Ob_.s‘erra,ffa 2. Fie m (x) o functie oarecare apartinind clasei Cy(a, b) si satis-
fiacind inegalitatea 7 (x) >0 oricare ar fi x€ (a, b). Efectuind in expresia, opera-
torului (6) schimbarea de functie

y=mn(x)zx) (12)
obtinem
e i " ZQ"“P"? 1 L(f[) T
L(y)= q(.x)lz el T JE v) L (z). 3
_ e el ek (x) L(2) (13)

intrlljcit 70 (x) € Cy(a, b), rezultdi ci operatorul diferential L (z) are coeficientii
cgptinm in (a, b). S& notim cu p (x) respectiv q (x) coeficientii operatorului L (2)

adica i ’
o 2 ) = L (1

P (:\‘) == LSS { G (I_) L ( rl)‘

7 (x) 7 (x)

Tinind seama de pozitivitatea functiei 7 (x) in intervalul (a, b) se verifici ci daci

operatoru[_ L y.) are pmprietatea P, (a, b), atunci si operatorul L (z) are proprietatea

V25 (f!’_b) §1 reciproc. Pentru ilustrare, si demonstrim de exemplu reciproca afir-

mzftlel de mai sus ci dacd operatorul L (z) are proprietatea P, (a, b), atunci si opera-

torul L (y) are proprietatea Py (a, b). Fie in acest scop un sistem de numere x,,

(14)
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e ¥y satisfacind conditiile (7) si (8) si fie x,, z'y, 27, sistemul corespunzitor de
numere, obtinut cu ajutorul relatiei (12), tinind seama de (11) |

zy = 30 y A=l (Mo Yo — 2 g ¥p). (1)
To "o

Aici s-a notat v, = 1 (x,). Tinind seama de relatiile (7), (8), (14), precum si de
pozitivitatea functiei 1 (x), se verificd cd numerele z,, z; din (15) satisfac inega-
litatile zy << 0, 25+ p (x,) zo =0, ceea ce ne aratd ci numerele z si zo satisfac
conditiile (7) si (8) relativ la operatorul Iz (2). Intrucit prin ipoteza operatorul L (2)
are proprietatea P, (a, b), rezultd cd oricare ar fi numarul real = astfel ca 0 <e <
= b — x,, existd cel putin un numdr A € (x,, x, + ¢) si cel putin o functie 7, (x)
continud in (a, b), satisfacind in intervalul [x,, ] inegalitatea
r(x) >0, x€[xg A (16)
astfel incit pentru aceasti functie r, (x), ecuatia diferentiala in functia necu-
noscutd z (x)
2r = sln .
A3 I W, 7 @ (an
7 (x) 7 (X)
sd admitd in intervalul (a, b) o integrald particulard z, (x) satisficind conditiile
z, (%) =z, (W) =0,
zy (%) = 2o, (18)

Z;: (Xo) = zi,

unde zg si zp sint numerele date de (15).
Referindu-ne acum la operatorul diferential L (), se verifica ci functia

2, 00, =:@) 25.0%); (19)
(unde z, (x) este functia pusi in evidentd anterior), este o integrald a ecuatiei
diferentiale

L(p) =1 (x)r,(x), unde 7 (x)r, (x) >0 in [x, 2] (20)

si satisface conditiile la limita

I () =, (A) =0

¥ (k) = s (1)

W n) =
Verificarea faptului cid functia y, (x) data de (19) satisface ecuatia (20), este ime-

diati. Verificarea conditiilor (21) se face {inind seama de relatiile (19), (18) si (15).
Intrucit sistemul de numere xo, yo, 6 a fost presupus arbitrar satisfacind condi-
tille (7) si (8) si intrucit si numdrul € a fost presupus arbitrar satisficind inegali-
tatile 0 < e =< b — x,, rezultd cd operatorul L (y) are proprietatea P, (a, b).
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Observatia 3. Fie (a;, b;) un subinterval oarecare al intervalului (a, b), astfel
incit @ < a; < by < b, Pentru intervalul (a;, b;) existi cel puin o functie
7 (x) € Cy (— 0, + 00), pozitiva in intervalul (—eo, +-ao) astfel incit efectuind in
expresia operatorului L (y) schimbarea de funcfie (12), operatorul corespunzitor

L (z) sd aibe coeficientul p (x) negativ in intervalul inchis [ay, b,].
Intr-adevir, fie M = max p(x) si ﬁe 7 (x) o integrala pozitivi a ecuatiei

[ay, b,]
'+ M+ 1=
L M
Butern lnain(x)=e 2 ; atunci conform formulei (14), expresia coeficientului
p(x) va fi
o 27’
() — 0 P =px) —M— 1= — 1, pentru xE€ [a, b].

f
*

Sa trecem acum la demonstratia propriu-zisi a lemei 7. In baza observatiilor
1, 2, 3 facute mai sus, rezulta cd pentru a demonstra lema 7 este suficient sd aritim
ca orice operator diferential L (y) de forma (6), avind coeficientii continui in inter-
valul inchis [a, b] si p (x) << 0 in acest interval, are proprietatea P2 (a, b). Presu-
punem deci cd coeﬁcrentu operatoruhu L (y) din (6) sint continui in [a, 5] si cd
p(x) <0 in [a, b]. Fie x,, yo, ¥o un sistem de numere reale satisficind condllule
(7) si (8). Putem considera intotdeauna x, = 0, ceea ce se poate realiza efectuind
asupra variabilei independente translatia X = x — x,. O astfel de schimbare de
variabild este permisd cu conditia ca in locul proprietatii P, (a, b) sd se considere
proprietatea P,(a — xq,b — xo)

Vom presupune deci in cele ce urmeazi ci x, = 0 i cil intervalul (a, b) contine
originea x, = 0. In aceste ipoteze fie ecuatia diferentiald

L)=y"+p®@y +9@y=f(), (22)
in care termenul liber f(x) il privim ca functie nedeterminati in [a, b]. In ipoteza

cd f(x) este continud in [a, b], ne propunem intii si gisim forma integralei ecuatiei
(22), care si satisfacd conditiile

y@ =0, y@©=yo »0O=y. (23)
In acest scop si considerim ecuatia omogeni corespunzitoare

L=y"+p®y +qgxy=0 (24)

§1 fie », (x) si p, (x) doud integrale particulare ale ecuatiei (24), formind un sistem
fundamental i in [a, b]. Atunci, dupa cum se stie, mtegrala generald a ecuatiei dife-
rentla]e omogene (24) se poate scrie

YE) = Ciyy () + Cyyy () + SG ®, 91 () ds, @5)

2—c 70
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unde s-a notat

nx) yp(x)
n(s) ()
l y1(8) 22 (9)
yi(s) 2 ()
Formula (25) se poate obiine cu usurintd, aplicind pentru integrarea ecuatiei dife-

rentiale (22) metoda variatiei constantelor.
Si ludim pentru y; (x) si y, (x) integralele care satisfac conditiile
71(0) =0, y1(0) = yo< 0, 27
Ya (0) == ls ..Vé (0) = 0:

unde y; este numirul dat anterior. Cu aceste precizéri, tinind seama de (25), se

obtine indatd cil integrala particulard a ecuatiei (22), care satisface primele doua
conditii din (23) este datd de formula

G (x,8) = — . (26)

y(x) =y (%) + SG (x,5) f (s) ds. (28)
0
De aici deducem
5 2 4
Y @) =5 )+ ) + S PG () s,
o x?
0

Inlocuind in aceasti relatie x = 0 si tinind seama de faptul ci
¥i(@) = —p0) 5
ceea ce se obtine din ecuatia (24), rezulta ci
P"(0) = — pyyo +/(0), po=p(0).

Scriind ¢d a treia conditie din (23) este verificatd, se obtine pentru funcfia f (x)
conditia
F©) = y5+ poyo- (29)
Fie acum 2 un numir oarecare din intervalul (x, = 0, b). Impunem integralei
v (x) din (28) conditia y (A) = 0. adica
A
¥ (A) + g G\ s)f(s)ds=0. (30)
0
Aceasta egalitate constituie de asemenea o conditie pentru f (x). Incercim sa satis-
facem conditiile (29) si (30) luind pentru f (x) un polinom de gradul intii in varia-
bila x, adica
f(x)=ax+f (31)
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Pentru ca sa fie indeplinita conditia (29), trebuie sd luim

B=yo+Po J’(jl-
Inlocuind pe f(x) din (31) in (30) si tinind seama de valoarea gasitd pentru f3,
se poate determina coeficientul «. Inlocuind in (31) coeficientii « si 8 astfel deter-
minati, se obtine pentru f(x) expresia

7

O 4 po 1) \G O, 8) ds 4+ 1 (V)

1 x) = — ! x -+ o + po Yo (319

2

g G(A 8)sds

.
Formula (31 ‘) are sens intrucit numitorul coeficientului lui x nu se anuleazd daci
A este suficient de aproape de zero. Aceastd afirmatie rezulta dintr-o teorema de
existentd relativd la probleme la limitd polilocale datd de citre de la Vallée
Poussin [8].

Sa demonstrdm acuma ci dacd numadrul pozitiv A este suficient de aproape de
zero, atunci fung:'gia Jfa (x) din (317) satisface inegalitatea fi (x) > 0 pentru x € [0, A].
in acest scop, tinind seamd cd fi (x) este un polinom de gradul I, este suficient
sd verlﬁcﬁl_-n cd f, (0) >0 si fa (\) >0 dacd A este suficient de aproape de zero.

: lnegahtatea JSo. (0) > 0 rezultd indata din faptul ca sistemul de numere x, = 0,
Y0V, ales anterior, satisface conditia (8).
Sd dovedim acuma cd pentru valori pozitive A, suficient de aproape de zero

are loc inegalitatea f3 (A) > 0. In acest scop vom arita cd lim f; (A) > 0. Primul
A—0T

termen din (31') prezintd o nedeterminare de formagcind A— 0F. Aplicind
0

regula lui I"Héspital si notind pentru prescurtare yg + p, yo = A%, obtinem
A

- A [A*‘S G (\s)ds + ¥ (7\)]

20+ A
S G (N, s) sds
0
A A
sl = - L[ G o
— | NGO, s)ds +p, (W) | — 2| A2\ — ds -+ 11 (A)
j o 1t 0% |x = 2
= l1mn 2 L
A0t A
JG
— s ds
S E’x = A
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Dar si termenul din membru drept al egalititii de mai sus prezintd o nedeter-

J 0 . : ’ S
minare tot de forma — cind A — 0t. Aplicind incd o datd regula lui I’'H6spital,

obtinem
A A
— 2[14282—6- ds -+ yi(?\)] — )\[Az(l —1—31”6; (!S] + ¥ (?\)J
OX |x=2A g%
J=lim - (32)
A—pDT A ',g(ﬁ
A+ S L s ds
(7 | P

S ardtim acuma cd existd un numér pozitiv 8 (suficient de mic) astfel incit
oricare ar fi A€ (0, 3), numitorul fractiei din (32) sia fie pozitiv. Pentru aceasta

~2

: o i 5 . U
este suficient sid ardtim cid functia —
ox

de variabilele A si s este pozitiva
z=A
intr-un domeniu triunghiular definit de inegalititile 0 <s <A, 0 <A < 8,

-

; x .. A etk : ot
ceea ce este echivalent — cd functia 6_2 de variabile x si s este pozitivi
x

intr-un domeniu 0 < s < A si 0 <A < & (8 fiind un numér pozitiv suficient de
mic). Intr-adevir, din (26), tmmd seamd de conditiile (27) deducem

»1(0) 2 (0)

E = : L (33)
9x2 f:uO ’0 ‘ Yo
Yo 0
Din ecuatia (24) deducem ca y"; (0) = — py »'1 (0) — ¢, ¥, (0) si tinind seama de
A
(27), obtinem y”; (0) = — py »'s- Inlocuind in (33) obtinem ca Or —| = —po
x4 |z=0
o=ty
Deoarece prin ipotezd p (x) < 0, rezultd in particular p, < 0 si deci ci
oG
= 0: (34)
6112 — 0
=

Deoarece coeficientii p (x) si g (x) sint prin ipoteza functii continue in [a, 5], rezultd
cd si p"y (x) si p";(x) sint continue in [a, b], ca integrale ale ecuafiei diferentiale
2 G (x,5)

(24) si deci cd §i functia de variabile x gi s este continud in domeniul

0 x
{a << x = b,a=s= b}, care contine prin ipotezd punctul (x = 0, s = 0). Rezulta
A
v P [ G s v b
in definitiv cd integrala — ds este pozitivi cind A este un numdr pozitiv
X l =X

0
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guficient de mic, si de asemenea ci numitorul fractiei (32) tinde citre 0% cind
A—s O0F. Astfel obtinem pentru limita din (32)
—2)40) _ =2V, _

0+ - 0+ R

o

intrucit prin ipoteza y’, < 0.

Rezultd deci cd dacd numarul pozitiv A este suficient de mic, atunci functia
fi (x) din (31") satisface inegalitatea f (x) =0, cind x€ [0, A]. Cu aceasta lema 7
este complet demonstrata.

Absolut la fel se stabileste proprietatea P, [a,b) in cazul cind coeficientii p (x)
si g (x) ai operatorului diferenfial L (y) sint continui in intervalul [a, b). Lema 7
stabiliti anterior se poate enunta sub urmitoarea forma mai sugestivi:

Lema 7'. Fie L (y) un operator
diferential linear de forma (6), avind coefi- [
cienfii p (x) si q (x) continui intr-un inter- )
val (a,b) sifie u (x) o funciie oarecare
din clasa C, (a, b), satisfacind intr-un
punct x, din (a, b) condijiile :

o (o]
B G )= @
22l () =20,
30 i& (H)!_L_:J," > 0. Fig. 5

Atunci oricare ar fi numdarul pozitiv e
satisfacind inegalitatea © << b — x,, pentru aceasta existd un numdr A€ (xq, X, -+ €)
si o functie y, (x)€ C,(a, b) satisficind conditiile
7-) _J‘;\ (-\‘()) =u (3\’") ) 01 yp\ ()\) i 0!
B) ¥ (x0) = u’ (xo),
Y) ¥y (x) = u" (xp),
8) L(y,) >0 pentru orice x € [x,, Al
Demonstragie. Referindu-nc la enuntul lemei 7, sd considerdm sistemul de
’ -
giere vy, ' = 1 (%), ¥ = u (xu) Conform ipotezelor 2° si 3° din enuntul
lemei 7 rezulti cd numeréle x,, 'y, »”, astfel alese, satisfac coudltu]e (7) st (8) relativ
la operatorul L (p) considerat. Atunci conform lemei 7, pentru orice numir pozmv €

satisficind inegalitatea = < b — x, existi cel putin un numir A€ (%, X, + )
si cel putin o functie r (r) continud in (a, b), satisficind inegalitatea r, (x) >0

pentru x € [x,. 2] ,zstﬁ_! incit pentru aceastd functie r, (x), ecuatia diferentiald
Ly)=y"+px¥y +qx)y=nr(x)

$4 admitd in (a, b) o integrald particulard y, (x), satisficind conditiile «), B), ¥).
Evident cd aceastd integrald aparfine clasei G, (a, b) si satisface si conditia 3),
intrucit r, (x) >0 in intervalul [x,, Al

Definifia 5. Fie F o familie de functii /(x) definite intr-un interval oarecare
J, care poate fi deschis. inchis sau semi-inchis. Spunem ci o functie u (x) definiti
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in intervalul J este convexa in acest interval fatd de familia F, dacd satisface urma-
toarelor conditii:

1° Nu poate lua valori egale cu valorile vreunei functii f(x) € F in mai mult
de doud puncte distincte ale intervalului J/. '

2° Dacd u (x) ia valori egale cu valorile vreunei functii f(x) € F in doud
puncte distincte x; << x, din intervalul J, adica o (x:) = f(x:), 1 = 1,2, atunci sa
aibe loc inegalitatile u (T) < f(x) in intervalul (x;, x,) si # (x) >f(x) pe multimea
punctelor din intervalul J care nu apartin intervalului [x,, x,].

O definifie analoagd cu aceasta, intr-un sens mai general, a fost considerati
de E. Moldovan in lucrarea « O generalizare a nofiunii de convexitate», comu-
nicatd la Congresul al IV-lea al Matematicienilor Romini, tinut la Bucuresti, 27 mai
— 4 iuniec 1956.

Cu aceastd definitie are loc

Lema 8. Dacd operatorul diferential L (y) din (6) are proprietatea T, (a, b)
atunci orice functie u (x) € Cy (a, b), care satisface in intervalul (a, b) inegalilatea
diferentiald L (u) =0, este in intervalul (a,b) convexd fatd de familia integralelor
ecuatiei diferentiale omogene L (y) = 0.

Demonstratie. Pentru demonstrarea acestei leme, observam cd este suficient
sa ardtam ca in ipoteza ca L (y) are proprietatea T, (a, b), atunci oricare ar fi funcfia
u (x) apartinind clasei C,(a, b) si satisfacind in intervalul (a, b) inegalitatea dife-
rentiald L (4) > 0, — functia u (x) nu poate avea in (a, b)) mai mult de doud rida-
cini distincte si in cazul cind s-ar anula in doud puncte x, << x, din (a, b), atunci
au loc inegalititile:

w(x) < 0 In'{x, x,), (35}

1i(3) = 0"in (a2 st 10 (2,,.5)-

Faptul cd o astfel de functie u (x) nu se poate anula in intervalul («, b) in
mai mult de doud puncte, rezultd din lema 6. Sd presupunem acum ci o functie
u (x) € C, (a, b), satisficind in (a, b) inegalitatea diferentiald L (u) >0, se anuleaza
in intervalul (g, b) in doud puncte x; <0 x,. Sd ardtdm cid in aceste condilii au loc
inegalititile (35). In acest scop si presupunem prin absurd cd functia u (\‘) nu ar
satisface inegalitatile (35). Atunci intrucit ridicinile x; si x, sint simple, conform
proprietitii 7, (a, b) a operatorului L (), si intrucit prin ipoteza x; si x, sint singu-
rele ridacini ale functiei u (x) in (a, b), rezultd ca u (x) satisface urmatoarele inega-
litati, contrarii inegalititilor (35)

() =000 (5 %5), a6
u(x) <0 in (a, x;) si in (x5 b) )

si are deci forma indicatda din figura 6. Observam cd funclia u(x) satisface in
punctul x, conditiile 1°, 2°, 3% din enuntul lemei 7’. Atunci conform lemei 7', existad
un numir A€ (x,, b) si o functie y, (x) € C, (a, b) satisticind conditiile :
Yo (%) =3, 0) =0
¥y, (x3) = u’ (x5) (37)
¥, () = 1" (x,)
L (y,) >0 pentru x € [x,, 2].
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Considerdm functia U (x) definitd in (a, ) precum urmeazi :
u (x) dacd x € (a, x3),
’)r (x) daci x €[xy, b).

Tinind seama de (37), rezulti ca U(,\)E Cy (a, b) si deci cd L (U) este o functie
continud in (a, b) si in particular in punctul x, (a, b). Tinind seama de definitia
functiei U (x) precum si de ultima relatie din (37), rezultd ci L (U) >0 in inter-
valul semiinchis (@, A] si cum functia L (U) de variabild x este continud in (a, b),
rezultd ci ea continud sd ia valori pozi-
tive si la dreapta punctului x = A intr-o
vecinitate de forma [A, b;), unde by satis- p
face inegalititile A << by, << b. Rezultd in
definitiv ¢i functia U (x) satisface inegali- [\
tatea J? (U)_> Oliu intfeg intervalul (a, b,). — 5 /5& . \fl;_g_g_.!
intrucit prin ipotezd operatorul L (y) = i
are proprietatea T, (a, b), rezultd ci el va
avea si proprictatea Ty (a, by), intrucit in- Fig. 6
tervalul (a, by) este un subinterval al inter-
valului (a, b). Demonstratia acestei afirmatii se face intocmai ca demonstratia
lemei 5. Dar functia U (x) se anuleazad in 3 puncte distincte din intervalul (a,b,),
anume in punctele x;, X, A. Aceastd circumstantd contrazice insd enuntul lemei 6.
Rezultd deci cii inegalititile (36) trebuie excluse, rdminind valabile (in ipotezele
ficute) inegalititile (35), ceea ce demonstreazd afirmatia lemei 8.

Observatie. Lema 8 se mentine adevirata si in cazul cind in locul intervalului
deschis (a, b) se considerd un interval semiinchis [a, b).

Lema 9. Fie dati o ecuatie diferentiald liniard si omogend

L) =y"+p®y +9®y=0

avind coeficiengii p (x) si g (x) continui intr-un interval (a,b), respectiv [a, b).
Conditia necesard si suficientd ca familia Y, a integralelor ecuatiei diferentiale consi-
derate sd aibe proprietatea I, (a, b), respectiv I, [a, b) este ca oricare ar fi functia
u (x) apartinind clasei C, (a, b), respectiv Cy [a, b) si satisfacind in (a,b) respectiv
[a, b) inegalitatea diferenﬁahi L(u) >0, sd fie convexd (in sensul definifiei 5)

U(x) =

fatid de multimea Y, in (a, b) resp. [a, b)?Y).

Demonstratia o vom da pentru cazul unui interval deschis (@, b), ea raminind
in linii mari aceeasi pentru cazul unui interval semi-inchis [a, b).

Conditia este necesard. Aceasti afirmatie rezultd indatd din aplicarea succesiva
a lemelor 4 si 8.

Condifia este suficientd. Presupunem cd ecuatia diferentiald consideratd are
proprietatea : pentru orice functie u (x) € Cy (a, b), inegalitatea diferentiald L (u) >0
in (a, b), atrage dupd sine convexitatea in (g, ) a functiei u (x) fati de familia
Y, a integralelor ecuatiei diferentiale considerate. 54 ardtam cd in aceasta ipoteza,
Y, are proprietatea I, (@, b). In acest scop sd presupunem prin absurd ci ecuatia

1) Ideea acestei proprieti{i aparfine Elenei Moldovan si a fost comunicatd in [1]
pentru cazul ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul », intr-o formulare putin diferitd de aceea
pe care o are in enunful lemei 9. Autorul prezentei lucriri si-a permis de a da o demonstratie
proprie pentru cazul particular n = 7.
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diferentiali L (y) =0 ar admite o integrald particulard y (x) neidentic nuld, care
s-ar anula in intervalul (g, b) in doud puncte x, < x,. Fird a restringe generalitatea
rationamentului, putem presupune ci radicinile x, si x, ale integralei particulare
v (%) sint consecutive si cd in intervalul (x;, x,) aceastd integrald satisface inegali-
tatea y (xl) >0 (o astfel de inegalitate in cazul cind nu este satisficuts, se poate
realiza prin inmultirea integralei particulare considerate cu factorul constant — 1).

Intrucit 7 (x) este o integrald neidentic

¥ r nuld a ecuatiei L (y) =0, rezulti cd 3’ (x)
yx) nu se poate anula in punctele x; si x, si

e i Al deciucurba de ?cuagie She— F(x). traver-

5 =% A scazd axa Oic in Punc@ele %51 X5 DB
i | aici rezultd cid existd trei numere £, &, £,,

satisfacind inegalitatile
a<G<E<EG<h

si pentru care mai au loc inegalititile

yE)<0, yE) >0 y(E)<0. (38)

in alltﬁ ordine de idei, se constati ca existd functii v (x) € C, (&1, &3), satisfacind
conditiile

Fig. 7

Ni(x) >0 in [§;, 5] si L(q) >0 in [&, &l (39)

P}ltem luz} de exemplu_ 7 (x) = e, unde C este o constanti suficient de mare.
Sd efectudm in expresia operatorului L (y) schimbarea de functie

y =7(x)z(x), (40)
unde 7 (x) este functia considerati anterior. Obtinem

LU@zznuOP”:2”'+”“z+-L”)4. @1)
L 1

L ¥ (x -
Fie z (x) :M. Din (41) rezultd in particular ca

7 (x)
L) = 1) [}.‘“ il 4 T L(T")?_IEO. (42)
Tinind seama de (38) si (39), rezulta ¢
ZE)<0, Z(E) >0, 7 () <O (43)

Fiel e un numdr pozitiv suficient de mic astfel incit functia Z (%) =7z ()
satisfacd urmitoarele inegalititi analoage cu (43)

'y C zZE) <0, Z(E) >0, Z(E) <0 (44)
Fii apoi y = 1 (x) Z (x). Inlocuind in (41) si tinind seama de egalila[ca? ) =
=7 (x) + = precum si de relatiile (42) si (39), obtinem

= =, 20"+ pnx, L ()= 2 24 e
L) =nw 7 + L% “)]—mﬂ%”+i‘+”25+ (@5)

7 S P Tk

T
n

L -
+—9%]+5Lm>— e L) peitr e Eat
Y|

1Ff'ﬁ
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Apoi din (44), tinind seama ca 7 (x) > 0 in intervalul [£;, &,], deducem
yE) <0, yE) >0, ¥(E) <O (46)

Dupid cum s-a aratat anterior in demonstratia lemei 5, functia y (x) definitd in
intervalul [E;,&,] se poate prelungi in tot intervalul (e, b), mentinind in tot acest
interval continuitatea derivatelor de ordinul 1 si 2 precum si inegalitatea diferen-
tiald (45). in acest mod obtinem o functie y (x) € C, (a, b) care satisface inegalitatea
diferentiald L (j?) >0 in (a, b) si carc se anuleazd in doud puncte din intervalul
(a, b) satisfacind inegalitatile (46). Aceasta contrazice insd ipoteza fdcutd. Rezulta
in definitiv cii ecuatia diferentialdi L (y) = 0 nu poate avea nici o integrald y (x),
care si se anuleze in doud puncte din intervalul (a, b) si deci ca familia Y, a inte-
gralelor ecuatiei L (y) = 0 are proprietatea N, (a, b). De aici, conform lemei 2
rezultd ci Y, are proprietatea I, (a, b), q.e.d.

*

Demonstratia teoremei 1. Necesitatea conditiei exprimate de aceastd teoremad
este stabilitd in enuntul lemei 4. Suficienta acestei conditii rezulti din aplicarea
succesivi a lemelor 8 si 9.

Observare. Teorema | rimine adevirata si in cazul cind in enuntul ei se consi-
dera in loc de intervalul deschis (a, ), unul dintre intervalele [a, b) sau (a, b]. Aceasta
afirmatie se stabileste prin extinderea lemelor 4, 8, 91a cazul intervalelor [a, b) si (a, b].

Mentiondm faptul ci teorema [ ar putea si nu subsiste dacd enuntul ei se
referd la un interval inchis [a, b]. Aceasta se poate constata pe exemplul dat de
ecuatia diferentiald L (y) = y” + y = 0. Operatorul diferential corespunzitor are
proprietatea T, [0, =], iar familia Y, a integralelor ecuatiei diferentiale L (y) = 0
nu are proprietatea I,[0, ]. Faptul ci familia ¥, nu are proprietatea /, [0, =] se
constatd indati, tinind seamd cd ecuatia diferentiala consideratd admite integrala
particulard y = sin x, care se anuleazi in punctele x = 0 §i x = .

Faptul ci operatorul diferential L (y) are proprietatea 7,[0, 7] se constata
scriind functia u (x) care satisface inegalitatea diferentiali L (1) >0 precum si
conditiile la limitd u (x,) = u’ (xy) = 0 (unde x, este un numdr din intervalul [0, w])

sub forma

& x

W) = \ L [u (s)] sin (x — s) ds = K[u” (s) + w(s)] sin (x — &) ds.

Iy Ly

Aplicafii referitoare la teoria inegalitdfilor difereniiale
a lmi S. A. Ciaplighin

Se cunosc numeroase criterii referitoare la coeficientii ecuatiei diferentiale ().
care asigura intr-un interval dat, proprietatea de necoscilatie sau proprietatea de
interpolatie (in sensul definitiilor 2 respectiv | din lucrarea de fatd) a integralelor
ecuatiei diferentiale (1). Conform teoremei 1 stabilitd anterior, toate aceste criterii
devin criterii care asigurd aplicabilitatea teoremei inegalitatilor diferentiale a lui
S. A. Ciaplighin pentru ecuatia (1) (in sensul definitiei 3). In aceasta ordine de
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idei ne permitem sd enuntdm urmatorul criteriu de aplicabilitate a teoremei inega-
litatilor diferentiale a lui S. A. Ciaplighin, criteriu ce rezultd indati din teorema 1
si din lema 3, stabilite anterior :

Teorema 2. Conditia necesard i suficientd ca operatorul diferential L (y)
din (1) avind coeficientii continui in intervalul semi-inchis [a, b) sd aibe proprietatea
T, [a, b), este ca urmdtoarea ecuatie a lui Riceati

o'+t +px)a+q(x)=0 (47)

sd admitd cel putin o integrald particulard o (x) continud in (a. b).

Demonsiragie. Stabilim intli necesitatea conditiei. Presupunem cd operatorul
diferential L (y) are proprietatea 7,[a, b). Conform teoremei | rezulti ci familia
¥, a ecuatiei diferentiale (2) poseda proprietatea I, [a, b). Atunci conform lemei 3,
ecuatia diferentiald (2) trebuie si admitd o integrald 7 (x), pozitivi si continui
in (a, b). Efectuind in ecuatia (2) schimbarea de functie

-
S g(s)ds

Ty

Xy €(a, b) (48)

ecuatia (2) se transforma in ecuatia (47). Prin transformarea (48), integralei 1 (x) = 0
7’ (x)
o e . 8 7(x)
fi evident continud in (a, b), intrucit 7 (x) nu se anuleaza in acest interval.
Astfel, necesitatea conditiei este stabiliti.

Suficienta conditiei se constatd indatd, tinind seama ca integrala ¥y, (x)a
recuatiei (2), care corespunde u_nci integrale o (x), presupusd continui in intervalul
(a, b), a ecuatiei (47), este pozitivd in (a, b) dupd cum aratd formula de transfor-
mare (48). Apoi se tine seama de afirmatiile lemelor 3 si 4.

Obseryatii. 1° Ecuatia diferentiald (47) se aseamand cu asa-numita ,.ecuatie
protectoare a lui Riccati”

o'+ —px)a—p' X)+ g =0 (49)
pusi i.IJ ev.ident,ﬁ de S:.A. Ci_aplighin cu ocazia elabordrii mefodei sale de integrare
aproximativd a ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul al doilea (a se consulta
de exemplu [3]). Existenta unei solutii continue in [, b) a ecuatiei (49) constituie dupa
cum a ardtat 8. A. Ciaplighin o conditie suficientd, pentru ca operatorul diferential

< . 2 A g P
L(y)_ sd posede proprictatea Tf;)[a, b) (in punctul x = a). Aceastd conditie
suficienta datd de S. A. Ciaplighin, presupune derivabilitatea coeficientului
p (x) in [a, b).

_20 Me_n@jonam faptul ca flind dat punctul x, problema determinirii celui
mai mare interval de forma [x,, x, + /), in care familia integralelor unei ecuatii
diferentiale liniare de ordinul » posedd proprietatea T;':J [x4 %9 + h) (in punctul
x,), a fost recent rezolvati de N. A. Kasceev in lucrarea [4]. Rezultate ana-
loage pentru cazul unor ecuatii particulare liniare si neliniare de ordinul al doilea
au fost obtinute de V. N. Petrov in lucririle [5] si [6]. Toate aceste rezultate
: 2 . . 2 A Gl s
se referd la o proprietate de tipul 7\ [a, b) intr-un punct dat a, firi si fie vorba
de proprietiti de tipul 7, [a, b) (a se vedea definitia 3).

i) =2

in (@, b) 1i va corespunde pentru ecuatia (47) integrala o, (x) = care va

—

i
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Altd caracterizare a proprietitii I, (a, b) a familiei ¥ a integralelor ecuatiei
diferentiale (1)

in cele ce urmeaza vom incerca si dadm o altd caracterizare a proprietdfi
I, (a, b) (deci si a proprietitii /, [a, b)) a familiei Y, decit aceea datd de teorema |.

in acest scop ddm mai intii i
Definitia 6. Spunem cd operatorul diferential L (y), ce figureaza in membrul
sting al ecuatiei (1), definit pe multimea functiilor din clasa C, (a, b), posedd pro-

prietatea ?{?) (a, b), xo fiind un punct din intervalul (a,b), dacd oricare ar fi

functia u (x) € Cy (a, b), satisficind conditia u (xo) = u' (_xo) = (), din inegalitatea
L (1) = 0 valabild in tot intervalul (a, b), sd rezulte inegahtatea u (x) =0 in (¢ b).

Vom spune ci operatorul L (y) posedi proprietatea Ty (a, b), daca acel operator
posedd proprietatea TS:‘J (a, b,) oricare ar fi punctul x, € (a,b).

Lema 10. Conditia necesard si suficientd ca operatorul ii{'feren;fa! L(p) ce
figureazd in membrul sting al ecuatiei (1) sa aibe proprietatea T5 (a, b) respectiv
T [a, b] este ca acel operator L (y) sd aibe

proprietatea T, (a, b) respectiv Ty [a, b].  §¥ oy ig (o)
Demonstratie. Presupunem cd opera- A y=a(x)
torul L () are proprictatea Ty (a, b). Sa
ardtim cd in aceastd ipotezd, operatorul \If\\\‘ /
L(y) are si proprietatea T, (a, b). Intr- o AR :
adevir, fie u (x) o functie apartinind LN —\/{ g oK
é : sl o aa X X, b,6
clasei C,(a, b) si satisfacind conditiile

1 (xp) = u’ (xy) = 0, unde x4 este un punct Fig. 8
din intervalul (@, b), precum si inegalitatea
diferentialdi L (#)>> 0 in (a, b) (aceste conditii intervin in definirea proprietatii
T, (a, b)). Prin ipoteza, proprietatea T3 (a, b), avind loc, rezultd cd u(x)=0 in
(a, b). Yom demonstra ci in ipotezele ficute asupra functiei u (x), are loc inega-
litatea strictd u (x) = 0 in intervalele (a, xo) si (xq, b). Intr-adeviir s presupunem
prin absurd ci wu(x) se anuleazd in afardi de punctul x, In inci un punct
X, € (a, b), diferit de x, (fig. 8). Fie a; si b, niste numere satisfdcind inegalitdtile
a < a; < min {x,, X;} < max {x, x;} < b; <b. Fie apoi u (x) o functie din
clasa C,(a,, by], satisficind condifia u, (xg) = u1 (xg) = 0 si fiind pozitiva in
intervalele [ay. xo), (xp, byl-

Consideram combinatia liniard

p (x) = u (x) + Ay (x),

unde A este o constantd. Din ipoteza L (u) > 0 in (a, b) si din proprietateca
de continuitate a functiilor u (x), vy (x) precum si a derivatelor de ordinul 1 si
2 ale acestor functii in intervalul inchis [ay, &,] si de asemenea a coeficientilor
p(x) si g(x) a operatorului L (), rezulti cd pentru valori negative si suficient
de mici in valoare absolutd ale parametrului A, are loc in intreg intervalul [a;, ]
inegalitatea strictd L (v) = 0. Fie A, o astfel de valoare si v, (x) funcfia cores-
punzitoare. Inirucit ), este un numir negativ si u (x;) = 0, rezultd cii v, (x,)<< 0.
Apoi din conditiile pe care le satisfac Tunctiile u (x) §i u; (x) in punctul x,, rezultd
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cd vy (x,) = v (xp) = 0. In definitiv pentru functia v,(x) sint indeplinite urma-
toarele conditii care intervin in proprietatea 7, [ays Bi]:

Vo (Xo) = v (X)) =0 si L(y) >0 in lay, &,]. (50)
Dar intrucit prin ipotezi operatorul L (y) are proprietatea Ty (a, b), rezultd ci

el va avea §i proprietatea T [a,, b,], oricare ar fi subintervalul [ay, b,] continut
in intervalul (a, 5)!). De aici si din (50) ar rezulta ci vy (x) =0 in [ay, b,] ceea ce

sau

-1
e

Fig. 9

contrazice inegalitatea v, (x;) < 0 stabilitd anterior. Rezultd in definitiv ci functia
u (x) este nenegativé in intervalul (@, b) si nu se anuleazi decit in punctul x,. q.e.d.

Demonstratia lemei in cazul cind in loc de proprietitile 7, (a, b) si Tu (a.b)
se considerd respectiv proprietitile 7, [a, 5] si Ty [a.b], se face ca mai sus, cu
simplificarea cd se poate lua a,=a si b, — b.

Si stabilim acum suficienta conditiei exprimate de lemi. Presupunem in acest
scop cd operatorul L(y) are proprictatea T, (a, b) st sd ardtdm ci in aceasti
1potezd el are si proprictatea Ts (a, b). Intr-adevir, fie u (x) o functie satisficind
conditia u (x,) = u’ (x,) = 0, unde x, este un punct din intervalul (a, b), si de ase-
menea inegalitatea diferentialdi L (1) == 0 in tot intervalul (a, b), (aceste conditii
intervin in proprictatea 7s (e, b)). Vom demonstra ci in aceste ipoteze are loc
inegalitatea u(x) =0 in intervalul (a, b). Intr-adevir, si presupunem prin absurd
cd ar exista un punct x; din intervalul (a, b) astfel incit si aibe loc inegalitatea

u (%) < 0. (51)

Evident ca x, = x, (fig. 9). Fie u; (x) integrala in intervalul (a, b) a ecuatiei dife-
rentiale L (y) = I, satisfacind conditiile la limita uy (x,) = uy (x,) = 0. Fie apoi
A o valoare pozitiva suficient de mici, astfel incit sa avem satisficuti inegalitatea

Aoy () | < | (ey) | (52)
Atunci functia v(x) = w(x) + hu, (x) are proprietatile
v (xp) = v' (x,) = 0, (53)

L(v)=L(u)+AL@)=L(u)+2=2>0 in (a b).

Dar intrucit prin ipotezd operatorul L (y) are proprietatea 7T, (a, b), rezulld din
(53) cd v (x) > 0 in (a, b). Pe de altd parte, din (51) si (52) rezultd ca v (%)= 0.
Am obtinut astfel o contradictic. In definitiv rezulti ci u (x) = 0 in intervalul
(a, b), q.e.d.

') Demonstratia acestei afirmatii'se face intocmai ca in cazul lemei 5.
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Stabilirea suficientei conditiei exprimate de lema, in cazul unui interval inchis

i a, b] se face in mod analog. ) . j . Prala
s { Definitia 6'. Definitia 6 dati anterior, se extinde indatd la cazul operatorilot

diferentiali liniari si omogeni de ordinul n,

i n (n—ri) 54
3 La(y) =" — 2 ai(x)y (54)

, g e e = o
avind coeficientii a; (x) continui intr-un interval At o

(a, b). Yom spune cd operatorul diferential L () [ 777777 =
posedi proprietatea Ty (4, I_J), dacd orica_rev ar fi E
functia u (x) apartinind clasei Cp (a,' b) (adlcg avuzd e
derivate pind la ordinul # inclusiv, continue in o -

intervalul (a, b)), satisfacind conditiile -

U@y = u' (%) = ... = u" 2 (%) =0, g

- ——aa

unde x, este un punct din intervalql (a, l?), atunci g
din inegalitatea Ly (#) = 0, valabild in lntervalu!
(a,b), si rezulte inegalitatea u (x) == 0 in acelasi
interval (a, b).

Fig. 10

. - Definitia 7. Functia ¢ (x) se spune ca este functia lui Cauchy asociatd opera-

torului Ly () si nodului & € (a, b), dacd o (x) este 0 integrali- ?p inter_val_u} (a, b),
E a ecuatiei diferentiale Ly () = 0 si dacd mai satisface conditiile la limita

p@)=¢ (@)=...=0¢ (@ =0, =" (@@)=1I.

Vom nota o astfel de functie cu ¢ (x,a), punind in evidentd nodul in care au

o loc conditiile la limitd scrise mai sus. § i )
Cu aceste doud definitii, stabilim urmatoarea proprietate, analogi cu aceea

stabiliti de N. A. Kasceev in lucrarea [4]:

Lema 11. Conditia necesard si suficientd ca operatorul Ly (y) sd aibe pro-

prietatea Ty, (a,b) este ca functia lui Cauchy ¢ (x, ) asociatd operatorului Ly (y)

s fie nenegativa in triunghiul (Dy), mcfrgr'nif de dreple!e_' =X, 00=a X= f si
in acelasi timp sa fie nepozitivd in triunghiul (D,), mdrginit de dreptele o = x,
=0, x—a (fizc. 10). N ; .

Demonstratie. Conditia este suficientd. intr-‘adeval:, sd presupunem cd func’gla
o (x, @) satisface conditiile din lema. Fie u (v) o functie din clasa Cyla, b), satis-
fAcind intr-un punct x, din (@, ) conditiile:

wix,) = ' (F)= «n. =8 (x;) = 0. (55)
.! ‘ In plus mai presupunem cii functia u(x) verificd inegalitatea
2 La)=0, x € b). (56)
' "h Si aritim cd in aceste conditii are loc inegalitatea u(x) =0, oricare ar fi

X€ (a, b). Intr-adevir, se stie cd integrala ecuatiei Ly (y) = f (x), care satisface in
punctul x, conditiile

P(xe) = u(xo), ¥ (%) = u' (%) .« - y(n——I) (xy) = uln—1(x,)
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are expresia
£

y(x) = u(x)— S{Ln [u ()] — f ()} o(x, o) d e
Din acealstéyformu_k?gz luind ' (x) =0 in (a, b) si tinind seama de faptul ci funclia
u(x) verifica conditiile (55), rezultd ci integrala y (x) corespunzitoare este identic

nuld in (a, b) §i are loc in consecinti identitatea
T

()= S L [u ()] @ (x, &) d o (57)
&y
]?in aceastd identitate, tinind seamd de inegalitatea (56), precum si de ipotezele
facute asupra functiei ¢ (x, ), rezulti ci u (x) = 0 cind x € (a, b), q. e. d.
_ Conditia este necesard. Si presupunem ci operatorul Ly (y) are proprietatea
T, (a, b). Si dovedim ci functia ¢ (x, &) este nenegativd in domeniul (D) si nepo-
zitivd in (D,). Intr-adevir, si presupunem prin absurd cd ar exista un punct
(x*, «*) € (D,), astfel incit s aibe loc inegalitatea stricti o (x*,a*) < 0. Fie x, un
punct oarecare, satisficind inegalititile @ << x, <<x* <b. Atunci evident ci se poate
&

alege o functie & (x), pozitivdi in (a, b), astfel incit integrala Sh (%) @ (x, ) d e,

priviti ca I't'mctie de variabila x, s aibe o valoare negativi pentru x = x*. Alegind
astfel functia / (x), s3 notdim cu u(x) integrala ecuatiei diferentale Ly () = h (x),
satisficind conditiile initiale

w@xe)=u'(x) =...= a1 (%) =0
Atunci conform formulei (57), avem
u (x) = SLn [u ()] @ (x, ) d o0 = Sh (o) ¢ (x, @) d e

si de aici, conform felului in care a fost aleasi functia & (x), rezultd inegalitatea
u(x*) < 0. Pe de altii parte, Ly (1) = h (x) > 0 cind x € (a,b) si u(x) = u'(x;) =
=...=ul"" (x) = 0. Atunci intrucit prin ipotezi s-a presupus ci L(y) are
proprietatea Ty (a, b), rezultd cd u(x) =0 cind x € (a, b). Aceasti inegalitate
contrazice insd inegalitatea u (x*) << 0, stabiliti anterior. Rezulta in definitiv ci
nu poate si existe nici un punct (x*, «*) din domeniul (D), in care ¢ (x,a) si
fie negativa.

In mod analog se arati ci in ipoteza ci Ly (y) are proprietatea Ty (a,b),
functia ¢ (x,«) este nepozitivd in domeniul (D,).

Observatie. Lema 11 se extinde si la cazul cind in locul unui interval deschis
(a, b), se considerd un interval inchis [a, b], sau un interval semiinchis [a, b).

*

Tinind seama de teorema 1 precum si de lemele 10 si 11, putem enunta
urmatoarea :
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Teorema 3. Fie ecuatia diferentiald (1), avind coeficientii p(x), g(x), r(x)
continui in intervalul (a, b). Conditia necesard si suficientd ca familia Y a inte-
gralelor acestei ecuatii sd aibe proprietatea I, (a, b) sau N, (a, b), este ca functia
Jui Cauchy o (x, «), corespunzdtoare operatorului diferential liniar si omogen L (y)
asociat ecuatiei (1), sd fie nenegativd in domeniul (D) si nepozitivd in domeniul
(D) (fig- 10). ey

Observatie. Se stie ci functia lui Cauchy corespuntitoare operatorului dife-
rential Ly (¥) considerat in (54) admite reprezentarea

1 R oy (xx = a) =t 5
% - — - f\n— . —— s
(?(A’U')_(n-vl)l_\r‘(r’ a) (x — 1) dt F e (58)
a
unde I' (x, o) este simburele rezolvant al simburelui

S n—1
Kxe)=a,(x)+ a,(x) (x — ) + ... +an(x) (——fl( a)l)' , (59)

n— 1)!

in cazul ecuatiei lui Volterra:
&
I' (x,0) — SK (sl (sim) ds— K (X 8).

fn cazul particular al operatorului diferential L, (y) ce intervine in (1), funcfia
lui Cauchy corespunzitoare admite reprezentarea

o(x,0) =\T(o)(x —Ddt + (x — ), (60)

R §

unde I' (x, ) este simburele rezolvant al simburelui
Kva)= —p)— g x—a) (61)

in cazul ecuatiei lui Volterra
I (x, ) — SK (x,8) ' (s, %) ds = K (x, o).

Se aratd ') in teoria ecuatiilor integrale cd solutia acestei ecuatii integrale admite
reprezentarea :

e a) = 3 K, o), (62)
=1

1) A se consulta, de exemplu, manualul S. G. Mihlin, Integralniie Uravnenia, Moscova-
Leningrad, p. 22—27,
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unde Kj (s, #) se defineste din aproape in aproape, cu ajutorul formulei

T

Ki (x, o) = gK(x- DK (t,)dt; K (x, @) = K (x, @)

o
Teorema 3, impreund cu formulele (60) si (62), ne di o rezolvare prinicpiald a
problemei determindrii unor limite exacte a intervalelor (a, b) ale axei Ox, in care
familia ¥ a integralelor ecuatiei (1) are proprietatea I, (a, b).

Tinind seama de formula (60), observim ci dacd I'(x, «) este nenegativii
in domeniul (D;) si nepozitivi in domeniul (D,) (fig. 10), atunci functia o (x, )
va fi nenegativa in (D;) si nepozitivi in (D,), si deci familia ¥ a integralelor ecuatiei
diferentiale (1) va avea proprictatea /,(a, b). Rezultdi de aici ci indeplinirea
simultand a inegalitatilor I' (x, ) = 0 in (D;) si I'(x, @) = 0 in (D,) constituie
o conditie suficientd pentru ca familia ¥ a integralelor ecuatiei (1) si aibe proprie-
tatea I,(a, b).

Observatie generald. Teoremele 1, 2, 3 se mentin adeviirate si in cazul cind in
locul intervalului finit (a, b) respectiv [a, b) se considerd un interval infinit (a, oo)
respectiv [a, co). Aceastd afirmatie rezultd din faptul cd proprietétile I, (a, o0),
Ny (a,0), T, (a,c0) atrag dupa sine respectiv proprietitile Iy(a, b), N,(a, b),
T, (a,b) oricare ar fi numdrul finit b > a si reciproc.

Metode aproximative de delimitare a intervalelor maximale [a, at+h),
pentru care familia V a integralelor ecuatiei (1) are proprietatea
I, ja, a-+ h)

In cele ce urmeazd vom presupune cd coeficientii ecuatiei (1) sint continui
intr-un interval suficient de mare, continind punctul x = a. Din lema 3, rezulti
indatd urmaitoarea

Lema 3'. Fiind dat numdrul x = a, intervalul maxim de forma [a, a + h)
pentru care familia Y a integralelor ecuatiei (1) are proprietatea I, [a, a - ), este
intervalul semiinchis cuprins intre doud rdddeini consecutive ale unei integrale oare-
care neidentic nule ale ecuafiei omogene asociate (2), integrala fiind supusd la singura
condifie de a trece prin punctul A (a, 0), — prima rédddcind din pereche luindu-se x=a.

Aceastd lemd ne di posibilitatea de a aproxima cu orice precizie numirul
a -+ h, atunci cind se di numirul a. Intr-adevir, si considerim de exemplu inte-
grala particulard y (x) a ecuatici omogene (2), satisficind in punctul x = a condi-
tille y (a) =0, y'(@) = 1. Prima ridicind a ecuatiei y(x) =0, situati la dreapta
punctului x = a (in cazul cind existd), ne va da numirul ¢ -~ h. 84 presupunem
cd printr-un procedeu oarecare de aproximatie s-a reusit si se obtind un sir
infinit de functii {y, (x)} care sa conveargi uniform citre functia y (x), intr-un
interval ce contine intervalul [a, a + h) in interiorul siu si de asemenea derivatele
acestor functii si conveargd citre y'(x) (de exemplu prin metoda aproximatiilor
succesive a lui E. Picard). Atunci notind cu r, cea mai micid rddicini, situati
la dreapta punctului x = a, a ecuafiei y, (x) = 0 (in cazul cind existd), sirul {r,}
va converge citre numarul a + s cautat.

Observatie. Din lema 3°, tinind seama de faptul ci o curbi integralid a ecuatiei
(2) ce nu coincide cu axa Ox, nu poate avea cu aceastd axi un contact mai mare
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2

sau egal cu 1, si de asemenea de faptul cd o astfel de curbi se deformeaz§ uniform
continuu intr-un interval finit dat, atunci cind coeficientii ecuatiei diferentiale P_(x),
g (x) suferd variafii continue in acel interval, pastrindu-se insd ccgnrh;ulev initiale,
_ ge poate arita cu usurintd cd mentinind numirul x = ¢ fix si ficind sd varicze
functiile p (x), g (x) in spatiul functiilor continue, atunci numdrul %, ce intervine
in ehun‘gul lemei 3’, este o functionald continud de argumentele p(x) si q(x):

Aceasti proprietate a fost stabilitd pe altd cale de C. Foiasg, G. Gussi

si V. Poenaru in lucrarea [9].

*

In cele ce urmeazi ne vom ocupa cu aproximarea bilaterald a numdrului
a -+ h, atunci c¢ind se di numdérul @. Stabilim in acest scop urmitoarea

Lema 12. Fie u(x) si v(x) doud functii apartinind clasei C, [a,a 4 })
unde intervalul [a, a -+ 2) este suficient de mare pentru ca sd confind intervalul
[a, a+ h)?") si satisficind condifiile:

u(@=v(@=0, u(@ >0, via >0
precum si inegalitatile diferentiale
L= 0gs LW =0 in intervalul [a, a + ).

Atunci notind cu y,(x) integrala particulard a ecuatiei (2), care satisface condifiile
y(a) =0, ¥, (@) = u'(a) > 0, are loc inegalitatea

u (x) gyu (x)5 X G [a; a‘{“h)-

La fel notind cu y,(x) integrala particulard a ecuafiei (2), care satisface conditiile
(@) = 0, y,(a) = v'(a) > 0, are loc inegalitatea

Yo xX)=v (x), x € a, a + h).

Notind cu r,, §ir. cele mai mici rddécini situate in intervalul (a, a + 1) ale functiilor
u (x) respectiv v (x), (dacd bineinteles existd astfel de rdddcini), au loc delimitdrile:

P, =a-Fh<r,

Demonstratia acestei leme este imediatd dacd se tine seamid de teorema |
si de lema 3. :

Observatie. Inegalitatea r, =< a -+ h rezultd si dintr-un rezultat obtinut de
V. A. Kondratiev in lucrarea [2].

Institutul de calenl, Academia R.P.R.—Filiala Cluj

1) Intervalul [a, a + k) reprezinti intervalul maxim, avind extremitatea stingd x = a datd,
in care familia ¥, si deci si familia ¥ are proprietatea Is.

4 —c, 70
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KPAEBAS 3AJIAUA 1 TEOPEMA JH®OOEPEHIIMAJIBHBIX
HEPABEHCTB CO COBIIATAIOINMMH V3JIAMHA
C. A. YAIINBITHHA IS JIUHEMHBIX JITHODPEPEHITHAJTIBHBIX
VPABHEHHII BTOPOI'O ITOPAIKA

KPATKOE COJIEPXAHHE

PaccmarpuBaercst JmHeiinoe quddepernpuansHoe ypapHEeHHe BTOPOro MOPsIKa
(1), K03pHIHEHTEI KOTOPOrO HENPEPBIBHLI B HEKOTOPOM IPOMEKYTKE (a, b).
Uepea Y o0o3nauaeTcsi CEMEHCTBO MHTErPAIOB 9TOTO YPABHEHWS B MPOMENCYTKE
(a, b). Haworcs clemyomue ONpeeNIeH s

Onpenenenne l.ToBopar, uro ¥ obnagaer CBOHCTBOM I, (a, b), ecnu
IUIST JIOBBIX HECOBMAJIAIOLIHUX Y3JIOB X; M Xy B (a, b) u s MOOBIX BEHIECTBEHHBIX
3HAYEHHH J; M ), CYLIECTBYET OJIMH H TOJIEKO OIMH yacTHBIM mHTErpan y(x) € ¥,
Y/IOBJICTBOPAIOMIAIL  YCIOBHAM Y (X1) = Yy, ¥ (X3) = Py .

OnpenpgenecHue 2. l'ogopsT, uTO cemeiictBO Y oOnagaer cBoHCTBOM
N, (a, b), eci mobblc HECOBIA/IAIOUIME YACTHLIC HHTErPAIBI )y (x) m y, (%),
NpHHAJIEKAIIIE 3TOMY CEMEHCTBY MOTYT IIPMHMMATL DABHBIE 3HAUCHUA B [IPOME-
wyTtke (a, b) He Gomee ueM B OJHOH TOYKE.

Onpepenenue 3. losopar, uro JMHEHHBIH W OJHOPOIHBIN mlcbcbe:
pennuansHbIi  omeparop Ly ( y), onpenenennpii Ha kmacce Cy(a, b) dyHxmumi
MBay¢IEl HempephiBHO muddepennppyeMbpix B npomexyrtxe (a, b), obiajaer
cBoiicrBoM T a(;? (a, b), ecm s soGoit dymrkmm u (x) € Cy(a,b) ns  ycnosni
Ly (u)> 0 B (a,b) u u(x,) = u(xy) = 0 ciesiyer HEpaBEHCTBO U (x)=0 B (a,b),
[pHYEM 3HAK PABEHCTBA MMEET MECTO TOJBKO B TOUKE Xg. 3MECh MPE/IOJIaraeTcs,
uTO X, TPUHAUIEKAT TPOMEXYTKY (a, b).

Onpepgencuuc 4. ['oBopsr, 4yro JuddepeHanpHbIN onepa'rong2 (»)
obnapaer ceoitcrom T, (@, b), ecim 9T0T oneparop 00siafaeT CBOHCTBOM Ta(,")(a, b)
npu Jmobom X, € (a, b).

Ha oCHOBaHHM STHX OINPEAEICHHI YCTAHABMNIBAIOTCA CIEHYIONIHE TEOPeMBI:

Teopema 1. Heobxodumsisn u 00CIMAmMOYHbLM YCAOBUEM BHINOAHEHUS CBOU-
cmea I, (a, b) umu ceoticmea N, (a, b) das ceneticmea Y urmezpanos paccmanipusa-
emozo Ougpepenyuansrozo ypasuenus (1), asanemea evinoanenie c60iicmsa T,(a,b)oan
coomsemcmeyroujezo AUNELiH020 1 00HOPOON020 OughiheperyuarbHozo onepamopa le ().

Teopema 2. Heobxodumbia 1 QOCTHATNOWHBLA YCAOBUCH BBLIOANEHUA CEOUCTNGA
Ty[a,b) 0an aumeiinozo u 00HOPoONHO20 JugbepenijuaivHozo onepamopa Ly(y) ¢ me-
npepulenbimy KOIPEUYHENMAMU 8 IAMKHYINOM CA6Q NPOMEINCYIIKE [a, b) asanemcn
cyupecmeoganye xXomsa 0vl 00H020 wacmIMO020 UHMEZPANQ o (x) ypasuenun Puxrxanu
(47), nenpepvianozo & npomescymice (a, b).

IManee paccmarpuBacrcs B (59) uHeHHBIH U OQHOPOAHBIA muddepermm-
anpEbBI  oneparop Ly (p) MOpszka /1, ONPE/IEICHHBI HA KIACCE Cp (a, b), wo-
3 dHUIUEHTEI KOTOPOrO HENPEPBIBHBI B TIPOMEXyTKe (4, b). ¥

Onpeneneunune 5. Tosopar, uro omepatop Ly (y) obiapaer cBOHCT-
BOM ﬂ? (a, b), ecmun pma moGolt dysxmmH u (x) € Cp (a, b), yJOBIETBOPAIOLIEH
yenopuam u (xg) =u'(xp)=... = w7 (x,) = 0, Ly (u) =0 npu x € (a, b), umeer
mecro mepasencreo u(x) =0 B (a, b). ,
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Onpenenenue 6. 'osopsar, uyro quddepernpansusii oneparop Ly, (1)
06naaeT CBOHCTBOM T("‘)(a, b), eciu 3TOT ONEPATOP OGNIANAET CEOHCTEOM ﬂf:’(a, b)
npu Jmobom x4 € (a, b).

Onpepmencuune 7. Topopar, uro dysruus ¢ (x) seisiercs (yH-
rameii Ko, coorsercrByromeii nuddepenuansaomy oneparopy Ly (y) U Y371y
a.€ (a,b), ccmm @ (X) ABJISAETCA YACTHBIM MHTETPAJIOM B IIPOMEKYTIE (a, b) JHHCH-
HOro M oqHopojHoro guddepenipansHoro ypapueHus Ly (y) = 0, VIOBICTBO-
PAIONIMM TDAHHUYHBIM YCIIOBHSIM

p@=9@=....=0""@)=0;¢"""(@=1.

Hixe takasa (yHxuua obosHauvaercs uepes ¢ (X, «) UL BBIJENICHHS Vala o, B
HOTOPOM HMCIOT MECTO BBIIIENPHBE/ICHHBIE T'DAHUYHBIE YCIOBHA. ] )

JTUMII  OUPEAENeHUAMH YCTAHABIMBACTCA CIIEAYIOMIEE CBOHCTEO, aHANO-
PHYHOE CBONCTBY, ycraHoblieHHomy H. A. Kameesnm B [4].

Teopema 3. [Jan mozo umobvr Oupdepenyuarsuviii onepamop Ly (»)
obnadan csoticmeom Ty (a,b), neolxodumo u docmamouro, umobsl dyuryus Kowu
@ (x, @), coomsememsyrougan smony onepamopy, 6Gviaa Heompuyamensnoii ¢ obaacmu
Dy u nenoaoscumensuoii ¢ obaacmu Dy, npuvem obaacmu Dy u D, yxasauw wna
puc. 10.

Horaspipaerca taioke, uro B cinyvae muddepennuansHoro ypapHesus (2)
ceoiictea Ty (a,b) m T, (a, b) oxBuBanentanl. I3 9Toro sameuanust Borrexaer
TEOpEMa.

Teopema 4. [Jaa moeo wmobve cemeiicmeo Y unmezpancs dugipeper-
yuanvrozo ypasrenua (1) obaadano ceoticmeorn Iy (a,b) uau Ny (a, b), neobxodumo
u docmamouno, umobsr gynxyus Koww ¢ (x,), coomsemcmsyrouas coomsem-
cmeyromgeny ougpepernyuannony onepamopy Lo (y), Gsiaa neompuyamensioii ¢ o6-
aacmit Dy u nenoaoscumensioli 6 obaacmy Dy (puc. 10). :

Obmee d3ameuanne. Teopemsr 1, 2, 3, 4 ocramorcs JeHCTBUTEND-
HBIME 1 JUIA NOJIy3aMKHYTBIX IIPOMEXKYTKOB [4, b)) M HemocpejicrseHHO pac-
NPOCTPAHSAIOTCA Ha OECKOHEUHBIE IPOMEYKYTKH BUA (4, 00) COOTBETCTBEHHO [a, ).

Feopema 5. ITpednonacan, umo rosdduyuenms p (x) u g(x) ougpgpe-
penyuansiozo onepamopa Ly () 6 (1) nenpepeisnvr e samnnymon cacea nposescymie
la, b), nycms w(x) u ©(x) dse dynxyuu, npuradsescauue Kaacey Cy [a, b) u
VOOBACHIBOPATOUIUE  YEAOBUTM !

u(@ =0, u' (@) > 0, Ly(u) <0 npH x € (a, b)
D (a) =0, U‘{(a) =0, Lo (e)=0 upu x € (a, b).

Ilycmo ry w re HausMensiiye Kxopuy gynxyuii u (x) u v (.\t), HAaxo0Auwuecs 6 1npo-
mezicymre (a, b) (ecau, roneurno, maxue ropru cywpecmeyrom ). Tozda, obosnauas
uepesz [a, a - h) maxcuma.nsibii npomescymor, codepucamyuiica 6 [a, b), 8 KOmopos
obuguil  urmezpan YpasHernusa (l) ABAAEINCA  UHINEPNOAUPYIOWUM 6MOPO20 NOpadKa
(mo ecmv, ¢ romopom Y obaadaem ceoticmseosn [ o) UMEIOm Mecino Hepagercmea

rw=a -+ h=r,.

=
Ira meopema no3eoanem ARPOKCUMUPOBAINL YUCAO h ¢ arwboii CINENENLI0 NIOYUHOCII .
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LE PROBLEME BILOCAL ET LE THEOREME DES INEGALITES
DIFFERENTIELLES A NCEUDS CONFONDUS DE S. A. TCHAPLYGUINE
POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
DU 2¢ ORDRE

RESUME

On considére, dans ce travail, ’équation différentielle linéaire du'2¢ ordre (1),
aux coefficients continus dans un intervalle queiconque (@, b). On désigne par ¥
la famille des intégrales de cette équation dans I’intervalle (a, b). On commence par
donner les définitions suivantes:

Définition 1. On dit que Y jouit de la propriété I, (a, b) si, quels que soient
les neeuds distincts x; et x, dans (a, b) et quelles que soient les valeurs réelles y;
et ps, il existe une intégrale particulicre y (x) € Y, et une seule, qui puisse satisfaire
aux conditions y (x;) = ¥y, ¥ (xg) = Ya.

Définition 2. On dit que la famille ¥ jouit de la propriété N, (a, b) si, quelles
que soient deux intégrales particuliéres distinctes yy (x) et y,(x) dans ¥, celles-ci
ne peuvent prendre de valeurs égales dans Uintervalle (@, &) que tout au plus en un
point.
Définition 3. On dit que 'opérateur différentiel linéaire et homogéne L, (y)
défini sur la classe C,(a, b) des fonctions admettant des dérivées du second ordre,
continues dans 'intervalle (a, b), jouit de la propriété T (:D) (a, b) si, quelle que soit
la fonction u (x) € C, (a, b), dans les conditions L, (u) >0 dans (a, b) et u(x,) =
u' (xo) =0, il en résultera I'inégalité u (x) = 0 dans (a, b), le signe égal ne pouvant
se trouver qu’au point x, On a supposé ici que x, est un point de Iintervalle
(a, b). P i

Définition 4. On dit que I"opérateur différentiel L, (y) jouit de la propriété
Ty (a, b), si cet opérateur a la propriété Tﬁ) (a, b) quel que soit x, € (a, b).

Ces définitions permettent d’ctablir les théorémes suivants:

Théoréme 1. La condition nécessaire et suffisante pour que la famille Y
des intégrales de ’équation différentielle considérée (1) jouisse de la propriété I (a, b)
ou de la propriété N, (a, b), est que 'opérateur différentiel, linéaire et homogene, Ly (y),
respectif, ait la propriété T, (a, b).

Théoréme 2. La condition nécessaire et suffisante pour que I’opérateur dif-
férentiel, linéaire et homogéne, Ly (), aux coefficients continus dans I'intervalle demi-
Sfermé [a, b), jouisse de la propriété T,[a, b) est que I’équation de Riccati (47) admette
au moins une intégrale particuliére o (x) continue dans [Dintervalle (a, b).

On considére ensuite en (59) un opérateur différentiel, linéaire et homogene,
L. (y), d’ordre n, aux coefficients continus dans intervalle (a, b) et défini dans la

classe G, (a, b). g
Définition 5. On dit que I'opérateur L, (¥) jouit de la propriété 75 (a, b) si,
quelle que soit la fonction u(x) € Cu(a, b) satisfaisant aux conditions
ux) =u' () =... =uY (x) =0, L, (u) >0 pour x€ (a, b)
pour une telle fonction u (x), il résulte 'inégalité u (x) >0 dans (a, b).
_ Définition 6. On dit que I"opérateur différentiel Ln (y) jouit de la propriété
Ty (a, b), si cet opérateur posséde la propriété ﬂ?’(a, b), quel que soit x, € (a, b)-
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Définition 7. On dit que la fonction ¢ (x) est la fonction de Cauchy associée
a lopérateur différentiel L, (y) et au neeud o € (a, b), si ¢ (x) est une intégrale par-
ticuliere dans lintervalle (a, b) de ’équation différentielle, linéaire et homogéne,
L () = 0, satisfaisant aux conditions a la limite

p@ =9 @=... =¢" () =0; ¢V (@) =1

Dans ce qui suit, on désignera une telle fonction par ¢ (x, «), en mettant ainsi en
evidence le neeud o ol se trouvent les conditions & la limite ci-dessus.

Ces conditions permettent d’établir la propriété suivante, analogue a celle
établie par N. A. Kastchéév [4]:

Théoréme 3. La condition nécessaire et suffisante pour que [I'opérateur
différentiel Ly (y) jouisse de la propriété T, (a, b) est que la Jonction de Cauchy
o (x, @), associée & cet opérateur, soit non négative dans le domaine Dy et non posi-
five dans le domaine D, (les domaines Dy et Dy sont indiqués sur la figure 10).

Dans ce travail, on montre a,u_s_si que, dans le cas de I’équation différentielle
(), les propriétés T, (a, b) et Tp(a, b) sont équivalentes. Il résulte de cette
observation le

Théoréeme 4. La condition nécessaire ef suffisante pour que la famille Y
des intégrales de I'équation différentielle (1) jouisse de la propriété I, (a, b) ou N, (a, b)
est que la fonction de Cauchy ¢ (x, o) associée & I'opérateur différentiel L, () res-
pectif, soit non négative dans le domaine D, et non positive dans le domaine D,
(fig- 10).

Observation générale. Les théorémes 1, 2, 3, 4 restent vrais dans des intervalles
demi-fermés [a, b) et en outre s’étendent immédiatement & des intervalles infinis,
de la forme (a, @), respectivement [a, c0).

Théoréme 5. En supposant que Iopérateur différentiel Ly (y) dans (1)
a les coefficients p (x) et q (x) continus dans intervalle demi-fermé [a, b), soient
u(x) et v(x) deux fonctions appartenant & la classe Cyla, b) et satisfaisant aux
conditions :

u(a) =0, u' (@) >0, Ly(u) <0 pour x€ (a, b)
v(a) =0, v' (@) =0, Ly, (v) >0 pour x€ (a, D).

Soient ry et r, les plus petites racines situées dans Uintervalle (a, b) des fonc-
tions u (x) et v(x) (& conditions toutefois que de telles racines existent). Dans
ce cas, en désignant par [a, a -+ h), Uintervalle maximum contenu dans [a, b)
dans lequel Dintégrale générale de [I'équation (1) est interpolatrice du deuxiéme
ordre (c’est-a-dire oli Y jouit de la propriété 1), on aura les inégalités

wLa+h<re.

Ce théoréme permet I'approximation du nombre h avec la précision voulue.
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