ASUPRA DELIMITARII ERORILOR |
{N UNELE PROCEDEE DE INTEGRARE NUMERICA |

] A ECUATIILOR DIFERENTIALE
. N DE
] E. SCHECHTER

Conuinicare prezentatd la Sesiunea Filialei Cluj a Academiei R.P.R. din 17 aprilie 1957

1. Fie o ecuatie diferentiald de ordinul intii

- g1

.]"’ =f(X,J’)s y (xt)) = .Vm (I)

B 3 in care functia f(x,y) este astfel, ca pe un anumit domeniu si existe o singurd !
integrald ce trece printr-un punct al acesteia. Problema intregrarii numerice pe un f

g interval I al unei astfel de ecuatii constd in a gisi valorile integralei pe n puncte ale I
o acestui interval. Procedeele numerice nu furnizeaza in general valori exacte, de aceea .

' se impune un studiu al erorilor comise. Aceste erori pot fi impdrtite in doud categorii:
3 erori ale metodei, care provin din caracterul aproximativ al metodei folosite, si
. 3 erori de rotunjire, comise in timpul calculului efectiv, cind se fac diferite rotunjiri
pentru a pastra numai un anumit numdr de zecimale. Pe lingd acestea, procedeele
de integrare numericd, bazindu-se in general pe formule de iterafie, dau nastere ‘
la fenomene de acumulare a erorilor.

Scopul lucririi de fatd este tocmai de a aduce unele contributii la studiul acestor

B F acumuliri si de a da delimitari practice pentru o anumitd categorie de procedee de |
: integrare numericd in general neliniare.
. 2. Fie x;, n puncte ale intervalului I si y; cele n valori aproximative calculate
] pe aceste puncte (i = 1,2, ... n). in cele ce urmeazi ne vom ocupa de formule de
i : tipul 1)

N
rodlle Ym+1 = o [—Tm, Jx’mq A S S (m ==\ Eaos n—1), (2)
b |

" A 1) Vom considera incluse aici sirelatii de forma (2) in care 7, este functionald nu numai

- [l de f, ci si de derivatele sale partiale pind la un anumit ordin (a se vedea formula (14)).
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2

iE care h”l = x?lt—|-‘l —Xm ial‘ 3;
(o = »o).
S4 considerim inte iei
_ 18 grala ecuatiei (I
Ym (Xm) = P, si si notim Ut
Pm = ; N Xn =7 T
; m—Ym), A (x)=7Tn (x) — s [Eh AL (m)
g . = Ym—1i \Xm )}
p acum ca integralele y (x), y,. (x) satisfac inegalititilor
Yl(x)éy(x)é Y2 (x), (3)

e 5T Y10 <ym () L ¥, (%) (m=1,2 ) 4)
mitdrile acestea pot fi mult mai er 1 i
De exemplu, inegalititile de formg e
sau de doud ori a cunoscutei met

n eSle eroarea de rotunjire comisi la pasul m == 1]

Im (%), care satisface conditiei initiale

ute pentru eroarea finali
ad (321, (fl), pot fi obtinute prin aplicarea o dzft"a";
ode de integrare aproximativd a lui Ciaplighin

Teorema | 1 i
. Dacd pentru x, < x < x,, <L Y, (%), are loc

inegalitatea
Sy (x,3) < A4 (x)
unde [y (x,y) este o functie continud iar A (x) este integrabild, atunci 4
, atunci
n n
l Pn | ‘-<MZ|:1| Am' exXp S A (JL) dx. (6)

.1'“‘,

Demonstratie. Vom porni de la egalitatile evidente

Pr = Z (Tm (xn) = jpr‘u.—i (.l\.’n = S A Am (xﬂ)
m=1 )) rnz;;_ m Am (7)

$1 vom cauta sd delimitim raportul A, (x,)/A

o m, ce figureazd in ultima expresie

Ym (X)) —=Vm—t () = (6,5 (%)) —f (4, et () = £ (6,6 (1)) (Gim () — Vin—1(x))
(71 () <E(x) < X, ().

$i, prin urmare,

A (x) P
A (x, € (x)). (8)
Integrind ecuatia diferentiald (8), gdsim

An(¥)=C exps 7 (6, B (0) dx;

Tmy

facind apoi x = x,,, obtinem C = A (e N
UASA /7 me*
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Folosindu-ne acum de ipoteza (5), obfinem pentru raportul sus-amintit deli-

mitarea
B Gn) _ oo S £ (6 € () dx < exp \ A (x) dx;
r ‘;"Hﬁ

“m
cu ajutorul ei si a identitatii (7) se gaseste (6).
La rindul ei, A, se compune din doui erori;
rotunjire
o o oo = -
A = ym = ym—i (xm.} =® [;\m-i’ ymfl’ hm-wl’ f] . )"m,1 (xm_) + Psz—:i.'

m
a metodei la primul pas pentru integrala
=y, . care se delimiteaza pentru

croarea metodei si eroarea de

Diferenta din prima parantezd este eroare
Vopy () cu conditia initiala y,,_, (*5_1)
fiecare metodd in parte.

Daci, de exemplu, este
folosi delimitarea datd de

vorba de cunoscuta metoda a lui Runge-Kutta, se poate
L. Bieberbach [4], sub forma

Em “é Bh® (h = bne—= Xm-—l)

si atunci (6) devine

S| BIS + Smt] exp M (b—)-

m=1

len | <

Daci facem calculele cu destula precizie, putem considera §i

5 <« Cch (m=0,1,...,n—1)

n
(h se considerd constant in cursul integrarii) si atunci

ea| < D 1AL )

unde D este constantd pozitivd ce depinde de delimitarea la primul pas.
Evaluarea (9) este totusi prea grosoland, ea netinind seama decit foarte putin

de forma membrului doi f(x,y). Vom distinge doud cazuri;
1°, A(x)>0; atunci dacd
oy = sup A (%)
[-Tm,"'"n]

si [a,b] este un interval ce contine punctele Xi,

lea| < 3 ernt=9 (B4 C)|h . (10)

m=1
fn particular daci p>>sup 4(x),
[a:b]

| p,| < (b—a) (B+ C) 4« ett=9, (1
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\—__———— " y
care satisfac conditiilor initiale

2, ; i daca

A(x) <0; atunci daci : Vi) = 3

AF) < —a (« =0), 3
i si punem ~ L iy
a - b 3 okl Pim = Ffm = (-xrn); Aim ()") = Yim (x) Yiani=1 ( )
- — a +
,pu]<Z‘expgA(x)dx (B4 O)|h|5 <——(B-+ C)[r- (12) ! A Vom — Viom—1 (Xm).
AR e = S : (), Tom (x
7 - i printr-un procedeu oarecare am obtinut pentru integralele y; (x), yom (x)
. Ave.mta}jul acestei delimitiri fatd de cele cunoscute pind acum ([1], [7] ete.) I' Dacali%ilinanaloage Tui (3), (4),

reiese si din faptul cd acolo cazul favorabil (12) nu putea fi considerat separat. _ inegalitat (x) < Yo (%) (15)

In ambele cazuri sc verificd din nou ¢i pentru retele echidistante erorile sint ! Yis (0) <Ji (%) < Yo (%),
?e orldmul lui 1%, Se stie insd cii un avantaj mare al formulelor de tip (2) este tocmai Yii (x) < Jjm (%) < Yo (%),
aptul ci in procesul integrarii numerice pasul se poate schimba dupd voie. Pentru 1 . Yj (x) <y < Y (%),
cazul cind punct_ele Xi nu sint echidistante, formulele cunoscute pind acum nu pot B 3 iar functiile fj satisfap in domeniul x, < x <Xy, Yj1(x) <
da decit evaludri recurente. La fel, in acest caz formulele cunoscute pind acum nu i . conditiile lui Lipschitz g
€ permit si conchidem asupra ordinuluj de convergenta, 4 3 ) v () [ —fi (@ 71 (%), -0 I ()| L (16)

S4 notim h:sup hi; inegalitatea (11) devine atunej 3 1/i Ge2n (), oo i 5 i) — F0 ]} =12 .0

: ; 3 <K Al @ = i@+
‘P,, ’ < (B + C) erlo~a) Z' [k 5 < (b—a) (B+C) |h]p eutv—a), (13) E putem enunta
m—1 A - . funci

. ' \ = < x,. Yo (x <_};-<Y,2(x)aﬂ
Inegalitate din care rezulti si ordinul erorilor, Teorema 2. Dacd x, < x < %y, Y1 ( ):\ e

Consideratiile pe care le-am facut mai sus se extind si la alte procedee, cum ar 5 nk (v—zm) | A | 5 W

fi cel a lui Vlasov-Cearnii (8], E 3 Z}A’”‘(x)[<€ =
=
e L F(X, %) —Flx+ b, 515 B |
Hiea =Wy il E‘;L—(_Ll——,:&)—]—( = B (14) 3§ unde K = TllE'_lx K.
s (Ai-+ o Y . ; Demonsrr.'arie. Ne vom folosi de identitatea :
totul revenind la calculul erorii ]a primul pas. . 1 o 2 Bim(x) ,
1 1 7 i e n I* =1 YA
Incheiem acest paragraf cu un exemplu. Fie Sl = ZU‘ D (Fimry) — Vjm—1 (1) :7§L—vj—% Bim
3 - 9 E é I n— R 5 in E
Pl _]’3 (y (0) < (}) =1 m=1 j=1 ) jm
Se cere sd se integrezle numeric aceastd ecuatie pe intervalul [0,1], cu pasul 7=0,1. ‘ ‘ Trebuie deci delimitat raportul
Pe intreg intervalul f; (x,y)— —37*<0. Prin urmare, in (i 1) =0. Facind calculele : . e,
dupd formulele indicate in [4] si luind C=1{, obtinem = s '21 | Bim (o)
;: I=
lew| < 0,052. 2 i =
10 < - Z Ajm.
Daci folosim insd, de exemplu, delimitarea din [7], gisim B a=t
e < 14,29, B | oo Ve epmlitaies o (=Tt
: . : B d (Pim ()= i1 ()| _ | d1Tim G)—Dim—alO) |
ceea ce este cu totul inacceptabil, N ; / 0 dx

3. Extinderea rezultatelor obfinute la punctul precedent pentru sisteme de k & :

s i . 5 o % : ey = i late [6],
ecualii prezintd anumite dificultati — in primul rind din cauza ci erorile nu b te peste tot adeviratd, in afard poate de citeva puncte izolate [6]
vor mai satisface unei simple ecuatii cu variabile separabile, ci unui sistem de g § - er
ecuatii liniare. | iy N it o | A < nkK i’ | A (x) ]

Sd notim cu 3, (x) integralele ecuatiilor e 8 li 2 | Ajm (1] < Z iy Z | Bim ()| < =1

O X j= j=1
i 8 st e

Yi =060, 95,5, y0) Bl e e L2,...,9)
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Impértind cu 3 A
{ %‘ [Ajm ()| (5= 0), gasim inegalitatea diferentiali

d »n
S Z; ! Ajm. (x)]

dx =
" = HK,

o ] A_i"afn (x)f

j=
€ car A0i gl Asi
pe care, daci o integram, giisim (17). Din nou A, i
jm $€ compune din eroarea metodei

la primul :
pas si eroarea de r S
Kutta, avem otunjire. Dacd ne referim iarisi la metoda lui Runge

n
- n
2 lewl < nay—ay) S
gt mzz,le ) ]% | B b5+ T
18
< v (BhS + Ch5) enk(zy—a) (18)
?

In care B estc coeficientul Tui A5

lar C este dat de inegalitatea S delinifices @9@ J¢ Bicher bach [4]

Sjm—1 < Chb.

Dacid mai tinem seama ci v — **__

X
» avem in definitiv

lep | <m(x— Xo) h* (B - C) e(w—2) — ppa
S (19)

dﬁ u de al €roruot
n leZultd ()[d”]l.ﬂ de marime Il
.

In sfirsit, amintim ca
S1t, ntim ca tot de cat 5 s
nesc e egoria (2) s : -
u [5]. Delimitiri pentru primul pas(a)u ;_gztsldi;c;érzﬂ?lz daée dAe D. V. \Es!
e O, ramaéa [2].
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KPATKOE COIEPXKXAHUE

B patore i
PHBOOATCA HEKO!
IPpH HHTErpUPOBAHUHA =
Buza (2).
ITpuge :
TI; : P,,HEHIILIG 1C)L(E:HHI/I OCHOBaHBI HA CIIEAyIoNIeH Teo
ema 1. Ecau PEME.
Hepasercmso (15), 20e i e n)pu Xp-S K = e )<y <Y, o i
oyenry (6). y \Xo V) nenpepwisna, a A G)— “Hml’fepzipye,ua ;??; Mecmo
> uMeem

[)]':;Ie OI.ICHKPI HAJIST TI0T pe]lIHOCIQH, HOHYCI AEMBIX
J]Hd)q)epeHHHaJIBHbIX S‘paBI{eHHH H[)H IIOI“OHIH q_)(OpMyJI

e
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3mecs 5, (X) cyrhb HUHTErPajibl nuchhepeHIHaBHOr0  ypaBHEHA (1) ¢ ma-
YaIbHbBIM YCIOBHEM

3Tm, (x'”) = ?m ’

a p,, — TOJHAS MOTPELIHOCTL B yane (Xm)-
Omenxu (10), (11,) 1 (12) mOKa3bIBAIOT,
HepaBeHCTEO (6) Uit Pas/MIHBIX JACTHBIX cIIyuaen.
Sarem TeopeMa I ee CIIe/ICTBHS PaclpOCTDAHFLO
IEa/bHBIX ypaBHEHu.
Cpemi  MeToJI0B, NOAXOAAMINX mop (2
Bracosa — YapHoro.

KaiuM 00p230M MOIKHO TPUCIIOCOOUTE
rost Ha cucTembl uddepeH-

), OTMETHM METON Pyure — KyiTa M

DE LA DELIMITATION DES ERREURS
DANS CERTAINS PROCEDES D’INTEGRATION NUMERIQUE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

RESUME

ique quelques délimitations des erreurs qui sur-

Dans le présent travail, on ind
férentielles, au moyen de formules

viennent lors de lintégration des équations dif
du type (2).

Les délimitations indiquées sont basées sur le

Théoréme 1. Si pour xo <L x < xnj ¥q )<L yL Ya(x),ona Pinégalité (15), oit
f' (x, y) est une fonction continue et A (x) est intégrable, on a la délimitation (6).

Ici, y,, (x) sont des intégrales de I’équation différentielle (1), satisfaisant a la

condition initiale

Yo (x"‘) =

et p,, est l'erreur totale sur le neeud Xm.
Les délimitations (10), (11) et (12) indiquent la maniére d’a
aux divers cas particuliers.
Le théoréme et ses conséquences sont ens

différentielles.
Parmi les méthodes qu’on peul ranger dans (2),

celles de Runge-Kutta et de Vlassov-Teharnyi.

dapter inégalité (6)
uite étendus a des systémes d’équations
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