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Tucrarea de fafd este in strinsd legdturd cu generalizarea metodei
lui S. A, Ciaplighin [1], care se aplici la rezolvarea aproxima-
tivi a ecunatiilor diferentiale ordinare de ordinul #. Aici solufia ciutati
se aproximeazd cu doud giruri de solutfii aproximative, girul aproximatii-
lor superioare fiind monoton descrescdtor iar sirul aproximatiilor inferioare
monoton crescator. Metoda lui S. A. Ciaplighin a fost generalizati de
A. N. Baluev [2],'apoi de S. N. Slughin [3] pentru cazul ecua-
tiilor functionale neliniare considerate In spatii semiordonate.

Considerdm spatiile semiordonate X, ¥ si operatia neliniard P defi-
nitd pe X si cu valori in ¥. In aceste spatii s-a definit un tip de conver-
gen{d, anume (o)-convergenta [4]. Mulfimea elementelor xeX care satis-
fac inegalitdtile

¥ = X=X, %o HpeX,
se numeste segment si se noteazd [x,, #,]. Relatia [a, b] C [%,, x,]
inseamnd %, =a=05b = x,.

Ideile 1ui 5. A. Ciaplighin au fost extinse de cdtre S. N. Slughin in
felul urmétor :

Teorema I Fie P o operajie neliniard definitd pe segmentul [%,, %,].
Dacd wrmdtoarele condifivc sint indeplinite i

1% 0P (2) = 0= Pwy), :
2°. pentru orice segment [a,b] C [%,, %,] existd operatori aditivi
Pa,p 5t Lap asifel ca sd avem indeplinite relagiile

Tas (b — %)= P(5) — P (%), Loy (5 —a) = P (x) — P (a),
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3°. existd inversele pozitive Tap =0, T75 =0,

4°, existd operatorul aditiv T pentru care avem

I =Tss, F=Tas

pentru orice segment [a, b],
5. existd imversa I'—1=0 si I'—1 P esle monoton-continud, atunci

solutia cea mai micd x¥, respecliv cea mar mare x* a ecuafies P (x) =0,
consideratd pe segmentul [%,, %,], pot fi obfinute cu ajutorul algovitmelor

= et LN - . Al =
xﬂ+1:x,1~Fx”[_;nP(x,,), %n1=%—DL = P(%), unde x, ~ &%, %, A 2* (n — o).
Dacd mai existdé un operator aditiv A, avind A~' =0 i
P(x +Ax) — P (%) = A (Ax) pentru orice Ax >0,

atunci solufia este umicd : x* = xF = ¥,

Teorema II. Fie definit pe segmentul [x,, %,] operatia P si
operatorul aditiv I' avind I'1 =0, iar =

P (x +Ax) — P (x) =T (Aw) (1)
pentru orice Ax >0, apoi fie =1 P moroton-continud 51 P(x,) =0 = P(xy),
atunci solutia cea mai micd x*, vespectiv cea mai mare x* a ecuatiel P (x) = 0,
considerate pe segmentul [%,, %,], pot fi obtinute prin wrmdtoarea metodd
de dlevalie i
Xpl = Xp — =P (xn): ﬁz-j—l == fr: —-I-tp \ffz)

unde %g N\ x* §1 %y A 2%, (n— o).

Scopul acestui articol este de a construi operatorii Pis, Doy lfolo-
sind diferertele divizate, okfirit d astfel noi metode de iteratie; in cadrul
lui ne mirg nim la cazul civd elementele spapiului X sint funciis de va-
riabile veale. Fie apoi P(x) definit pe X cu valori in X.

Definitii. Diferenfa divizatd de ordinul intii a operafiei P(#) pentru
%, %, €X o definim astfel :

P(xy) — P(xy)
%o — %1,
unde se presupune ¥, < #%;. Aceastd diferentd divizatd o notdm : [#,, #;; P].
Diferenta divizati de ordinul al doilea se definegte in felul urmdtor :

Pl [, #1; P] — [#1, %35 P]

Xg, X1, X5 ;
[0* Bl ) %9 — %g

Ifn cele ce urmeazi vom presupune cd x,< %; < %o

Vom zice ci operatia P(x) este monoton crescitoare pe segmentul
[E, 0], E, neX, dacd [x,, %, ; P] >0 pentru orice %y, %, € [£, 1] $1 %p < %1
Vom spune ci P(x) este convexd pe segmentul [£, 0], dacd [#, %, %5 ; P]>0
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pentru orice %o, %;, % ¢[E,n], unde presupunem de acemenea ci
Ko< %1 < Xs. o
fn cele ce urmeazi vom construi operatorii Iy §i Tqp folosind dife-

renfele divizate de ordinul intii ale operafiel P. Astfel ajungem la citeva
teoreme analoage teotemelor lui A. N. Baluev [2], figurind insd in
locul derivatelor d.ferente divizate de acelagi ordin.

TROREMA 1. Considerdm date elementele x,, x,eX, unde %5 = By
fie apoi definitd P (x) ps segmentul %, %,]1 S X si cu valori in X. Dacd in
afard de acestea mii avem indsplinite condifiile

1°. P (%) =0 = P (%),

2°. operatia P (x) este monoton-continud pe [%,, %],

3%, [%;, % ; P]1 =T peniru orice %, < %, §i %y, %a€ [%g, %] Gar T' >0
-5t finit, unde [ a5 e IRe X =

4°. aproximatiile %y, Fn (n =1, 2, - .) se comstruiesc cu ajutorul formu-
lelor de ileratie o sl
1 Ly T
iy = Zpmt — 5 PFmt), Fa= ot — 5 Pl0))

atunci ecuatia functionald P (x) =0 are cel pufin o solugie pe segmentul
[%y, %,]. Dintre acestea x* fiind cea mai mare, tar x* cea mai micd solufie,
avem velagiile
x* = (0)-lim x,, ** = (0)-lim %,,
=S = napR
st aproximagiile %y, %, Salisfac inegalildtile
Xn—1 é X g x* é ;”_* § Er: g Xp—1 5 P(xn) é 0 é P(xn) '

Aceasti teoremi rezulti imediat din teorema II a lui S. N. Slughin.
Daci mai existd condifia 0< v =[#%, %; P], vyeX pentru orice x < %,
unde %, %,e[%o %,], atunci pe baza teoremei I a lui Slughin rezultd uni-
citatea solufiei, x* = x*.

Observaiie Daci ecuafia functionald este de forma P (x)=
= Lx -+ F (x) =0, L fiind un operator aditiv iar F o operafie neliniari,
atunci in loc de elementul I'eX de la teorema moastrd nr. 1 se poate alege

un operator I' de forma TAx = LAx + M .Ax, unde MeX si [%;, %,;F] =M.

Daci in afari de acestea T—1=0 si ! P este monoton-continud, atunci
ne putem folosi de formulele de iterafie

Xngy = %n — T P(fu); ErH-] :T’Cﬁ == P(x—n)-
TEOREMA 2. Fie date clemente’e %, %X ; fie apoi indeplinite con-
ditiile =

1y Aici punctul inseamnd produsul obignuit a doud funcfii din spatiul X,
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1°. P(%) < 0< P(wg) peniru %, < %,

2°. opemtz'a P(x) este monoton-continud pe [, %],

3°. [%p #—y; P] >0 si finitd, unde x_ e %y eX,

4°. P(x) este convexd pe [%,, %],

5°. aproximaiile %p41, rvespectiv Xp41 Sint date de algoritmul
Kl = Kp — _—1—-—— B(xz)

[%g, %=1; P]

atunct ecuatia P{x) =0 admite cel putm 0 solufie pe segmeniul [, sl
x* fiind cea mai mare iar ¥* cea mai micd solupie, avem

x* = (0)-lim x,, ¥ = (0)-lim w,, si
i n—+o% — n-F @

2 < I < =A< %1 < Fns PFpn) < 0 < P(%np) .
Teorema aceasta rezultd din teorema II, deoarece in cazul de fafd avem
TAx = [%,, #-1; P].Ax.
TEOREMA 3. Dacd avem indeplinile condifitle

S pentru %, < %, avem P (%) <0< P (%),
2°. P(x) este monoton-crescdloare §i comvexd pe segmentul [#—1, %],

unde X, E_IeX, 1ay [:{_I, xo, Pl< + o,
3°. P(x) este monoton-continud pe [%y, %,] S [%—y, %],

4°. aproximagiile %py1, ¥pe1 Se obtin folosind formulele
1 - = 1 &
fn-;—l = fﬂ SR P(ﬁ)} y Xl = Xp— —_——:———-°P(.\S”),
[ﬁm %n 3 P] [%n, %p—1; P]
atunct pentru ecuatia functionald P(x) = 0 existd o solutie unicd x¥*e[ %,, %,],
unde 7 i
x* = (0)-lim x, = (0)-lim %, si
i+ ® n—y

in = fr:+1 < e Y41 < ¥, P(jcn—l-l} <k P{xr1+1)-
Aceastd teoremd se demonstreazd analog ca si teorema I a lui Slughin.
In cazul de fafi insi rolul operatorilor Vs 20 I‘x,,, x, si I' il joacd diferen-
tele divizate [%, %,—; P], [%n, %,; P]si [, %o P, Remarcdm aici cd
operatorii I‘x,,,;; §i. T %, % pot depinde, in afard de %n, %, si de alte apro-
ximatii, cum se intimpld in cazul de mai sus.

Observajfii. 1. Daci diferenfele divizate de ordinul I si II ale
operafiei P(x) ,pastreazd un semn constant (adicd rdmin intotdeauna
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mai mari, respe(:tiv mai mici decit elementul zero), atunci teorema noastra

nr. 3 ramine valabild.
2. In cazul ecuatiilor de tip P(#) = Lx 4 F(x) =0, in loc de dife-

rentele divizate [x,, #,; P], [%p, %n—1; P] ne putem f01051 de operatorii
Tx, %y I #., 4, construifi in felul urmétor :

Ti,%,_ A% = LA% 4 [%, %n1; F]. A% T 5 5 Ax = LA% - (%, %; F].Ax.

Aplieatii. Pentru ilustrarea teoremelor gi observai;ulor de mai sus
dim citeva aplicatii:

A) Considerdm ecuatfia funcfionald
1 x0) =¢(@),

f fiind o functie care depinde de argumentele ¢ si # (f)eX, iar g (f)eX este
o functie data.

Dacd avem indeplinite conditiile

1° [, %) < g (@) < f (¢, %o(5), unde #y(f), xo(H)eX fiind solutiile
aproximative pentru care avem %,(f) < %, (), _

2°. functgia f (, x(f)) este definitd pe [,(f), #p(f)] cu valori in X §i este
continui fafd de argumentul x (f) pe segmentul dat, 3

3° 0< [%(), %_1(0); f]1<-co, unde %, (}) <x_ (2); %_4(eX,

4°, f (¢ %(1)) este convexd pe segmentul [xy(f), ¥_4(f)],

5°. aproximatiile %,41(f), %,41(f) se obfin conform algoritmului

1
Unga(t) = %) — ———= [f (& %a(8) — g ()],
) T ) 5 (03]

atunci ecuafia f ({,%(f)) = g () admite cel pufin o solufie pe segmentul
[%o (), %o (#) 1.

Dacd [#,(1), #:(0) ; FI=A(0) >0, %) <%); %) %) e [%0), %{)],
atunci avem o singurd solufie pe segmentul considerat. La aceasti solutie
tind monoton aproximatiile #, respectiv %, (vezi teorema 2).

B) Considerdm ecuatia
Px)=x«"+f(t x)=0 Xt =i ot

la care funcfia f ({, %) nu admite in general derivata f,.

Dacd avem indeplinite conditiile :

1°. P (x,) < 0< P (x,), unde x, ({) si %, (¢) sint doud solufii apro-
ximative pentru care avem x,(f,) = %o(t) = o Si #,(f)<< %,(f) pentru t>1,,

2°. funcfia f (¢, %) este definiti si continud in raport de ¢ si x(f) pe
segmentul [%, (), % ()], iar lelly, T,
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3°. operatorul aditiv I’ se alege astfel

TAx = (A%) + K () Ax  unde A e el =K (¥
Ax = t

K (/) fiind continui si Ax >0 (¢ >4), Ax () =0,

o - . - o . . .
) 42 aprommatnle superioare %,4, respectiv inferioare %,,, se constru-
iesc folosind formula g

b d t
—{ Kt pt K(Hdt
w0 Py KU

ty

xﬂ-’-] = X — € »
atunci ecuafia consideratd are cel pufin o solutie pe segmentul dat
Dacd mai existd operatorul

AAZ = (Ax) + E(f) . Ax

unde Ax >0 (2 >¢) si Ax (t,) = 0, iar functia & (f) este continui pe
) ntra
1o 2 +00 — 1 i, 5 :

care avem £k (f) = e » atunci ecuatia dati are o

singgré solutie pe segmentul considerat [5], la care converg monoton aproxi-
matiile %, respectiv x,. (Vezi observafia de la teorema 1.)

C) Considerdim din nou ecuatia P (x) = ' t, x) = i
fia la Hmitd x (f) = aq. il i b e e

Dacd avem satisficute condifiile

10. presupunem indeplinite proprietdfile 1°—2° de la cazul B),

2°. funcfia f (£, x) este monoton-crescitoare §i convexi fatd de x pe
segmentul [%,(f), #-(f)], unde [x(t), %,()] < [#_1(t), %a(t)],

3°. operatorii I's, %, I,z se aleg astfel:

T, #a A% = (A%) + [%n, %aer; f] . Ax; T, m A% = (Az)' +
S [fm En ; 11.Axz, Ax (t)) =0,

4°. aproximatiile se construiesc pe baza formulelor

Xn+1 = Xp—

Pl L \EE
_'L.,[x'“ xufll'f] dt ot — S:[xm Mn—15 f]dt
e S (Z:) & dat,

to

e Ee
= (%0, #a_yf] @t ot §, [%n, #ai fla2

t i _ﬂn na

0 S P xn) e to :

o

atunci ecuafia diferentiald datd admite o singuri solufie — pe segmentul
considerat — la care 1:1_nd monoton aproximatiile superioare, respectiv
inferioare (vezi observafia 2 de la teorema nr, 3).

Kn4l = Xn—¢

Academia R.P.R. — Filiala Cluj,
Institutul de caloul
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MMPUMEHEHMUST K PEMEHHIO HEJWHEMHBIX ©YHKIHMOHAJBHbBIX
YPABHEHHF B IIQJIYYIIOPAJOYHbLIX [MPOCTPAHCTBAX

(Kpatkoe cojep:xanue)

B (yHKIHOHAIBHOM MOJYYIOPAIOIHOM MPOCTPAHCTBE X BBOAMM MOHSITHE
pasiesNeHHON pasHOCTH JUIf HEeJHHEHHOro onepaTtopa P, ompenesennoro B X.
Bocnosib30BaBIIHChE BMECTO MNPOHM3BOAHBIX (B cMbic/ie ['aTo) pasiesieHHBIMH
pAsHOCTAMH TAKOTO e MOPAMKA, [OJy9aeM HeCKOJbKO TeopeM, aHaJIorHiHbIX
‘reopeMam A, H. Banyesa [2], u HOBHIe cnocoOol pelIeHHs HeNHHEHHBIX

(hyHKIHOHAJIbHBIX yPABHEHHI,

APPLICATIONS A LA RESOLUTION DES EQUATIONS FONCTIONNELLES NON
LINEATRES CONSIDEREES DANS LES ESPACES DEMI-ORDONNES

(Résumeé)

Dans un espace demi-ordonné X on a introduit la notion de diffé-
rence divisée pour I'opération non linézire P définie dans X. En emplo-
yant 4 la place des dérivés (au sens de Gateaux) des différences divisées
du méme ordre, on a obtenu quelques théorémes analogues aux théorémes
de A. N. Baluev [2], en obtenant aussi de nouveaux procédés pour la
résolution des équations fonctionnelles non linéaires.




