APLICAREA FORMULELOR DE DERIVARE NUMERICA
LA INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR
DIFERENTIALE
DE

D. V. IONESCU

Se considerd ecuafia diferentiala
y' =% y) (1)

si fie y(x) integrala ei care satisface la conditia initiala y(x,) = y,. Pre-
supunem ci sint indeplinite condifiile care asigurd existenta si unicitatea
integralei y(x) In intervalul [x, %, + a].

In intervalul (%, %, + @) ludm nodurile x;, %, ..., x, astfel ca
Xy < Xy < Xy < ... < x, §i presupunem cd integrala y(x) este cunoscuta
pe nodurile %, %5, ..., %,. Problema integririi numerice a ecuafiei dife-

rentiale (1) constd in a da formula practicdi de calcul a integralei y(x),
intr-un punct din intervalul (x,, %, + @], cu ajutorul valorilor lui y(x)
pe nodurile xy, %;, ..., ¥, $i de a studia restul formulei de integrare
numerica.

Dacd funclia f(x y) are derivate par‘gale in raport cu x si y pind la
ordinul #, continue in domeniul D in care sint indeplinite c:oudl‘,cnle care
asigura ex15tenta si unicitatea integralei y(x), atunci aplicind formula
lui Taylor vom avea

y(x) = y(%) + x1_5x0 ' (%) + et A ) [ S

LAl f £ 5)° gt o) s, 2)

Problema integrarii numerice a ecuafiei diferenfiale (1), aga cum a
fost pusd mai sus, se reduce prin formula (2) la problema derivarii numerice
a unei functii, care se formuleazi astfel: fiind datd functia f(x) continud
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in intervalul [, %, + a] si avind derivate continue in acest interval
de toate ordinele, care vor interveni in calcule, si se dea formule practice
pentru calculul derivatelor f'(x), /(x), .. ., f(”‘)(x) in nodul %, cu ajutorul
valorilor lui f(x) pe nodurile %y, %, ..., %, si sd se calculeze restul formulei
de derivare numerici.

Lucrarea este impdrfitd in doud capitole. In primul se trateazi despre
formule de derivare numerici, iar in al doilea se trateazi despre aplicarea
lor la integrarea numerici a ecuatiilor diferentiale de forma (1).

Capitolul I
FORMULE DE DERIVARE NUMERICA

§ 1. Formule de¢ derivare numerici care provin din expresia
unei diferente divizate sub formi de integrald definiti

1. Intr-o lucrare de ansamblu asupra formulelor de cuadraturi, care
se pot obfine cu ajutorul formulei generalizate de integrare prin parti,
aga cum a ficut J. Radon [1], am dat o expresie a diferentei divizate
de ordinul # pe noduri repetate sub formi de integrald [2], aritind ci

S B B e X s By Bty B f(®)] ==
—— — L S— i ey
o ori ky oti ky ori f3 ori
4
:ftp(x)f(f61+"'+kf‘+u+ﬁ_l)(X)JZ, (3)
a

unde functia ¢(x) este determinati de un anumit sistem de ecuatii dife-
renfiale care se integreazi cu anumite condifii la limitd in a, %, ... %,
si b. Rezolvind ecuatia (3) in raport cu f‘“_”(a) se obtine o formuld de deri-
vare numericd, din care se deduce f(“”"”(a) cu ajutorul valorilor functiei f(x)
si a derivatelor ei succesive, care intr4 in ecuatia (3), pe nodurilea, %, ..., x,, b

In acelasi mod a procedat prof. T. Popoviciu [B] siS. E. Mi-
keladze [4], pornind insi de la alte expresii ale diferentei divizate
din membrul intii al formulei (3).

Vom rezuma rezultatul din lucrarea [2], in cazul unui singur nod
multiplu, aducind citeva completiri.

2. Fie f(x) o functie de clasa C"*” | definiti in intervalul [, 0]V in care

ludm nodurile Xg» %1, -« +, X, astfel ca sd avem X == %1 == e < e Loa iNtGEE-
valele [%, %] 205, < o0 (20t %n] atasdm functiile ¢,(x), @u(%), ... (%)
si comstantele A, Ay, ..., %, si formim ecuatiile diferentiale
= —1 —
o) = n, oS (m) =y, L, QY () < 2, (4)

') Adicd functia f(#) are in intervalul [a, b] derivate succesive pind la ordinul n + p,
ultima fiind continui in acest interval,
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care se integreazd cu urmitoarele conditii la limita :

?1(%) =0, (91(""0) =0, ...; ‘P(In_m(xn) =0,

; —1 Mp_ o v
o0 = (=17 =2, @) = (-1 L B =

(p—1)! 1
Pa(%1) = @(%,), @3(x) = @i(%), - .., 08 7 2m) = 9" (xy), ()

I ' +p—2) __(n+p—2)
‘Pu(xn—]) =Qp—1 (xn—l): CPn(xnﬁl) =®Pn—1 (xnﬁl)» sy (PEJ” 3 (x!zhl) = (Prf—l (:1”-,,_[),

Pal#n) =0, @5l(5:) =0, ¢« o 87734 =0,

- Constantele A;, Ay, ..., A, si vy, vy, ..., Vv, se determind astfel ca integralele

ecuatiilor diferentiale (4) sd verifice ecuatiile la limitd (5).
Este evident ca fiecare integralid
X1 g x,
JoAr @ an, [ s, .., (6" ()
Xa % A

este nuld. Aplicind la fiecare, formula generalizati de integrare prin pirti
si ficind suma lor, se obtine, {inind seama de conditiile la limita (9), formula
de derivare numericd

£ [7\1 [(50) + (50 + 22 () e+ 2 f“”(xu)] i

2! P!
Ky f00) F K f) + -+ Kalwa) = (—1)"+ f o(x) /" (%) dx,  (6)
Xa
unde functia ¢(x) coincide pe rind cu functiile ¢, (%), (%), ..., @u(x) in

intervalele [xg, #;], ..., [#4—1, %,] si unde
M — 7\2 = [\]1; Ay — 7\3 = ffg; vy Ao — A= Kn—ls Ap = ](,,. (7)

Functiile o, (%), 9,(x), ..., pu(¥) sint date de formulele

Al (.’XJ L4 x”)r|+.0—2
‘Pn(x) = JKHW:_—UT
.} (x 'y x;,H])'l+P_1 " (% o= xﬂ)”‘l‘ﬂ—l g
Famtla) &= Ko~ B oy ®)
e (% i )n+p-—1 (x_x2)n+p—1 . (.OC*.'E,,)H-M_[.
¢i(x) = K, n+ pl_l)! + K, (n+p—1)1 + o T K (n4-p—1)!
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Cu formulele (8) sint verificate ecuatiile diferengiale (4) si conditiile
la limitd (b) din nodurile x;, %3, ..., ¥,. Secriind cd si conditiile la limita
din nodul x, sint satisficute, avem sistemul de ecuatii

Ky(x — #) + Ky — %) + o+ Ka(#a— %) = v
Kl(x] e x0)2 == KE(xZ F x0)2 A o A I{n(xn** x0)2 == Vo

Ki(% — %) + Ky(%: — %)" + ie + Kp(xn— %) = vp  (9)
JT{l(x_‘l Ol xn)P+l + Kz(”z = x")."-f-l + e + I{n(xn* xn)P+1 =0
Ey(x = 5)" P+ Kol — )" 4 L+ Kalwn— )" =0,
care: determind K, Ky, ..., K, 51 v, vy, 000 Y

Tinind seama de ecuatiile (7), ecuatiile (9) se mai scriu sub forma

- +K, +oot Ky =0

=M% -Ci vy Ky +oo ot K %,=0
v (10)

— Ayxh —€ wadt v  HE;af +.o .+ Kxh=0

1 J‘\19‘61-i-p_1—C:1+.D—l\"1%6”_}1—2’" AN Vp:r{)l_]Jrle'{"!'ﬂ_]'in oA K a2 TP =,

Ecuatiile (9) exprimd cid membrul al doilea al formulei de derivare
numericd (6) este nul cind f(x) este inlocuit cu

2

Bt il BB g s ey B

iar ecuatiile (10) exprimd cid membrul al doilea al formulei de derivare
numericd (6) este nul cind f(x) este inlocuit cu

n+p—1
1, & 8 L, 4ttt

Sa consideram matricea formatd cu coeficientii sistemului (10), adici

1 0 S 1 oo
1
% Ci S %y o
P 1 p—1 P p p
Xp Cp X0 . e (,p X von Xp
n-t-p—1 -1 n+p—2 P n—1 nt-p—1 n+p—1
%0 C oty e X1 Sl
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i sd notdm cu A; determinantul care are aceleasi linii si aceleasi coloane
afard de coloana a i-a. Tofi acesti determinanti sint diferiti de zero si
rezolvind sistemul (10) in raport cu — Ay, — vy, ..., — vy, K}, Ko, ..., K,

se obtine
o DI | = Y e
A4, —4, (=1)" Apsy
K 1S,
= -————1 = *——'——f a (11)

(=1 Apsa (= 0" Ay
Tinind seama cd membrul intii al formulei de derivare numerici (6)
este o combinatie liniard de numardtorii din formulele (11), deducem ci
formulele (11) se mai secriu sub forma

—N = .
sl —A4, (ﬁl)pAp-}_]
! (n+p)y, i
e r K, e j‘h(P(x)f (x)dx "
(*1)!’4‘14;{!3_"_2 (_ 1)’”-"14;14".;.[ A
unde
1 0 . 0 1 1
Xy C{ 0 %, i
== xh C}J xﬁ—l I Cﬁ «f o i (3
.‘({)H—h‘l CEH‘P—] x{r;-l-.lh-z ; CI;:‘T‘P"""] xg——l x;]+p_1 -4 x::'l-ﬂ—-l
e e
R TR - RN R R

_ Determinantul A, care se obfine din A inlocuind pe f(x) cu 27, este
diferit de zero, deoarece

(@) — xo)p Vg %1y v o0 %g), (14)

. %p) este determinantul lui Vandermonde al numerelor

Ay = (% — xn)p (%3 — xn)p cee

unide V(%4 .
g s gy S

Egalind rapoartele din (12) cu — -l- deducem ci formula de derivare
numericd se mai scrie sub forma ! :
T s |
= J o 17 ax, (15)
4,
Xp v
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sau, sub forma

X
[ﬁ’.’ Xgp o os Koy Hyyenos X [(2)] :J“P(x) 1) dz, (16)
p+ 1 ori *o
cdci diferenta divizatd a functiei f(x) din membrul intii al formulei (16) este
egald cu— -
1

3. Calculul coeficientilor N, V1, - .., Vp, Ky, ..., K, din formula de
derivare numericd (6). Din ecuatia (12) deducem ci avem

A
G o e Y
1= ) 1

J i — (7 ])Pﬁ‘l AP+3
2 A]

s 8+ s v W

K,, - (_ 1)p+n—t AH‘FP‘#’[‘ i
A,

Fidrd greutate se aratd cd in general
P P 14
Appivs = (H1=%) . (B1—1 — %) (#1401 — %)" - .. (¥ — m)" X
X V(x().! xlx s.50 xf—ll xl'-l—i) LR xn):

de unde rezulti cid avem

[{] =(— 1)‘” 1 ! V(xm Koy o v ey 71"1'1)
(‘xl i xU)p V(xn: Xy v v xn}
/ o v n ‘
}(2 = = I)P'l"l_ 1 5 I (X(J) X1, X3, » X ) (17)
(%9 — %) V%o, %y, 4 +vs %)
Gy 1 V(% %1y - -0 Hn1) |

(%a—%)p  V(%g, %1, - o+, %n)
Dach se fine seama ci in geheral avem '
V(% %1 o+ -0%0) = (%6 — %) (% —%1) « o (% — %)) (Brg1— %) - (Bn—21) X
SOV (%o D05 =5 05 Bimts Bty o ov0 Zn)
formulele (17) se reduc la

K=

(% — %)L (% — %) (%2 — 21) .« (%0 — 7)

(—1) :
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A TRyesA
B e Ll
(%0 — %) (% — %) (%5 — %) . ..« (%7 — %)

(18)

( — 1)p+n—1

(-'Un = xu)”Jrl(xn_ xl) (xﬂ_ 2‘62) cae (xu_ Xn—1)

Din aceste expresii se vede ci toti numitorii fiind pozitivi, coeficientii

K, Ky, ..., K, au semnele alternate, K, avind semnul lui (— 1)~
Coeficientii 2y, vy, ..., v, sint dati de prima ecuatie (10) si de pri-

mele p ecuatii (9). Tinind seamd de formulele (17), vom avea in general

S

Mite—————————————— = P ' 5w g ==
y V(i\’-“,fh, S x?l) X xu)pﬁj ! (‘Y'-(h x},s » -'XH)
1 Fa
—W:} Vixo, %15 %3, <. -, D) el =l
Xg — X
n—1 1
sa(—1) on — 2y Vi %y wo x,,_l)]
sau
1 1 1
xo xl Xn
(_1) p+n—1
M= n—1 n—I1 n—1
Voo i, ey ) |15 %0 %y ces Xn
4 1 1
(%1 — -'Vn)pﬁj (%n— 5"’11)11_J

sau inei

1 a 1
% — %o e W —
s 1)p+n_](x1_x0) (22— %) « . - (% —2%) Sl 2
V(%% o ooy %) (%1 — ) oo (%n— x) 2
1 1
(% — xn)p feit (% — 'Vu)ﬂ-H]

undef:(), il ,;'5 (7\1: Vu)'

5 — Studii §i cercetiri de matematici
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Se gtie ci

1 1

Y1 Y
s P A sy Ll 1

_(_1} 1 (yIJE - )Q_l('gj_,...._),

A n—2 =2 V1o Yoy « o s Y Vi Yo Y
," lI y" ( 2 6 e ,‘) .‘l) ; K n
1 1
'_[—‘ .o _{
_)’1 yn
il 1 A
unde @ pq[—r» — ’y‘ este un polinom omogen de gradul 7 — 1 in
Y1 Ve n
1 1 1 o B .
— —; +++»—, cu coeficientii egali cu 1.
Vi Ya Yn

Tinind seama de aceasta, expresia definitivd a coeficientilor v, este

i (=1)¢ Qmﬁ( Ll “oo 1_J, (19)
43

(2, — %0) (%2 — %) ... (¥n—%) — %y X X Fn— %y

unde 4 =0,1, ..., n. (A= V).
Se constatd ci tof7 coeficientis v; au semnul lui (— 1)°,

Alta formd a formulei de devivare numericd (6). Sa consideram functia
rationald

1

(% — ‘vn)p.{_l(ﬁT — %) oo (% — %)

pe care s-o descompunem in functii rafionale simple punind in evidenta

reziduurile A,, A4,, ..., A, relative la nodurile %,, %,, ..., %, Vom avea
1 A A A :
= = 1 2 ..., (20)
(X—2)" " (x— %) oo (F—2) x—2% x2—2, X — %y
unde
=1
T Sy 1 .
(5'51 — %) (x?. — %) 55 (9‘71: == x])
n—2
i (= 1)

: 1
(%a—0)"" (%2 — %) (%3 — %3) . . % — %p)

1

o= :
(%0 — :‘Tu)p i (xn —y) o v 0B )
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Tinind seamd de acestea, formulele (18) arati ci avem

Kl 5 (_ 1)” H]—lAl
B = (— 1), (21)

K, = (‘_ 1).'1+p-1 Ap.
Din prima ecuatie (10) si din primele p ecuatii (9) se deduce ci

vy ]r(.ﬂ)
M (%) + Ff’(xn) i S

f) t (%")
X —

BT N— % X — %,)" )
~ 3 K|l 4 W(>+n.+¥—ﬁhmy
= 1! p!
Formula de derivare numericd (6) se poate deci scrie sub forma

% Kulfton) — [fm) + BB g 4 .. 4 Ll 2l oy | =

X
"

= (=)™ [ o)™ (), @2
J‘Vn
in care f1gureqza numai coeficientii K;, dati de formulele (18), atit in membrul
intii, cit si in membrul al doilea, din cauza formulelor (8).
: I_nbd formulele (21) arata ci- coeficientii K, K,, ..., K, sint propor-
’,cmnah- cu A, A, ..., A, ceea ce inseamnd cd formulele de derivare
numericd (6) sau (22) se pot scrie si sub forma

gl‘if{/(xi) = [f("‘n) = 2 ;ﬁ, Flxg) + .0 + (i;fxn)l‘) f(m(xﬂ)]} =

X
n

= (=11 [ o) f* 4 m)a (22)

Xo
In aceastd formuld functia ¢(x) coincide pe rind cu functiile
Pi(%), @a(%), ..., u(x) in intervalele [ %) 6 % ) e o [Mnsns %) nmde,
dupd formulele (8), avem

A R (5= x)""
@ (x) = A4 = 2 NE—Hy) -
i) = 4 T T e T T Ty
) — ) (xixz)nﬂ)-—-l ) , (x_xn)n+p—l )
e Gt o A ()
o (x_’v )TH*-P*I
L ekl -tn———_'
on(x) AT
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In formulele (22) si (22') factorul pe care-l inmulfeste K; este diferenta
dintre f(x;) si primii p+1 termeni din dezvoltarea lui f(x¥) dupa puterile
lai x; — x, cu ajutorul formulei lui Taylor. Aceastd observare di un pro-
cedeu practic pentru scrierea formulelor de derivare numericd de forma (6).

Exemplu. S84 presupunem n =3 §i % =%+ h % = % + 24,
Xy = %, + 3k iar p = 2. Pentru a gisi formula de derivare numerica
corespunzitoare, se porneste de la descompunerea in funcfii rationale
simple

1 A] _Az A3

=——+ AF =iy
(x—2)? (x—21) (¥ —%) (x—2%5) x—2; x—% 22—
unde
1 1 1
e e S T
TR YO ITE
Formula de derivare numerici este deci
L) — #m) — b/ () — 2 ()| =
oms | L e,
1 ; 2h)® .,
- [f(xz) — [(%0) — 2hf'(x) — (( ) / (xn)] i
8h? | 2|
X3
1 i ’ Sh £ e
F s ) — o) — 3720 — G 10| = [ ot/ P,
adica ‘
it s — 5 v r r
o (108 /() — 27 () + 4 /) — 85/(x) — 663/ () — 181/"(x)] =
- f o(x) 1O (%)dx. (24)
In aceasti formuli avem
1 (% —x) 1 (% —m) 1w —a)
Bilth=c i -
200 4 875 4 54 ke 4|
1 )t L (=) '
0,(%) = 2 24
Pa() 8 41 hakt A1 (o

_ 1 (x_x2)4
Bl = 5ARs Al
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9. Constantele N\, Ny, ..., Ny din ecuafiile diferentiale (4) sint toate
diferite de zero. Pentru a demonstra aceasta, si observim ci din formulele
(7) si (21) avem

= (_ 1)P+n_l (‘41 4+ A, + ... + An)
A= (— 1) A+ Ay + .o+ 4)) (25)
)\-}1 = (_ 1).U+"—1A”.

Deci a demonstra ci constantele A;, A, ..., A; sunt diferite de zero, este
tot una cu a demonstra cd 4y, 4,, ... 4, fiind reziduurile funcfier rafionale
(20) relativ la polurile xy, %,, ..., %y, sumele A;+ A it oo+ Ay sind
difevile de zevo.

5S4 considerdm polinomul

PRV = @)ns o (= W B 1) oo (= )

(x — %)
Xp — 961) " a (x;? = %,';_1)(.96[‘. — xk_H} “n (xk —t x,,) :

(%2 — %)

care se anuleazd in nodul x, impreund cu primele p derivate si in nodurile
K15 Koy ooy Xpy, Xpsy, ..., X, 51 care ia valoarea 1 in nodul x,. Polinomul
(%), este un polinom de gradul p 4+ » al cirui prim termen este

ApaP™" A fiind rezidunal polului x; al functiei rationale (20).
Polinomul
B(x) = bi(%) + Bip1 (%) + ..o A Ba(2) = (Aj+ A+ o0 +4)8 77"
are rdddcina x, multipld de ordinul p + 1 si avem
Bx)) =1, B(xj1) =1, ..., 5(x,) =1

h"‘ (x) = ;?Jrl(

iar
M) =0, #x) =0, : .., b{z—) =0,

Aplicind la polinomul A(x) teorema lui Rolle la intervalele
[%0, #1). -« ., [%j—g, %;—1 ] si laintervalele [%, x;21], ..., [#4_i, %,], dedu-
cem cd h(x) are ridicina x, multipld de ordinul p si alte n — 1 raddcini
distincte la dreapta lui x,. Repetind acest rationament la polinomul /' (x),
apoi la 4" (x),... deducem ci polinomul 5’ (x) are riddcina x, si alte
n —1 rdddcini distincte la dreapta lui %, Avem
AR = p— 1) ... 1) (A Ayt AN

Dacd A; +A;1+ ... + 4, =0, atunci A(x) este un polinom de
grad mai mic decit n, care avind » ridicini distincte este identic nul. Se
deduce ci A77V(x) = 0, deoarece A"V (x,)) = 0. In mod analog se de-
duce ci A ®(x) =0 ... si aga mai departe ci A'(x) =0. Ar urma deci
ca polinomul /(x) sd fie o constantd, ceea ce este imposibil cici A(x,) = 0,
pe cind A(x,) = 1.

Deci avem A4; 4 Ajy + ... + A, =0 ¢i prin urmare toate constan-
tele Ay, Ay, ..., A, sint diferite de zero.
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Putem preciza semnul sumei 4; + 4,,, 4 ... + 4,. Pentru aceasta,
observdm cd in intervalul [x;—;, %] polinomul A(x) este pozitiv. Rezultd
cd h(x) are un maxim in intervalul [xj, x;1;], un minim in intervalul
[%41, %p42] - - - §1 cd in ultimul interval [%, 4, %,], A(x) are un maxim
sau un minim dupd cum (— 1)*7 este — 1 sau | 1.

Dacd A(x)are un maxim in intervalul [x,_;, x,], atunci A(x) tinde
cidtre — oo cind x tinde cédtre 4 oo; deci A4; + A;j + ... + 4a < 0,

Dacd Ah(x) are un minim in intervalul [x,-y, %,], atunci A(x)
tinde citre 4 o cind x tinde citre 4 oo, deci 4; 4+ Aj41+ ... +4,>0.

Prin urmare suma A; + Ajyy + ... + A, are semnul lus (— 1)"'
si putem adduga dupd formulele (25) cd ¥; are semnul lui (— 1FEE

6. Functia ¢(x) din formula de derivarve numericd (6) sau (22) sau
(22') este poztivd in intervalul (x,, x,). Pentru n = 1, acest lucru este
evident cdci formula (6) se reduce in acest caz la formula lui Taylor cu
restul scris sub forma lui Lagrange.

S4 presupunem deci #» > 2. Functia ¢(x) satisface in nodurile x;
si x, la urmitoarele conditii

CP(%O) — 0, cp'(xu) == 0, b=y .,CP(”_w(xU) == U
o) =0, @' (%) =0, ..., """ 2 (x,) =0.

iar in intervalul [x,—, #,]| ea coincide cu

(x — xn)”_'-,p—'l — (_ ])nﬂ:—l A (L\’n — %
|

insi s-a aritat la nr. 4, cd A, are semnul lui (— 1)”‘”’“, de unde rezulta
cid @(x) = (%) este pozitivd in intervalul [x,—; %,).

Funcfia ¢(x) este continud in intervalul [x,, x,] si are derivate con-
tinue pini la ordinul » + p — 2, derivata ¢""~P(x) fiind discontinui
In nodurile x;, %,, ..., ¥y—;. Funcfia ¢(x) anulindu-se in nodurile x, si x,,
conform teoremei lui Rolle, derivata ei ¢'(x) are cel pufin un zero in
intervalul (x,, x,). S& ardtdm cd ea nu poate avea declt un singur zero.

Intr-adevir, daci ¢'(x) ar avea doud zerouri in intervalul (x,, x,),

=1
(Pll(x) = A )

aplicind succesiv teorema lui Rolle ar rezulta ca o''(x), ..., o2 (x)

sd aibd 3, ..., n — 1 zerouri in intervalul (x, =x,). Continuind acelasi
. —1 — v o

rationament, ar urma ca " V(x), ™ (x), ..., 0"P2(x) si aibd n ze-

rouri in intervalul (x,, x,). S4 ardtdm cd aceasta este o imposibilitate.

Observim intii ¢4 nici un zero al lui "™~ (x) nu se giseste in inter-
valul [x,_;, x,). De asemenea observim cia intr-un interval. (xp—y, x|,
unde 2 =1,2, ..., n — 1, "™ ?(x) nu poate si aibd doud zerouri, cici
aplicind teorema lui Rolle ar urma ca ¢+ 7V (x) si se anuleze intr-un
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punct din intervalul (., x2), ceea ce este imposibil cidci in acest inter-
n-+p—1 —— A 5
val avem """ V(y) — of"""V(x) = A, £ 0. Deciin intervalul (%, %)
5 a+p—2 = v A o
derivata "2 (¥) nu poate si aibd decit cel mult » — 1 zerouri, pe
cind mai sus s-a aritat ci in acelasi interval o"*?~?(x) are # zerouri.

Deci ipoteza cd ¢'(x) ar avea doud zerouri in intervalul (x,, x,) ducind
la o contradictie, deducem ci ¢’(x) are un singur zero in intervalul (%, %,—1).
Functfia ¢(x) fiind pozitivd in intervalul (%, %,) si derivata ei ¢'(x) avind
un singur zero in intervalul (x,, x,—;), este pozitivd in intervalul (xy, ¥x).

Graficul funcfiei ¢(x) este dat in fig. 1.

n > 2
Fig. 1

7. Restul in formula de derivare nuwmericd (6), (22) sau (22'). Membrul
al doilea al formulei de derivare numericd este

X
n

o (_ 1) n+p+1 f‘?(ﬁ') f(n-i-p)(x)dx (2[))

o
Xo

si se numeste restul formulei.
Deoarece s-a demonstrat cd ¢(x) este o functie pozitiva in intervalul

(%), %,), restul se mai poate scrie sub forma

X
H

R = (__ l)n-I-.U-H )((.'i+_ﬂ)(a) ftp(x)dx,

-
Xo
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1]

unde £ e (%, :5:,,). Inte_grala din membrul al doilea se calculeazi cu aju-
torul formulei de derivare numerici (6), inlocuind pe f(») cu polinomul

f(x) = (% = %)"(x — #) ... (x—%,)
(n+ p) !
Formula (6) ne di
(7 1)r1+.U+1 I‘(P(x)d% 3=l ;V_%f(ﬂ)(xu)_
Avem
l(_ﬁ_)EG”_): (== 14 (21— %) -+ (w0— x)
P! (n + p)!

iar formula (19) da

(— 1)

(%1 — %) oo s (Bn— 2,)

V,.; —

Rezulti ci

X
n

1
d —_—
fﬂp(x) x 1)

Xo

i prin urmare restul R dat de formula (26) se mai scrie sub forma

Ryl O (26
(n+7) !
unde £¢ (x;, %5).

Dacd formula de derivare numerici (6) este scrisi sub forma (16) si
notam cu R; membrul al doilea al acestei formule, atunci avem conform
calculelor de mai sus

RI_ f (n+p) (a)

(n +p)!
1 regdsim aici o teoremi bine cunoscuti asupra diferentei divizate din
membrul intii al formulei (16).
Dacd notdm cu M,., o margine superioard a lui [f"*” (x)| in in-
tervalul [a,b], atunci din formula (26') deducem wurmitoarea evaluare
a lui |R|

MH +f1

()1 (27}

IR| <

j i)
~1
cz
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§ 2. Generalizarea formulelor Iui A. A. Markov si punerea restului
acestor formule sub formi de integrald definiti

8. Fie /(%) o functie de clasi C"*! in intervalul [a, b] si % %y, - . ., %n
noduri din acest interval, astfel ca %, < %, <%, < ... < x,. Daci no-
durile %, x,, ..., ¥, sint in progresie aritmeticd cu relatia %, formulele lui

Markov [4],
W e (o) = X 4; A (%) (28)
i=p

dau derivata % (x,) cu ajutorul valorilor lui /(%) pe nodurile %,, %, ..., &,
unde p=:1,2, ..., 7.

In acest paragraf vom stabili formule de tipul formulelor lui Markov,
fdrd insd sd presupunem cd nodurile %, %, ..., x, sint in progresie arit-
meticd 1 vom studia restul acestor formule pe care-l vom pune sub form3
de integrald definitd.

9. Presupunem deci mnodurile x, %, ..., x, oricum in intervalul
[, b] 51 ordonate astfel ca x, < %, < ... < , La intervalele [, ],

[%1, %], + ) [%n—1, %] atasdm functiile o,(%), @u(%),. .., @, (%) siconstan-
tele Ay, A ..., Ay §i apoi considerim ecuatiile diferengiale
¢f (%) = Ay, @fP(%) = Agye v, 9((3) = A7 (29)

pe care le integrim cu conditiile la limita
(%) = 0, ¢1(%) =0, ..., "7 () =0
PP ) — (—U"f?’ o () =0, ..., V() =0  (30)

Pa(¥1) = @1(%1),  @a(31) = @y(%) .., ‘Pg‘"_u(xl) iy 'Pl("_” (%1)

P (xn—lj) = O} (xn—z), (P;: (-"lfu—l) = (P:.u,—l (i’;nfl}J ey
"(ln—I)(x"_l) - (P,(,’iill)(xn—i)
L] (xu): O: fPu’(xn): 0: sy (P,(,”?U(xﬂ) = 0.

Constantele A;, Ay, .., A, si p din ecuatiile diferentiale (29) si din conditiile
la limitd (30) se determinid astfel ca functiile ¢,(x), ..., @,(x) sd verifice
atit ecuatiile diferenfiale cit si condifiile la limitd.
Fiecare integrald
i

[ 0w as, (o0 () fax, ... (o) 1) as




W
~
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este nuld. Aplicind la fiecare formula generalizati de integrare prin parti
si facind suma lor, obfinem formula de derivare numerica

»)
o “i—pgf—[}) = M (%) + Ky f(x%y) + ... + K, (%) = l
=(— 1)”]@(1’);‘(”“(@ dx, (31)

unde
Ky =8 =8y Ko=1h = dgyoscsBpn= tnsy — by K= dos (32)
in stabilirea formulei (31) s-a presupus ci 1 < b

. Pentru a ardta cd formula (31) are sens, trebuie sa determinidm func-
fiile @,(%), ..., 9u(¥) care verifici ecuatiile diferenfiale (29) si conditiile
la limitd (30).

Ecuatiile diferentiale (29) si condifiile la limitd din nodurile
Kol Xz o, Bp 16 dad

sul s Ty = )
' n !
r‘PILfl(.'X?) — I(,;_i(x—fl_—i Ak [('”-(x & ?l)__ (33)
fucht n!
pa(x) = Kl(x — s} e Kz(x — ) = e K,,(i_ Xn) ;
2! n 0!

Scriind cd si conditiile la limitd din punctul x, sint satisficute, avem sis-
temul de ecuatii linjare si omogene

Kvl(xl = xD) + 1{2(372 = xn) S —|— .K,,(;\.‘” = ,'l:“) = (

Ky(x% — 5‘70)!)_1+ Ky, *xu)p_lﬂL ol Bl — xu)ﬁﬁ] =0
Kyl — %) + Kyl — %) + 0+ Kp(wa— %) = p (31)
By(% — 2" Ky —5)" + L+ Ko(%n — %5)" =0

j(l (xl = xu)” + Kz(xz = %l})lr + Qi '*“ -Kn(xn = xu)” = U;
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care determini pe K, K,, ..., K,, sau sistemul
L LR, A gl b R
P - yl =
— Agh — o 1 Kl oK)
r 5 r P+l e ) ) SR ar
a0 gy KT R = (35)
+ — n n -
— Maf — Chpuxl P+ Kial + v Epm =0,

care determind pe K, K,, ... K, A §l p.
Considerdm matricea

1 0 1 vkl
%o 0 G e [
. : P P
xg Cﬁ X1 .0 Xpn
H—p n n
% Chwmy .. &G

A+ determinantii care au aceleasi linii §i coloane

il hotam e dy, Ag 2 ooy : ] : nii. loane
,a (n+ 2)-a. Tofi acesti determinanii sint diferifi

afard de 1-a, a 2-a, ...

de zero, si rezolvind sistemul (3b) in. — A, — p, Ky..., K, vom avea
n+1

=y Ko inld SRS B (36)
A, 3 Az Ay An2

Membrul intii al formulei de derivare numericd fiind o combinafie
liniari de numaridtorii din formulele (36), aceste formule se mai scriu
sub forma

X
— [‘rp(x}f“” Y (x)dx

e S Al S R P
5 Ay A, (— 112 Ao A
unde

1 0 1 1

X (J ,\71 e %;}7

=l & e & sl W : (38)
L
(r)
X
o S0 gy o)
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Sd demonstrdm cd determinaniul A, care se obfine din A inlocuind pe

f(x) cu 2" este diferit de zero. Pentru aceasta, considerim determinantul
lui Vandermonde

1 1 1 2. o

Xy 3 L R

) ) — n v i - v
""DJ %' 9‘4 cow B *_(_1) (9‘_‘9‘0) ("*_5"1)---(’“ — Kl
W Vilags @45 w0 Ba);
xHH xu+| x;z—r—l hoe x::+1

unde V(x,, x;, ..., x,) este determinantul lui Vandermonde al numerelor
distincte x,, x;, ..., x,. Derivind ambii membrii in raport cu x de P ori,
impartind cu p ! si ficind apoi x = %y, obfinem valoarea determinantului
Ay Sid notim

B(x) = (% — %) (% — %) ... (3 — Xn)s
Vom avea

{f2)]
—”’—ﬁ‘—’ e ot e ) o (=B

Notind in general
(% — %o« ooy B — X)) = V(% — %) (K — %) ... (3 — %) >0, (39)
vom avea

B (x,)
p!

Rezulti ci

= (— 1);';-,u+1 Bo—p+1 (% — Koy ooy Fn — Xy).

Al S (_l)ﬂ_l V(xu: K1) vv ey xu) Ra—p+1 (xl — N5 s ey X — X”) =+ 0. (40)
1 :
Ligalind rapoartele (37) cu — —, deducem cf formula de derivare
1
nuwmericd (31) se mai poate scvie sub forma
X
A ! n
= [ o 2, (41)
Al

Xa
unde A este determinaniul (38), tar A, se obfine din A inlocuind pe f(x) cu "+,

10. Calculul coeficientilor Ay, w, Ky, K,, ..., K,. Din formulele

o BRI T ey i O U T
Ay Hede s T e A
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se deduce ci

: b A A B
7\.1 = il_, h=— .r‘:[_a ,]{1: o v I{H: (7 1)?1__?1+J »
Al 1 Al Al
Insd
A = Ve, s Xn) Wn—p(%1 — %g» Xo — Xy -« o, Xy — %)
Ao = V(%0 %1 oo %)
A3 =(— I)pﬁl V(%) %3 %50 -+« Xn) Pn—p(Xg — Xy %z — Xy + o o5 K— %0)
A4 = (— 1)ﬂ.—l V(xlj) Xip Xgy v n vy x?l) {in—p(xlf Yoy Xg — Hgy =+ o9 Xy — i\fn)

L

Appa= (— ])IJ.—IV(-'\TU: Xy Xy o ooy Knei) fin—,u(xl“ Ky Bg— Hyss ovy B —X)

Tinind seama de formula (40) se deduce ci
(=1)F

b= , (12)
Hr—p+1 (%1 — %oy« + oy Hn— x(,)
iar
st | (0 Y R R (%1~ Ky Xia— s e 5.5 %m — Xg)
= — 3
V(%) ®1, Xaye oy %) amprt (%1 — %oy By — Hg, + -+, Kn—2%)
K V (% %as B3y« -3 %n)  tn—p(¥e — %p, Xg— Fg, + - -, Xy — %) (13)
e
Vil %y % = s Xn)  Par—pet (B — X, Ko — Xgy « - oy Xn— %)
1(-” = (_l)ﬂ V(xop X1 Xoy oo uy x;;--]) . }J'-n_p(xl — Xy Xg — Xy, - : o) x,,__l—xn) )
V(%) %1, 25, - . -, %n) n—pt1 (% — %oy %o — %o, « - -, X — %)
Insi
Vil Xsy Fapsooies Xn 1

<

—1

(%0 — %1) (%2 — %) + . (%5 — %)

Vil X005 Hay vy iy

)

(%05 %1 Fgo oo v ) (%7 — %) (% — %) -« (%0 — %)
)
)

¥, Xo» X1 Xy« o0y Xy
V(xﬂs X1 Xgy o v -, %”_1) o (_ 1)71
V(xl]: x]_.v x2) .y xn) (x[) == x,,) (xl — xn) s (xﬂ—l e xn)

1

iar daca se considerd functia rafionald

1 o Bl To e B G

(=) [0 — o) oo (% —%,) B2y B0 X— %y
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dezvoltata in functii rationale simple, avem

T (=1
Ty — ) (=) - .- (%0 — %,)
By = =

(%— %) (%a— %) ... (%— %3)

(~1r

(%,— %) (21— %n) « o (Fn—1 — %) .

Bn:

Revenind la formulele (43), vom avea

(,, 1)” B, Wp—p (xl — Xgy Xg — Xy -0 e, Xy — xn)

— N =
Pen—p+1 (xl — Xy Kg — Xy - 00, Xy — xo)
]-{1 - (7 l)ri Bl Wn—p (%2 — Xgy Xg — Xy =005 Xy — XU) (’|5)
Wn—p+1 (¥ — %o, Xy — %o, <oy Xn — %)

(e e S By
K, =(— 1)?1 B, tn—p (% 0 X2 0 n—1 o)
Pa—pt1 (%1 — %5y %g — Xy « « o Fp — %)

Deoarece semnul lui B; este semnul lui (— 1)"*, din formulele (45) deducem
ci — >0, K;<0, K;>0,....,(—1)"K,>0, adicd — 2, Ky, ..., K,
an semnele allernate, — A firind pozitiv.

Din formulele (45) deducem ci formula de derivare numericd (31) se
mai scrie sub forma

(P)( o
(— 1y 1) s g — %) ()

P!

+ By pn—p(% — %y, %3 — %, - -

+ By tin—p(%p — %y, X3 — %y « « +y Xn — %) [(%))

e dpin S N T e (46)
*J» BH I.L”__.,p (xl === xn, xz — xo, ] x”—] =¥ xu) f(%n)
x
= Wn—p+1 (%1— %gs Xa— %oy + o+, %p — :KO)ICP(X) f(niiAl)(x)(h'—'
Xo

Avem prin urmare o reguld practici pentru a se scrie formula de
derivare numericd (46). Se calculeazi reziduurile B, By, ..., B, din for-
mula (44), apoi se calculeaza sumele p,_, $i py_pyq 5l in fine se scrie for-

mula (46).
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Exemplu. Sa presupunem cd n =4 gi p = 2, iar nodurile x,, %;, %y,
%, %, sint in progresie aritmeticd cu ratia 4. Avem

1

(x — %) (2 — %) (¥ — %3) (% — 23) (v— x,) a

= Bl] + I))]_ ’|7 B-a + BS _i.. Btl ;

K—%g X—% KS—% X—%5 X—%,

unde
1 1 1 1 1

i e 81:_7*" g =y = ) =
247 641 4h? 64 24kt

Pe de altd parte din sirul
Y —%="h, % —%=2h %3—x=3h x;,— x%,=4h
deducem ca

(% — Xy, Xg — %o, Xy — %y, Xy — %) = DOKP,

iar
a( %y — %o, Xp — Xy, Xz — Xy Xy — %) = 3D A2
Ua(y — %9, X3 — %y, %y — %) = 26 h*
o ¥y — %o, X5 — %), %y — X)) = 19 4
a2y — %, Xy — Xy, ¥y — %) = 14 h?
oy — X, %y — %, X3 — %) = 11 A2,
Aplicind formula (46), vom avea urmitoarea formuli de derivare numerica
E0) L 35 fag) — 104 /() + 114 f(3) — 56 f(t5) + 11 f(,) ]
9 U 12 40 &y, 2 : 3 : ¥y
% !
— 50 f o(x) /® (%) dx. (47) il
o !‘

N1. O noud formd a formulei de derivare numericié (31) sau (46). Din
definifia diferentelor divizate ale funcfiei f(x) pe nodurile x,, x,, ..., %,
rezultd cd putem scrie

f(xl) = f(xo) + (x1 = xﬂ) [:’60, 96] ) f(x)]
(%) = f() + (%, — %) [%g, 215 (%) ] + (% — %) (% — %) [%0, %1 %55 f(x)]

f(lr;'r) :f(-"?n) + (xu == :\:“) [ %, X1, f(x)] [ (3’,, == 36”) (%0 — xl) [%g, %1, %y, f(x)] I
+ oos o (% — %) (20 — %) -0

(-'Vn = ) [:\CU, Kys o s 0y ¥n 5 1{%) ik |
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Inlocuind in formula (46) pe f(x,), /(4y), ..., f(x,) cu ajutorul diferentelor
divizate, aceasti formuld ia urmitoarea formi

__ 1yrtetl () : . |
(=174 L g D) + Dy [ 53 () -
—F_D"’[x(“ Xy vves JG,,',]‘(J\I)] T 1) [xns Ky « = = Xy ; f(’Y)] =

= Wn—p+1 (%1 — Xy, By — %oy oo+, Xy — %) f o(x) fe(ni‘il)(x) ax. (48}

Xo

Coeficientii Dy, Dy, ..., D, se determini in modul urmitor: inlocuind

pe f(x) cu 1, %, ... 2”~! se constati ci D,, Dy, ..., Dp_; sint nuli. Apoi

pentru a determina pe Dy,;, unde 1=10,1, ..., n — $, Inlocuim pe f(x) cu
Tori(%) = (% — %) (x — %) ... (2 — %ppi1).

Toate diferentele divizate din formula (48) sint atunci nule, afari de

diferenta divizatd [ay, %y, ..., Xpyi; fopi(%)] care este egali cu 1. Se

deduce ca
(P)
)1 L %
Dpyi=(— 1)”+p~h;(! o) .
Insi
EJ!-?E(@
p!

si prin urmare vom avea

= T, — 2 v Xpriml — %)

Dpyi = (—'1)”-1-1”-! pi%— %, ooy Xppieg — %)

adicé
Dp e (_ l)lH-h
Dy = (— 1)y, (%1 — %, -0, %p — %)
Dppa= (— L ta (¥ — %y o) Xpi1 — %)
D” = (-— 1)”+” EJ.”_I)(J\F] e e SR e x,,).

Formula de derivare numeyicd (46) poate fi scrisd deci sub forma
f(p)(xo) . : S L
Tl =[%0, %1o- + s Xp 5 F(H)] —pa ¥y — Koo - o, %p— %) [%0) %1, « - o) Xpr; [()]

F e (% = Xgy - v o0 X1 — %) [ %, %1y ey Hpugi BN T— 0 i
~+ (__ 1)71—1) (J.n.___P(xl = Xgr v 00y Xp—i— %0) [.’/\Fg, Xis « o9 X, f(x)]

X,

+ (= 17 i (1 — %y e, 2 — xu)f o(2)/" 0 (x)dx,

Xo
unde in membrul al doilea s-au pus in evidenfd diferenfele divizate ale func-
fiei f(x) penodurile x5, %1, + vy Xy
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In particular, cind nodurile %, %;, ..., 4, sint in progresie aritmetica
cu rafia A, avem

s Sy n b0 § f(x)]z%r

iar
Wil — &y ovies Bppams —Hg) =B 512009,
unde suma din membrul al doilea este extinsi la toate produsele de ¢ fac-

tori luafi dintre numerele 1,2, ..., » + ¢ — 1. Dacii notim aceasti sumi
cu 6;(1,2,...,p+17—1), vom putea scrie

(% — Foy v vy Hppicg — %) =4 0; (1,2, ..., +7—1)
si formula de derivare numerici devine

JP 4P AP
fp !(%Q: ;(!xu) —0,(1,2, ..., )

p+2
+0,(1,2, .. .,;b»{-l)%_%f"!-)— — (=" 0,,(1,2, ...,5—1)

AL 1(%)
CEEIN

Anf(x )
n!dnﬁ o

x
n

+ (=1 0y (1,2, ..., 7m) h”“f o(x)f" M (x)dx. (50)

Xo

Aceastd formuld este cunoscuti sub numele de formula lui Markov : ea
exprimd derivata de ordinul p a functiei f(x) in nodul x, cu ajutorul
diferentelor succesive ale functiei /(%) in nodul x,, pe nodurile %, xy,. .., %,
incepind cu diferenta de ordinul $ si terminind cu diferenta de ordinul .
Stabilind formula lui Markov, am pus in evidentd si vestul ei scris sub
formd de integrald definitd.

Formula de derivare numerica (31) sau (46) sau (49) apare astfel ca o
generalizare a formulei lui Markov, in sensul ci in formula (49) nodurile
X9, ¥y, .., %y DU mai sint in progresie aritmetici.

Ne rimine sa studiem restul formulelor de derivare numerici (49) si (50).

12. O proprietate importanti a coeficientilor K;. Si demonstrim ci
sumele Ky + Kjyy+ ... + K, unde § = 1,2, ..., n sint diferite de zero.

Pentru aceasta, si considerim polinoamele

kk(%) = (x Y xn) (x | .’).’-1) Sy (x - xfc—l) (% _— xk+1) - (x —_ xn)
(% —2%) (%e—%1) - .+ (%o — 1) (% — Fpt1) - - - (% —2%n)

pentru £ =4,74+1,...,n, si suma lor

h(x) = hi(%) + hjsa(x) + ... + ha(x).

6 — Studii §i cercetliri de matematich



289 D, V. IONESCU 24

Polinomul % (x) este de gradul n si coeficientul lui %" are semnul lui
(—1)". (or. 4). Avem

(%) =0, h(%)=0,...,%(x—)=0

k(xj):l, h(Xj+1) +], .._,k(;\,'”) :O
Tnlocuind in formula de derivare numericd (31) pe f(x) cu &(x), vom avea
k(p)(xo)

BT " " |

S-a v + — 1 radicini distincte in i tul (%, %).
S-a vdzut (nr.4) cid h'(x) are n — 1 rdddcini distincte in intervalul (%,
Aplicind téorenza lui Rolle, se deduce ci 4"'(x) are n — 2 radficlm d151:.111cte
in intervalul (x,, %), ... §i cd WP(x) are n — p radicini dlst{nct? in inter-
valul x,, %,). Insi WP (x) este un polinom de gradul n—p si prin urmare

WP (%,) # 0, ceea ce dovedegte_ cd suma K; +. PO S B dl;—
feritd de zero. Putem preciza si semnul acestei sume. Pentru aceasta, ob-

servam ci semnul lui 27 (x,) este semnul lui 2% (x) cind x — — @, adici
semnul lui (—1)"7.(=1)""" = (—1)’". Pe de alti parte, din formula
(42), semnul lui p este semnul lui (—1)°. Deci semnul sumet K; + Kjp1+
+ ...+ K, este semnul lui (—1). ) . .

Concluzie. Constantele N, Ay, ..., Ay din ecuatitle c{zferueazgftale
(29) sint diferite de zero. Intr-adevir, din formulele (32) rezultd ca

b = Ry o o K

Bpot Bk, sie SBns

7\f R K}+ I<f+l‘l" LT + I{u

hy = K
si tinind seama de proprietatea de mai sus a coeficienfilor K, K,, ..., K,
7 . . . . f
deducem ci A; este diferit de zero si are semnul lui (—1).

13. Functia ¢(x) din formula de devivare numericd (3{) este gbozztwc;

i (%gs %) Si observim intii ci functia g,(x) este pozitivd in intervalu
[¥p—1, %n). Intr-adevidr, dupa formulele (33) avem

by H
Gl T P
®n (%) = Ka 7 F gl # !
fnsi s-a aritat la or. 12 ca (—1)" K, >0, de unde rezultd cd functia ¢, (x)

este pozitivd in intervalul [x,,_l,ag,,), ) . Lol )
BEuncl:ia ¢ (x) este continud si are derivate continue pind la ordinul

n — 1 in intervalul [#y, %,]. In plus ¢(¥) este o functie continud in fie-

. . (1;) Syin !
care interval parfial (w1, %;) si avem ¢ (%)= N+ 0.
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Conditiile la limitd in nodurile x, si x, sint diferite dupd cum p =1,
l<p<n—1, p=n—1, P =mn.
1°. p = 1. Conditiile la limitd sint

P(x)=0, ¢'(x%) =0, ..., cP(H-Z)(-xu) =0, ‘P(nﬁ”(%) =—up*0 A1

2()=0, ¢'(5) =0, ..., " D(5) =0, ¢"Viz) — 0. G1)

2°. 1 <p <mn—1. Conditiile la limits sint

0(%). = 0, ‘Pr(f“n) =10, .4, ‘Pm_p—'“(xu) = (), ‘P(H_m(f‘fﬂ) :(w])p;b&r + 0,
o" ) =0, .., p" V() =0 (52)

?(w) =0, ¢'(xx) =0, ..., 6" P(x,) = 0.
3% p=mn —1. Conditiile la limiti sint

?(%) =0, ¢'(x) = (—1)"" (T—E-T)?qto’ 9" (%) =0,..., 9" V(x,) = 0

'-P(xn) = 0; CP’(xn) =)= 1, Cpm—”(%n) =< (), (53)
4°. p = n. Conditiile la limitd sint

'P(%‘n) = (_1)]’"&:"':0’ ‘Pl(xn) =0 o ‘P(n_”(ﬂ"n) = ()
n! (54)
2(%) =0, ¢'(%,) =0, ...,0" () = 0.

In primele trei cazuri ¢(¥) anulindu-se in x, si ¥,, dupi teorema lui Rolle,
¢'(x) are cel putin un zero in intervalul (%9, %n). Sd dovedim cd o(x) nu
poale sd aibd dectt un zero in intervalul (Xor Zg—y)-

Sd presupunem ci derivata ¢ (#) ar avea doud zerouri cuprinse intre
%y $1 % §i sd dovedim ci aceasta este imposibil.

Aplicind succesiv teorema lui Rolle, se aratd din conditiile la limitd
(01), (32) si (53) cd " ™(x) are n zevouri in intervalul (%0, Xu_y) in cazul
p=1, sau n — 1 zerouri in intervalul (%05 %n_1) cind 1 < pLm— 1.
Intr-un interval parfial (%i—1, %; ] nuse pot gisi doud zerouri ale lui " (x).
cdci dacd aceasta s-ar intimpla, aplicind teorema lui Rolle ar urma ca @) (x)
sd se anuleze in intervalul (;_,, %;) ceea ce este imposibil cdci in acest
interval ¢"(x) = (" (x) = 3, 0.

Dacd p =1, cele n zerouri ale lui rp(”_“(x) din intervalul (x,, x,—)
i se pot repartiza decit cite unul in intervalele (205 %], (W 84 Lo o5

(%n—2, %y—1) si aceasta este imposibil cdci avem numai » — 1 intervale,
S-a ajuns astfel la o contradictie,

Dacd 1 < p < n — 1, nici un zero al lui " (x) nu se giseste In inter-
valul (%, %], cdci' dacd s-ar gisi un zero, avind " V(%) =0, putem
aplica teorema lui Rolle si ar urma ca ¢ (x) sd se anuleze in intervalul
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(%, %,), ceea ce este imposibil deoarece A, # 0. Cele #» — 1 zerouri ale
lui ¢ P(x) se gisesc deci in intervalul (x,, %,_). Insi s-a viizut mai sus
cd in fiecare din cele #» — 2 intervale (x;, %,], ..., (#y—2, %»—) nu se gi-
seste decit un singur zero al lui ¢"""(x). Deci din nou s-a ajuns la o contra-
dictie.

Rezultd cd in cazul p <, ¢’ () nu are decit un singur zero in inter-
valul (%, #,—;) si functia ¢ (x) fiind pozitivi in intervalul [x,_y, x,),
este pozitivd in tot intervalul (x,, x,).

Si examinim si cazul p = n. Observim ci ¢ (x,) = (—1)" Ei =
n!

Funcfia ¢'(x) se anuleazi in %, si x,, asa cum aratd formulele (54). Apli-
cind teorema lui Rolle rezultd cd ¢''(x) are cel pufin un zero in intervalul
(%9, %n). Sd demonstrim cid ¢''(x) nu are decit un singur zero in intervalul
(yxn)s

Daci ¢'/(x) ar avea doud zerouri in intervalul (%, %), finind seama
de conditiile la limitd (54) si aplicind succesiv teorema lui Rolle ar urma ca
¢""D(x) s& aibid n — 1 zerouri in intervalul (x,, %,—;), ceea ce este imposi-
bil dupd cum rezultd din rationamentele fidcute mai sus.

Derivata ¢’'(x) avind un singur zero in intervalul (x,, ¥s~), rezultd
ci derivata ¢'(x) nu se anuleaza in intervalul (w,, %y—), cdci daci s-ar
anula, {inind seama ci ¢'(%) =0, ¢'(x,) =0, ar urma ci ¢"(x) sd se
anuleze cel pufin in doud puncte din intervalul (x,, %,—), ceea ce este impo-
sibil. Deci functia ¢’(x) nu se anuleazi in intervalul (x,, x,) si fiind negativi
in intervalul [x,—;, %), este negativd in tot intervalul (x,, #,). Rezultd
ci funcfia ¢ (v) este descrescitoare in intervalul [x,, x,]; fiind pozitivi
tn x, si nuld in x,, ea este pozitiva in intervalul (x,, %»).

Graficul funcfiei g(x) in intervalul [x,, x,] este redat in fig. 2.

X X, Xn-y Xn

Fig, 2
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V4, Restul in formula de derivare numericd (46). S3 notim cu R, restul
in formula de derivare numericd (46), adici

Ill

R = pnpp1 (% — %, ..o, %y — jCIJ)J'<P(") f(nH)(x) ax.

Xo

Pentru cd s-a demonstrat ci funcfia ¢ (x) este pozitivd in intervalul (x,, ¥,),
putem aplica formula mediei, $i vom avea
X

R= tn—p1 (xl = Xgs oy Xp — xo) f(”-H) (E)f cp(x) ax,

unde Ee (%, %n)- e

Integrala din membrul al doilea se calculeazi cu ajutorul formulei
de derivare numericd (46), inlocuind pe f(x) cu
(x— %) (2 — %) ... (¥ — 2a)

(n+ 1)1

g (») =

Vom avea

X
n

Py,
(— p)reH E‘,P_(!'Q = Pp—pi1 (% — Xy« oo, Xy — %) f o(%) dx.

Insi :
I (k) i
pl —  (n+1)!

de unde rezultd ci

Pnmpr1 (%1 — %oy o ooy X — %),

X

n

f¢(x) dx=m- (55)

Prin urmare restul R din formula de derivare numericd (46) se mai
scrie sub forma
f(n+ﬂ(a)‘

n+ 1)

R = g1 (B = B vass Sp— %)

(56)
unde Ee (%, %a).
De asemenea, restul R, din formula de dervivare numericd (49) se mai

scyie sub forma
(1+1
f( )(Ex) : (57)

(n 4+ 1)!

Rl == (—l)ﬂ—p.l—lp‘n—P'l'l (xl ol x(}! ey Xy — xo)
unde Ee (%, %4).
Din formulele (56), (57) rezultd o evaluare a restului R sau R,. Avem
My

(n + 1)1

| R| = | Ry| < pn—pti (%1 — %y« + s Xn— %)

S S —
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In cazul formulei lui Markov (50), restul

xH

Ry = (=" Oypr (1, 2, ..., m) A" f‘P(%) 1 (x) dx

Xo
se mai poate scrie sub forma

Jn+1)
Ry (1" B (1, 2, 0wy R ﬁ 59)

unde Ee (%, %).

Capitolul I
INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE

§ 1. Formule de integrare numericd rezultind din aplicarea
formulelor de derivare numericd (6)

15. Inainte de a trece la stabilirea formulelor de integrare numerics
sa considerdm formula lui Taylor

= X — %g)?
y(0) =y(a) + =20y () + (—T‘iy”(:\:ﬂ) b
(¥ — %)" o
+ 2 . yP{q, +f (.D-s-l)(s) ds (59)
51 sd vedem ce devine ea, cind se mlocmesc 9 (0) o () om0 9P (56),

din formulele de derivare numericd (6).
In formula de derivare numerici

i () ﬁ i e e E 19 (%) ]

X,

L)+ K)o+ Kafln) = (=17 [ o)/ P

X
in care reamintim cd v, #0, deoarece avem ;
—_1)*
Vp: ( ) )
(%1 — %) (% — %) ... (%— %)

sd inlocuim pe f(x) cu y (#), iar functia ¢ (¥) s-o notdm cu @ o(%), pentru
a pune in eviden{d indicele p care este ordinul cel mai inalt al derivatelor
din formula (6). Mai reamintim ci

: 1
L . N : 60
f (5 ds = (60

20 INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE 287

Inlocuind in formula (6),p cu 1,2,3,... si rezolvind aceste ecuatii
in raport cu y'(x), ¥ (%), ..., ¥ (%), vom obtine formule de forma
v (%) = By (%) + Buy(%1) + ... + Buy (%) +
x’l
+Cu [ 0 (1)) d,
Xo
y" (%) = Bayy (%) + Bary (%)) + .. + Bywy (%) -+
X Xn
+ Gy | @y (%) Y0 () dx + (zzf (%) ¥+ (%)dx (61)
Xo Xo

)"p)( ) Bpoy (ﬂ’u) + Bply {xl) = s o Bpny (ﬁ’n) +
xﬂ
4 Cpr | Oy () ¥z ds 1+ ... + Cpp f @, (x) y"P(x) dx,

X

unde By si C; sint numere bine determinate, iar
Cu#F0, Cp+0,...,Chpz+0. (62)

Dacd inlocuim in formula lui Taylor (59) pe ¥’ (%), ¥ (%o)y « - +» ¥ (%)
cu membrii ai doilea ai formulelor (61), obfinem formule de forma

Y(%0) = Bo(%) y(%) + Bi(#) (%) + ... + Bu(%) y(%a) + (63)

+ €, (%) f ®, (%) y"+I(x) dx |- C, (%) f y(x) ¥ () d 4 ... +

Xu

S e = Cp(x fq, (iH ﬂ) dﬂ, +f S (P+1)(S)

~ Rémine sa determmam pohonoamele Bolz), Bi(x), . . ., Bu(x) 51 Ci(a),
Cal®) 1vais 2 Cpl)s

Determinarea polinoamelor By(x), By(x), ..., Bx(x). Vom deosebi
doud cazuri, dupd cum p < n sau p > n.

1°. Cazul p < n. Pentru a determina pe By(x), inlocuim in formula (63)
pe y(x) cu

g Yol#) = (& — x9) (8 — %) ... (% — x).
Vom obtine
: x —5)"
(% — %1) (% — %) . (% — %) By(%) = ¥e(¥) — [(;b—‘)ygﬁlf s)ds.

Xo
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Diferenta din membrul al doilea este datd de formula lui Taylor (59), in
care inlocuim pe y(x) cu yy(x). Avem

(k)
% =
!_U_k}!_o) — (_1)?1 ¢ P‘H—-k(xl — Xy Xg — Xy v uy Xp — 5\50),
de unde rezulti ci vom avea
1
By(x) = {P«u(xl‘xn: Hp— gy ooy Xp—%p) —
(% — %) (%2 — %) - « - (%n— ) ’
—Utn—1(%— o) Fp—Hg, - + % — %) (¥ — %) +
+ (=)@ Ba—p (%1 — %o, Hg— g, .+ ., ¥y —1%,) (%—)"}. (64)

Pentru a determina polinomul B, (x), inlocuim in formula (63) pe
y (%) cu

Yi(#) = (8= %) (3= 1) oo (8 — %) (¥ — K01) ... (8 — %)

$i obfinem

(% — o) (% = %) oo (W= %py) (0 — %rga) < o (% — x,) Bi(x) =

o n
= ¥i (%) -f(—x?-sr—) y{P+D (s)ds.

Membrul al doilea se calculeazid tot cu formula lui Taylor (59), 1n care

inlocuim pe y(x) cu y,(x). Avem y;(%,) = 0, iar

(%)
X, 1w
yk(| ﬂ) = (_1) ; E‘L?J—-k(xl T Xy vnes Kim] — Xy Xipl — Xy en ey Xy — xg)-
Rezultd cd polinomul B;(x) este
— 1)t
Bi(x) = 0
(%0 — %) (%= %1) + o (% — i) (Bi—Zigr) o . . (% — %)
fen—1 (B — Hpr + o o) Bit — %y Figd — By o oy Fo — %) (% — x,) —

— W%y — Koy« ooy Bimi— oy Kig1— Xpy -0, Tn — %) (K— %)* + (65)

==l
=1 .
F (=1 i (51— - By — %, Hi1— g, - -+, Bn— %) (—25)"}.
Dacd notdm cu 4,, 4, ..., A, reziduurile functiei rationale

1 en A A

+

(A—%) (—%) ... (x—2,) x—2x, 2x—2z X — %y
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relativ la polii %, #;, %3, ..., x,, formulele (64) si (65) se mai scriu sub
forma

By(x) = (“1)” 4, {(P-rr(xl — Xg» Xy — Koy + v o» Xn — %)

— a1 (%1 — Koy Xy — Xy oo oy B — %) (% — %) +

+ .
(= 1) pap (31 — %o, %5 — %y + o0, X — ) (x — x0)7}
(66)
Bi(x) = (— 1)"-1A;{ Wit (%1 —Xgs + oy Himi — Koy Fig1 — Xy w05 Xn— %) (X —2p)
— Pz (F1— Fgy - 0 Koy — Ky Hig1— Koy « e oy Xy — %) (5 %p)?
s

+ (_ 1)p-—l Kn—p (x_‘[_x{]l sy Xim g — Xy K — Xy 00y Ay "“X{]) (x_xu)p} s

unde ¢ =1,2, ..., n.

2° Cazul p > n. Procedind ca mai sus, se obtine

By(%) = (x — %) (x = Fa) e (x — x)
(Ho—1) (%— %) ... (%0— Xn)

B, () = (x — %) (2 — %) ... (2 — 2) o
(% —%) (%—%5) ... (% — %n)

By(x) = (% — %) (F—%) ... (% — %) )

(%n— %p) (%n— %) « o+ (Zn— %u_y)

de unde rezultd ci

By(x)y (%) -+ By %)y (%) + . . . + Bu(%)y(xn) =L[%g, %1, .., % ; ¥(%)], (67')
membrul al doilea fiind polinomul lui Lagrange relativ la nodurile
T R

Determinarea polinoamelor C,(x), Cy(x), ..., Cp(x). Ca mai sus, deo-
sebim doud cazuri, dupid cum p < n sau p > .

1°. Cazul p < n. Pentru a determina polinomul Cy(x) inlocuim in
formula (63) pe y (¥) cu polinomul

(v — xo)k (% — %) con (2 — )

unde k=1, 2, 3,..., 5.
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Functia y,(») anulindu-se pe nodurile x,, %, .. ., %, si avind y; (%,) = 0,
Vi (%) =0, ..., y* (%) =0, din formulele (61) deducem ci

fCI)l(x)yfe"Jr”(x)dx—O,f@z(x)yi"“’(x)dx:[),. ; .,f@p;(%)})}f““”(%)dﬂ:z0,

pe cind
f u() 9 ) s = [ s TS S
' (n+ R)!
Atunci, formula (63) ne di
C i T (1) !
('n—k—ﬁg)! B, _f_(.“'PTS) Y0 (s) ds.

Xo
Membrul al doilea se calculeazd cu ajutorul formulei lni Taylor (59), in care
inlocuim pe y (x) cu ye(x).
Avem
. Ya(%) =0, Yh(%) =0, ..., ¥ " (x)=0,
si
AR ol Vi

E+H!  (ntRI Pt
Vom avea in definitiv
Ca() = (— 1) (2— )" {pn(®1 — %o %2 — %o, o, 20 — 2) —
— Pt (% — %gs %o — %gs -0 0a X — %) (% — %)+
il il Wn—p+r (%1 — X, Ko — Xy, - . ., Xn— %) (x_xu)p_k}- (68)

2°. Cazul p>n. Inacestcazavindn > 1, sin +1<p+1 <n+ p,
formula (63) se scrie

y(%) = By(x) ¥(x) + Bi(x) y(%) + .. : + Bu(x) y(xn) +

(% — %o o X — %)

X
n

Xo

G0 [ 009" dn e+ Comn () [ Opa(2) 9O ) i+

+ Cpnti (x)f(l)p_-,,H (%) y(p+])(’5) dx+ ...+ Cp(x) f(I)p(x) 3’(”+P)(x) dx -

Xo

[ e as (63)
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Este evident cd dacd p = n, termenii scrigi pe linia a doua a formulei (63')
lipsesc. Inlocuind in formula (63') pe y (x) cu

Y)Y = (% — #,)" (“Eﬁfa}@))r (% — )
unde h = 1,2, ..., p — #n, si procedind ca mai sus, se giseste cd
Cl(#) = (x — %)"(x — %) oo (% — %) (69)
Pentru a determina polinomul Cp_,., (%), unde / =1, 2, ..., n, in-
locuim in formula (63’) pe vy (x) cu
T i
A (% — xu:):+ ((;5;;;71!) s (28— %) '

Procedind ca mai sus, vom avea
'

AR )
%%)%ﬂ = Yp—n+t (%) — f (xjf)"g) Vol (5) ds.

Xo

X

Membrul al doilea se calculeazd cu formula lui Taylor (59), in care
inlocuim pe y (%) cu yp_ny, (%). Se giseste

Commet (%) _ Y () [ — )t +l”%ﬁl+l)(@(-v_;xf A S
(p+I)! (p—n+1)! 3 (p—n+1+1)10" 70
ygﬂn-i—f P
3= s (% — x)".
Se aratd cd, in general, avem
L0 ¥ )P
Jp—:;-!t( o) = ((19 -l)-l) I ot (B == 25, Xy — Fay « 2y B Kp)-
Deducem astfel ci _
Coupal®) = (=100 — 2P Lol — s Ho = S0 v 0 %o — ) —
— Un—1(% — %o, Xy — Xgu- o, T — %) (% — %) +
-+ . B L e D = = ot s SR R L

4 (_1)”—" (% — gy Xg— Xg, + o5 n— %) (¥ — %) f

sau schimbind pe p —# + 1 in h, vom avea

Ca(x) = (—1)"(x — x)" '\,l-"*n (%1 — %) %y — %y <00y Xn— %) —
— Ba—1(% — %, Xy — g, ooy W0 — %) (% — %) 4
| U —p- (X1 — Xy, Xy — X, .+« o, X — ) (x_%)!’—”} (70)

pentru h=p —n4+1,p—n+2, ..., 9.
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Exemple. 1°. 54 presupunem n =4, p =2 si nodurile xy, 2, %,
%3, X, In progresie aritmeticd cu ratia A.

Daci in formula lui Taylor

o) = (o) + Ey ) + ESI g 4 [Py a

se inlocuiesc derivatele y'(x,), ¥''(%,) din formulele de derivare numerici,

se obfine
¥(%) = By(%) y(%0) + By(%) ¥(%1) + Ba(x) y(%2) + B(%) y(%5) + By(x) y(x4) +

O(x) dx+ f B oE yroyas. (71)

) [0,y dx + (o) [ @ty

Pentru a scrie polmoamele By(x), ..., By(x), vom aplica formulele
(66). Facem descompunerea in functii ratlonale simple

(% — %) (x— %) (¥—2%5) (5—2x5) (x—1,) - 4, + 44 +
1 X—%y K—%x
otk g A
x_xﬂ_ x“—xs x—%d
si avem
1 —1 1 —1 1
_{'I ;:——,A :———,A :‘—,A = 5 = e
Taoge Tt 6w T Tt amt” TP T et Tt 24
Rezulti atunci ci
By(x) = 94}&‘ {l-‘-d — X, Xy — Xg, Xy — %y, ¥y — %) —
— (% — X, Xy — Xy, X3 — X, Xy — %) (¥ — %) +
+ a2y — Xg, Xy — %y, X3 — Xg, Xy — %) (¥ — xu)a}
. 1
Byl = 65t {1a(%g — %, %3 — %o, %y — %) (% — %) —
— Uo(%y — Koy X3 — g, Xy — %) (X — %y)?)
adici
B.(¥) = 24— [24h*— 50h (x — x,y) + 35 (¥ — %,)?]

B (x) = @ [24h(x — xg) — 26(x — x,)?]
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By(z) = TJJT (127 (x — %) — 19 (x — )] (72)

By(x) = "—a‘ [8h (¥ — %) — 14 (x — x,)*]

By(x) = iﬁk (7 = %) — 11 (2 — x,)*].

24
Aplicind formulele (68), vom avea
Ci(%) = (% — xo) [pal#y — %o, 73 — Xo, X3 — %o, %y — Xp)—
%) (¥ — %) ]
Co(%) = (% — x9)® py(2%y — %g, %3 — %, X3 — X, X3 — %),

adica

— (¥ — %o, %g — X, Xy — Xy, Xy —

Ci(%) = (x—2x,) [24A* — H0A® (x — x,) ] (73)
Co(x) = 24h* (x — x,)*.

S presupunem » = 2, $ = 2, si nodurile ¥, x;, %; In progresie
antmetlcéi cu rafia A. Dacd in formula lui Taylor

2y ) + x.])+f"‘s () ds

y(x) =y (%) +

se inlocuiesc derivatele y'(x,), y'/(#%,) din formulele de derivare numerici,
se obfine

y(x) = By(x) y(%) + Bi(x) y(%1) + Ba(x) y(xp) +

(x)g 1(%) 3" () dat- Cof S 0y dx -+ (=i, o)

Aplicind formulele (67) avem
— 3h (v 1) + (x— %)

B ()i (x—x) (x—2x5) _ 2h

2h? o
By(x) = (# — %) (x — %) _ 4h (5— %) —2(5— %,)* b
—he o
By = G () Mam sz (e
2h I




~ Aplicind formulele 67)
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De asemenea, aplicind formulele (70) avem
Cy(%) = (¥— %) a1 — 2%, %a— %) — py (21— %y, xa;ﬁ’n) (%—2) ]
Co() = (2—%0)* (pa( %1 — g, 23— 1),
adica
Ca(®) = (% — %) [2h® — 3h(x — )]
Col2)-= 20 — %)%

a 2 . . & A
3°% Sd presupunem n =2 sl p =3, iar nodurile x,, %, x5, ¥, in pro-
gresie aritmeticd cu rafia 4. Dacd in formula lui Taylor \

(76)

X — % T — %) 5 Ly e
y(%) = (%) +——"9'(#,) + (—‘L) ¥ (%) + (—Jl Vil 7 IR
1! 2| 31
i
x — S)H ) !
+f 31 y(s)ds
Xo
se fnlocuiesc derivatele y'(x,), v/ (%), v"'(x,) din formulele de derivare
numericd, se obfine )

y(x) = By(x)y(x,) + By (x)y(x;) + By(x)y(xy) +

X2 Xa Xa

+Cy(x) [ ()" (1)dx + Colx) f 0, (x)y (2)dx + Cy(x) [ "Dy () (1)

[

Xo Xo

x(x*-‘)“ )
¥ (8)ds.
+f oy (s)ds e

(67), observam cd polinoamele B,(x), B,(x) By(x) sint
date de formulele (75). De asemienea, aplicind formulele (69) si (70) avem
Ci(x) = (v = %) (% — m;) (% — x,)

Co(x) = (¥ — %)% [2h* — 3 (x — x,)] (78)
Ca(x) = 2k (x — x,)°.

16. Restul in formula de inlerpolare a lui Lagrange. S-a vizut la nr.
precedent cd in cazul p>n, polinoamele By(x), By(¥), ... B,(x) din
formula (63) sint date de formulele (67) i deci suma

By(x)y(%) + By(x)y(x1) + ... + Bu(x)y(x,)

este egald cu polinomul lui Lagrange L[x,, %y, ..., x,; y(x)] al functici
y(¥) pe nodurile xy, %;, ..., x,. Acest lucru nu se intimpla cind Do,
Formula (63) se scrie deci, ecind P = n, sub forma |

Y = L [;\:0, Xy v 0ny Xy, 3'( \:) l <= I{(‘) (79)

37 INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE 205

Am obtinut astfel formula de interpolare a lur Lagrange, tmpreund cu restul
ei dat de formula

R( = Cifx) [ 8y(x) ¥ FO(x)dx + Cof) : D0y (x4 ..+

Xo Xo

xl!

+ Cpl#) f @, ()P (x)dx + f ("‘_{;"‘_)P Ve () s, (80)

[y
Xe

Aceastd expresie a restului este legata de formulele de derivare nume-
ricd studiate in § 1, din capitolul I, folosite pentru a trece de la formula
lui Taylor la formula (63).

Reamintim cé o altd expresie a restului R(x) in formula de interpolare
a lui Lagrange, a fost datd de G. Kowalewski [5],

Vom vedea mai departe o altd expresie a restului in formula de inter-
polare a lui Lagrange in care figureazi numai derivata y"V(x) si care este
egati de formulele de derivare numericd studiate in cap. I, § 2.

. Dacid notdm cu M, 4, M,4s,..., M,,, margini superioare ale valorilor
absolute ale derivatelor y"*" (x), vW*2(x), ..., y"*P(x) in intervalul [a, b]
in care sint luate nodurile x, x;, ..., %, §i », din formula (80), deducem

urmdtoarea evaluare a lui |R(x)|,

M M, M
R3] =G 3) | =g e il iR by g ey AR
IR <IG( )I(”A{-UI_JFI 2(%”(-:1.—{72)!+ i ’(A)I(ﬂ-—Hﬁ)!
il B H My _. (81)
(p+1)!
la care s-a ajuns finind seama cd funcfiile ®,(x), ..., ®,(x) sint pozitive

in intervalul (x,, x,) si utilizind formulele (60).
17. Inlegravea numericd a ecuafiilor diferenfiale. Si considerim ecuafia
diferentiala
y'(x) = f(=, y) (82)

s1 sd presupunem ci functia f(x, y) indeplineste in dreptunghiul 1 definit
de inegalititfile

|2 — %o <o, |y —yol <P

condiiile care asigurd existenta si unicitatea integralei y(x) care satisface
la condifia initiald y(x,) = v,, In intervalul [x,, x, + a].
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Dacid functia j (%, y) are derivate parfiale succesive in raport cu «
si cu y, continue pind la ordinul p in dreptunghiul D, atunci din ecuatia
diferentiald (82) deducem prin deriviri succesive

y (%) = i -+ ?if=f1 (%, v)
9% a9y
Yy (%) = Ejl -} i / = fo(%, ¥)
9% a9y
(83)
y”’)(x) — %& L Mi = fo-il2;,9)
A% oy
y(p+1)(x) b @ftl L _@@f = ol 0)-
Ele 9y

Formula lui Taylor (59) in care 'inlo'cuim pe 3Jfl-(]x0), Y (%) - - > YO (%)
cu f(x5, ¥o), /1(%0, Vo) + fo-1 (%, ¥0) iar pe y**V(x) cu folx, y(x) ],
ne da formula de iniegrare numericd

y(x) = vy + x_l_'ﬁf(xna Yo) + LDc_glio)zfl(’“u- Yaliahlises o
ol (x_; ,xﬂ) fr—1(%0, Yo) + K, ®4)
in care restul este '
X e P .
R= f i"?,i) Iy ls, ¥(s) 1ds. (85)

Notind cu F, o margine superioard a functiei |f,(x, y)| in dreptunghiul

D, avem pentru |R| urmitoarea evaluare

(95 5’50)’?4rl 86

K <Bg .

Tns¥ calculul lui y”' (%), . . ., ¥ (%,) este socotit in practicid prea complicat

si se preferd alte formule de integrare numericd, de exemplu formule de
tip Adams. : ‘

Obfinem formule de integrare numerici daci folosim formulele de
derivare numericd din cap. I, § 1, care ne-au condus la formula (63) care
tine locul formulei Iui Taylor (59).

Pentru a preciza, sd presupunem ca integrala y(x) a fost calculati
pe nodurile %, %,, ... %, $i cd este prin urmare cunoscuti pe aceste noduri.
Pentru a putea aplica formula (63), vom presupune ci functia f(x, v) are
derivate parfiale succesive in raport cu x $i cu y, continue pind la ordinul

39 INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE 297

n -+ p —1 in dreptunghiul D. Atunci putem considera sirul de formule

(83) pind la y"*P(x) = f, 4, (x, v), funcfiile fy(x, ), ..., fupp(%, ¥)fiind
toate continue in dreptunghiul D.

Sd aplicim formula (63), in care vom inlocui pe y#H (x), 4@+ (y),

TP (x)  eu fp(r, V), fo (% 9), oo fugp—1 (% ¥). Obtinem formula de
.'nf(’gmre numericd a ecuagier dz/ewﬂhale

¥(%) = Bo(x) ¥(%g) + Bi(x) ¥(%) + - .. + Bu (%) ¥(x) + Ri(x), (87)

in care By(x), By(x), ..., By (x) sint pohnnamemm de gradul p bine deter-

mlmte care depind numai de pozitia nodurilor si care sint date de formulele
(64) si (65) dacd p < n, sau de formulele (b/) dacda p = u.

Restul R(x) al formulei de integrare numerici (87) este

K} = C'l(x)[‘(Dl(;\')f”[:\‘-, y(x)] dx+... +C, (fr)fzb (%) fugp—m L2, 9(2)]dx +
X o P
i f L“_%L)f,, [s, ¥(s) ]ds. (88)

=
In aceastd formuld Cy(x), Cy(x), ..., C, (x) sint polinoame de gradul p
in x, bine determinate, care depind numai de pozitia nodurilor si care c;111‘(
date de formulele (68) daca P < n, sau de formulele (69) si (70) dacs b >
l*unm}nle O (x), Dy(x), ..., Py(x) sint bine determinate din capitolul I
§ 1, de la formulele de dgnvqre numericd ; ele depind tot de pozitia nodurilor
HI pentru ele avem immulele (60). In cxp1esn restului, numai functiile
fn( V) wo oy fupp—1 (%, ), fo(x, y) depind de ecuatia chferc1¢ialé (82).
lmmd seama de pmpnetdtea functiilor ®(x), ..., P,(x) de a fi pozitive
in intervalul (%9, %), (nr. 5), putem da o noui explesie pentru restul Ry(x).

R — Cl(x:)M == (0% Cple

(n -+ 1) ! BYE L 2
fﬂ‘H’"l [E-’.U' y('zl?)J (“ =0 )P+1 » v )
Cyl% , Y(E)T, 39
+ Cp(x) 6 T TR I [& ¥(8)] (89)

unde &, &, ..., £, sint anumite puncte din intervalul (x,, x,) iar £ din
intervalul (x,, x).

Din formula (89) deducem si urmitoarea evaluare a lui |R,(x)|, in
punctul x

F F
i SIS EN o et e O
oy POt
. \p1

_|_ LCﬁ(:"’) ‘ Fi’l—!—p—-] (j't I :‘"U)

|By(x) | S|Cy(x) |

(90)

- s

() (p+1)!
in care s-a notat in general cu Fj o margine superioard a lui |fi(x, y)| in
dreptunghiul D,

7 — Studii §i cercetiri de matematici
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Am determinat restul formulei de integrare numericd (87), scris sub
_ forma (88), punind in evidenfd modul cum el depinde de funcfia f(x, v)
[ i de derivatele ei parfiale succesive in raport cu x si y, pini la ordinul
n+ p — 1, acest mod fiind legat de formulele de derivare numerici din
(| cap. I, §1, pe care le-am aplicat ca sd obtinem formula (63).
Cu aceasta am rezolvat pentru cazul considerat de noi, problema deter-
| mindrii restului formulei de integrare numerici (87), cu ajutorul functiei
_ (%, y) si al derivatelor ei succesive in raport cu x siy.
il Vom vedea in paragraful urmétor o alti formuld de integrare nume-
I ricd de tipul (87), in care restul are o altd expresie legatd de formulele de

detivare numericd, studiate in §2 din cap. I.

(it 1 | Cind $ > n, formula de integrare numerici (87) se scrie sub forma

y(#) = L[4 %, ., % ; 9(2) | + Ry#), (1)
unde L [, %y, ..., %z ; ¥(x)] este polinomul de interpolare al lui I,agrange
al integralei y(x), care este cunoscutd pe nodurile x,, ¥, ... x,.

Este evident cd ne putem astepta si obfinem o formuli de integrare
numericd a ecuatiei diferentiale (82), luind ca valoare aproximativid a lui
. ¥(x) in punctul x, valoarea polinomului lui Lagrange L[x,, %, . .., %x; y(x)].

| Este insd important cd am stabilit restul R,(x) al acestei formule de
integrare numericd scris sub forma (88) sau (89) si pentru care am dat
evaluarea (90) a valorii lui absolute. Restul R;(x) depinde de alegerea
formulelor de derivare numericd si el corespunde formulelor tratate in

cap, I, §1. -

Exemple. 1°. Sa presupunem »n =4, p = 2 si cd nodurile x,, %, x,,
It Xy, %4 sint in progresie aritmeticd cu ratia 4. Aplicind formulele (71),
deducem formula de integrare numericd a ecuatiei diferentiale (82)

v(x) = By(%) ¥(%) + By(x) (1) + Ba() v(x5) + By(w) v(xs) +
+ By(x) y(%) + Ry(x), (92)

in care polinoamele By(x), By(x), By(x), By(x), By(x) sint date de formulele
(72), restul R,(x) este

Xy %4

| Ry(x) = Cyl) [ @a(afa [ y(0) Jx + Cale) f y(3)fs [, () Jdx +
| +[ = b w00 s, (93)

fn care polinoamele Cy(x), Cy(x) sint date de formulele (73).

Avem urmitoarea evaluare pentru |R,(x)
F : F K)o
Ci) 122+ G| 2y BBl (94)

]R 1(1‘5) <

)
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Pentru a se vedea importanta coeficientilor lui F,, F,, I', din evaluarea

(94) alui |R(x)|, ddm un tablou relativla x — x, =

h 3h Dh Th 9k

R
¥ — ¥ Evaluarea hui |R,(¥)]
h I3 | h® o h® .
2 48" 5T gt N qgps®
3 2748 b, 153.!‘15JF 9hs "
2 8 T agg ot Vgt
5h 12548 50545 2548
2 48 %" o490 "%t 7 129 °®
Th 3-[31!.""1: L 10574 -Lﬂh“r
= 2 = 5
2 48 ' 'sa0 17 a0
9% 72943 180945 8148
Pur Fy + Fy + "5
9 48 240 120
12547 11348 5h0
5 —_ F, +—F,
6 12 6
Pentru /i = 0,1 tabloul precedent devine
r— 2, Tvaluarea lui |R (x)|
0,05 0,000021 17, +0,000000042 F, + 0,00000000084 F,
0,15 0,000563 F, 4 0,0000064 F, 4 0,000000075 F,
0,25 0,00265 F, + 0,000022  F, - 0,00000021  F,
0,35 0,00715 F, + 0,0000441 £, + 0,00000041  F,
0,45 0,0152  F, + 0,0000754 F, + 0,000000675 F,
0,50 0,021  F, - 0,000095 F, 4+ 0,00000084  F;
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2°. Sd presupunem n =2, p=2 si ci nodurile %o %y %y Sint in
progresie aritmetici cu ratia £. Din formula (74) deducem urmitoarea
formuld de integrare numericid a ecuatiei difereutiale (82)

%) = Bo(x)y(%) -+ By(®)3(51) + By(w)y(x,) + Ry(x), (9%)

in care polinoamele By(x), By(x), By(v) sint date de formulele (75), iar
restul R,(x) este dat de formula

Xz

Ry(x) = C, () chl( Vol () 1dx | Cyf fm (W) fal, v(n)] dx +

Xu

+ f R fuls, v(s)] ds, (96)

in care polinoamele C,(x), CE(A:) sint date de formulele (76).
Avem urmitoarea evaluare a lui | Ry(v)|:

F x —x)?
| B0 | <1 o) |2+ [ Co ()| 12 4 &, (97)
4. 3!
o s ; h 3k Bh ., .
Didm evaludrile lui |R,(x)| pentru x — x, = —, =~ , "=, 34 in tab-
y 2480 W)
loul urmator
¥ — 1, Hvaluarea Iui |R,(%)| Fyvaluarea lui |R ()| pentrn 4 = 0, 1
J 13h% IS
== “Fy + F, 0,000271 F, + 0,00005 F,
2 48 "~ * 2 *
i )Dw’aF W r 0,00432  F, + 0,00045 F
= — ),00432 0,0004:
9 18 2 + 9 3 2 + 3
L LN e 0,0164 F, + 0,00125 F
= e ,016 4 25
9 48 2 9 3 2 3
BlRY . )
3h Iy + 18R Fy 0,0255  F, -+ 0,0018 F,

3° 84 presupunem n =2 si p =3, iar nodurile x,, %, %, % in
progresie aritmeticd cu raia . Din formala (77) se deduce urmitoarea
formuld de integrare numerici a ecuatiei diferentiale (82)

y(x) = By(%) ¥(%0) + Bi(¥) ¥(x1) + By(x) y(,) + Ru(#), (98)
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unde polinoamele By(x), By(x), By(») sint date de formulele (75), iar
restul R;(x) este

Ry(x) = Cy(#) f ®, ()], [, y(x) Jdx + C(x) f @y () [, y(x) dx -+
+ Cy(x )f@( %) fu 1%, y(%) Py L5, y(s) s, (99)

in care polinoamele Ci(%), Cyx), Cy{x) smt date de formulele (78).
Avem urmditoarea evaluare pentru |R; (x)|-

! v g (x — X))t
IRy IG5 41 o)l 22 41 Gyt 2 Em B, o
h 3k Hh A
Diam evaludrile lui | Ry(%)| pentru ¥ — x, = S 3k in tabloul
urmator. =
¥ — %, Evaluarea lui |R,(x)| Evaluarea lui | (#)| pentru i = 0,1
L e Ao, F, + - F 0,000063 F, + 0,0000128 F, + 0,0000025 F
& e - : 2 + 0,0000128 Fy + 0,0000025
2 16 %" 384 °° 4 . R ;
2 # F,+ Lo f L 0,000063 Fy -+ 0,000584 F, + 0,0000675 F,
— = o ,000063 F, + 0,000584 - 0, 5-F,
2 6" 384 7F g T A ! '
5h 5h% 1382541 1255 .
== Fy + ———F;+——0F, | 0,000313 F, + 0,0036003 F, 4 0,0003125 F,
2 16 384 4
53141 : . B
3h WE, + F, + 54I5F, 0,001 F, + 0,0066375 F,y + 0,00054 F,

§ 2. Formule de integrare numericit rezultind din aplicarea
formulelor de derivare numeried (31)

18. Restul in formula de mz‘er]bo!m'ea bt Lagrange. Sa reluiim formula
de derivare numericd (31) pe care o scriem sub forma

f“’)(lxo) My By 4+ B ) +
P! v b D

Xy

e e T f wp(®) [0 (), (101)

Xo
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unde
P
o { =1 Ty
Wrmpt+1 (% — %g, g — Kos) o o w3 T — K

$i unde s-a scris mai scurt

Hn—p+1 = Pn—p+1 (9'71 — Xy 00y Xy— xo);
iar in membrul al doilea s-a scris ,(x) in locul lui ?(x), pentru a tine seami
de ordinul p de derivare din membrul intii.
S-a ardtat cd funcfia y,(¥) este pozitiva in intervalul (%, x,) si ci

avem o
' 1
dw— L
pr(x) % AEOl (102)

0

In formula (101) s inlocuim pe /(%) cu y(x) ¢i sd facem p=1,2, ..., n.
Vom obfine urmatoarele formule :
X

"

l’__l(’fﬂ) = Kyo¥(%) + Kpy(%) + - .. + Kiny(%) + (—1)" [‘wl(\v)y‘”“’(s) ds

Xo

iéél—Kmﬂ%HJwaJ+m+KmM%J+F4VHwF{r%kM”“Wﬂﬁ

(103)

X

) i ; ”
)(W—KM%th%Hﬂ~+KMMM+hﬂmmeﬂ“W%

7 !
Xo
Aceste formule fiind precizate, si considerim formula lui Taylor

X
awx):awxagr?!§€@y1x0+—.”4+i£:1ﬁdfy“%xa4—[TE:;ELy“+“w)ds
. n! n! .
= (104)
si s inlocuim pe y'(x), ¥''(x)), ..., ¥ (x,) din formulele de derivare
numericd (103). Vom obtine o formuld de forma
¥(%) = Bo(%) ¥(%) + Ba(®) ¥(%) + ... + Bulx) (m) + R(x),  (105)
unde

%

R()C):— r'-IJ(x; S) _v(”+” {s)db‘ o r(?‘_;"si) y(n+1 (s)ds, (106)

in care s-a notat
P, 8) = papn(s) (5 — )" — po Yu—i(S) (¥ — :\:n)”_'l i e
(= I i als) (5 m)
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Se aratd usor cd suma primilor # + 1 termeni din formula (105) este
polinomul de interpolare al lui ILagrange, pe nodurile w,, x,, ..., %,, ceea
ce inseamnd cd formula (105) se mai poate scrie sub forma

y(x) =L [%, %, ..., %05 ¥(%)] + R(x), (105')

care este formula de inierpolare a lui Lagrange, cu rvestul ei scris sub forma
(106).

Dacd notim cu M, 0 margine superioard a lui |y”D(x)| in intervalul
[, ] in care s-au luat nodurile %, %, ..., %, si %, din formulele (106),
(107) deducem urmatoarea evaluare a lui |R(x)|

ﬂfﬂ n n
|R(x)| < —-H[(x — %) +I‘|‘ wa(x— x0)" 4 ...+ P-n(x_xo)] .

(n+1)!
sau, tinind seama de py, o, ..., wy, aceasta se mai scrie sub forma
M,
[R() | (25— %)[ (2 — %) +(%1—%0)] -+ - [(5— %) + (s — %)] - —2FL . (108)
(ng41) !

Daca nodurile xy, %y, ..., X, sint in progresie aritmeticd cu ratia h,
atunci |R(%, + Mh)| este de ordinul lui h"*'. Aceasta rezulti din formula
(108). Vom avea
AA+ 1) .. (A7)

| R(%+ Ms) | < Mgy b (109)
(1) !
Ca sa se vada cit de mare este coeficientul lui M, 41, dam un tablou in
I 8 5 ‘7 N9 .
cazul =05, pentru A =§. 5 5, TR g 6 pentru un % oarecare
si pentru & = 0,1. 5 G AR
A Fvaluarea lui |R(x, + A\l)| Evaluarea lui |R(xy-+Ah)| pentru =0, 1
1 231
L W M, 0,000 000 23 M,
2 1024
3 3003
2 B M, 0,000 002 94 M,
2 1024
5 15015
= n M, 0,000 014 67 M,
5 1024
7 51051
= " M, 0,000 049 86 M,
) 1024
9 138567 )
- W M, 0,000 135 32 M,
2 1024
11 323323
= he M, 0,000 315 75 M
o 1024
6 462 B8 M, 0,000 462 00 M,
|
|
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19. Formuld de integrare nuwmericd a ecuatiilor diferentiale. Si consi-
derdm ecuafia diferentiald

y' =1 y) (110)

§i sd presupunem ci funcfia f(x, y) este continud impreuni cu derivatele
el parfiale in raport cu x $i y, pind la ordinul %, in dreptunghiul D. In
acest caz derivind succesiv pe y(¥), in raport cu », vom obtine ca la nr. 16 :
y'(#) = flx, )

y"'(x) = fa(, y)

(L11)

YW )= ful=, 9),
functiile f(x, ¥), fo(x, ), ..., fu(x,y) fiind continue in dreptunghiul D.
_ Fie y(») integrala ecuatiei diferentiale (110) care satisface la conditia
initiald y(x,) =, $1 pe care o presupunem cunoscutd pe mnodurile

¥y, Xy, ..., Xy Atunci, aplicind acestei integrale formula de interpolare
a lui Lagrange (105°), obtinem
y(x) = L%, % oo, %05 ¥(%)] + Ry(x), (112)

in care restul R,(x) se obfine din formula (106) inlocuind pe y"*™(x) cu
fal®, y(x)] din formulele (111). Pentru R,(x) avem prin urmare urmi-
toarea expresie

Ry(%) = — fw(;v, s)fa[s, y(s) | ds -+ fLE,—?'l fuls, y(s)1ds,  (113)

in care functia (x, s) este dati de formula (107).
Putem da si urmitoarea expresie pentru R,(x), tinind seami de pro-

prietdtile functiilor (s), ..., Pa(s)
1 n-+ r z n
B m{ fu (& ¥(E)] (2 — x)"*! — wafn [En ¥(&1) ] (2 — )" +
e 1 vl (@) (5 ) (113)
unde Eye (x5, &) dar €, &, ..., Ene (x5, %),

Din formula (113') se deduce urmétoarea evaluare pentru |R,(x)]

[ Rz (x) | \{ (xixﬂ) [(xi’.‘:ﬂ)v}»(xlixﬁ) J S [(xixﬂ)—l_(x” . x") J ]‘*”’ (1 14)
(w4 1) !
unde I, este o margine superioard a lui |f,(x, y| in dreptunghiul D.

Am obtinut astfel formula de integrare numerici a ecuatiei diferen-
tiale (110) sub forma (112), in care y(x) se exprimi aproximativ cu poli-

nomul de interpolare al lui Lagrange, relativ la nodurile wy, %, ..., %,
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ceea ce este un rezultat la care ne-am fi putut agtepta, insd important in
formula (112) este cd am determinat si restul ei pus sub formd (113) sau
(113') si pentru care valoarea lui absoluti are evaluarea (114).

Dacd nodurile x4, %y, ..., &y Sint in progresie aritmelicd cu rvalia b,
atunci |Ry(xo-+Wh)| este de ordinul lui "', Aceasta rezulti din formula
(114) i avem

AMAFT) () e (115)
(n 4+ 1) ! ;

Tabloul de la nr. precedent di in cazul » =5, valorile coeficientilor
lui F,, pentru /% oarecare gi pentru & = 0,1.

| Ro(% + M) | <

20. Formula de integrare numericd a lui Adams si vestul ei. Vom da
acum o formula de integrare numericd de tip Adams sub forma cea mai
generald a ecuatiei diferentiale (110), cu ipotezele ficute la nr. 18, schim-
bind insd pe n In n + 1 si utilizind rezultatele obtinute de noi relativ la
restul din formula de integrare numericd (112), in care integrala y(x)
este inlocuitd aproximativ cu polinomul de interpolare L[x,, %y, . . ., %y; V(%]
relativ la nodurile %, %, ..., x,. Vom nota mai scurt acest polinom
cu Ly(x) si vom scrie

y(x) = Ln(x) + Ry(x), (116)
unde R,(x) este restul dat de formula (113).

Vom aplica, pentru aceasta, procedeul simplu pentru obfinerea for-
mulei propriu-zise de integrare numerica a Iui Adams (vezi [6]).

Fie %,4; un nou nod la dreapta lui x, si ¥(x) integrala ecuatiei (110)

care este cunoscutd pe nodurile x;, %, ... %,. Inlocuind in ecuatia dife-
rentiald (110) pe y cu Ly(x) + Ry(x), vom avea
Y = g®) + (), (117)

unde s-a notat

glx) = fx, Ly(x)], (%) = f[%, Lu(x) + Ra{x)] — [ La{x) ] (118)
Vom presupune pentru un moment cd curba y = Ly(x) este situatd in
dreptunghiul D gi vom reveni apoi la cazul cind curba y = L,(x) iese din

dreptunghiul D.
Tntegrind ambii membri ai formulei (117) intre x, si x,4;, vom deduce ca

b TRe xu+1
Y(Fust) = () + fg(x)dx L rk(x)dx. (119)

T "

Functia g(x) fiind cunoscutd pe nodurile x,, %y, ..., &;, la prima integrald
din formula (119) vom aplica o formuld de cuadraturd cu noduri exterioare
Ky Xyy o vy Xp 91 nodul %, [7].
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Se aratd cd avem

Xppq

g(x)dx = By [%y; g] + By [%n—t, ¥ns g1 + ... + By (% %, -0y ¥nsg ]
! (n 1)
= 1)"-!-1 By ) (t.‘), (120)
(-n + 1)!

unde £ ¢ (%), ¥ny1), 1ar

X1 Yat1

B, — fdx, By = (‘(x — Zn) (% — Xup). .o (8 — Xppr)dx (121)

pentra E=1, 2. ..:; »n 1.
Dacd nodurile x,, %, ..., &y sint in progresie aritmeticd cu rafia 4,
atunci formula (120) devine

X
i

g(x)dx = h [g(x%n) + J1 A g(%0—t) + Jo A2 g(0ms) 4

+ Ju A% (%) ] + (= 1™ Jopg B2 g0 0(E), (122)
unde
1
1
= o w(uw +1) ... (u + & — 1) du. (123)

Formula (119) devine formula generalizald a lui Adams cu nodurile ovicum
XNy, X X
0 1 i) I

.’.\’(xﬂ-H) = J'(-Vrz) 4= By, %507 %, Ln(x) ]] -+ Bl [xu—] X [ [, L,,(.lf) 11
o+ By [%g, %y, .oy %0 f[%, La(2) ]] + Ry, (124)
unde restul R, este dat de formula

n-{]

_(_ Pt p (rl+l) a) jop
Ry =(—1) n+1 ),—I- h(x (125)

in care g(x) si A(x) sint dati de formulele (llb.
Putem da o evaluare a lui |Ry|. Din formula (125) deducem ci

(n |-1) e

IRy| < B,,H ) qu (%) da. (126)
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Insa
L (.\)+Rs(x)

f (%, v)dy
ay

IJ(\

si deci ‘],r,(x) | < K le(x) |

unde K este o margine superioard a lui|-2= g

in dreptunghiul D.
Vom avea deci

Xnt1 nt1

[ h(x)| dx < [ R {2 da,

X

"ll “n
Tinind seama de formula (114), deducem ca

u 1 Xy Tl

fwm ey f(x—xn}[(x—'xu) (= d )] ‘

[("' — %) + (a4 — %) ] dx.

Notind cu F, o margine superioard a lui lg('H D(x)| in intervalul [x,, x,+ a],
vom deduce atunci din formula (126) ca

HH

e e (127
J 3‘\(”. T 1)! )

tinde s-a notat
F[" = j—;HBM-I i I{FHS (,’fo“) [(J’fmo) i (xi_xn)j N [(x-;"“[}) - (xfﬁ;(l)J ax.
2 (128)

“n

Astfel am determinat o evaluare a lui |R,| in formula generalizata a lui
Adams cu noduri oricum x,, %, ..., Xp. .‘
|

Cazul cind nodurile xy, %1, ..., %, sint in progresie avitmelicd cu ratia h.
In acest caz, formula de integrare numerica (124) se inlocuieste, finind
seama de formula (122), cu

Ly(ﬂ"rJ-{Al) == (M?) =t h [g(xn) A leg(xn—i e jzAzg(Wu—E) o
+ Ju D(%) ] + Ry, (129)

unde
'\:rl ==,

Ry = (— 1)y B2 ) +S"<x)d-«f- “
|

- X
"
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Procedind ca mai sus, vom avea pentru |R,|
X1

IRy < Jup1 Ful" 24 K S |Ry(x) |dx,

X
i

sdu
| Ry < Jut Fn i +

s (”If_‘“ul)'rgléx — %) [(x — ) ‘|’ (%1 — %] « oo [(% — ) + (%, — %) Jd%.

X,
Dacid in integrala din membrul al doilea se face schimbarea

x = x, + nh | hu,

aveim
S(x — %) [ (% — %) 4+ (% — %)) ... [ (% — %) + (%0 — %) Jdx =
* 1
= h'”zg(u + ) +n+1) ... (v 2n)dae,
0

astfel ca vom avea in definitiv

|R4l < Eu h"+2. (130)
unde s-a notat

3 = KI
Hn :_[n—HFn A L

P (0 +n)(w~+n-+1)...(uw+ 2n)du. (131)
n N

Sl

Astfel s-a dovedit ca restul in formula lui Adams cu nodurile in pro-
gresie arilmeticd x,, X, ..., Xn, Xny1, Cl vatia h, este de ordinul lui W2

Lste foarte important de comparat acest rezultat cu restul R,(xy.1)
cind integrala y(x) a ecuatiei diferentiale se inlocuieste cu polinomul lui
Lagrange relativ la nodurile x,, &y, ..., 4, care conform formulei (115)
este de ordinul lui A"*2

Din aceastd comparatie rezultd ca dacd se aplici formula de integrare
numericd (112), luindu-se ca valoare aproximativd a integralei y(x) poli-
nomul lui Lagrange relativ la nodurile x, %y, ..., %,, restul in nodul
wnyy este de ordinul lui A""', pe cind daci se aplicd formula de integrare
numericd a lui Adams (129), restul este de ordinul lui A"*2

in cazul # =5, care corespunde formulei de integrare numerici
propriu-zise a lui Adams, restul in nodul x; este de ordinul lui 4° in formula
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de integrare numericd (112), pe cind in formula lui Adams este de ordi-
nul lui 77

Amintim cd W. Tollmien [8] a stabilit ci restul in formula
de integrare numerica a lui Adams, este de ordinul lui A7. Ceeace am aritat
noi mai sus constituie o generalizare a acestui rezultat pentru un numir
oarecare de noduri In progresie aritmetica.

Intr-o altd lucrare vom ardta cum se pot construi formule de integrare
numetricd de tip Adams in general, pentru care restul in cazul nodurilor
Xg, X1, « + -, %y In progresie aritmeticd, este de ordinul lui A", unde g > 2.

21. Cazul cind curba y = Ly(x) tese din dreptunghiul D. In acest caz,
vom prelungi functia f(x, y) deasupra si dedesubtul laturilor dreptunghiului
D, paralele cu axa Ox, in modul urmdtor, aga cum a procedat O. Arami [9].

Se considerd functia

n 1—1
~ *)J — "l .V e 4y
Ir (.'E, '\l) — (_P" (/) (—_.—'___.t_))_ _i_ D11 (.‘\f) £_ ﬁ _I_ 2 n)_ _i_
n! (n — 1)!
+ o0 1 Po(w) (132)
definitd pentru |x — x| <a i ¥ — v, > B. Determinim functiile e,(x),

@i(%), ..+, @u(x) astfel ca
8F |y oY
i
ayk y=yo+B ay =18

pentru £ = 0,1, ..., n. Va fi suficient sd luim

k
d
-’P',‘.(,T.) = _'C(J (r”.’ = U, 1, At ey }'.').
AV ly=yo+B
Din formulele (133) deducem cd vom avea de asemenea

87 | sl (134)

T~k k i~k k|
ax’ oy ).U:.G‘u-!-) ax gy }U:ﬁu"l‘ﬂ

pentrtl =R A=1,k=2, . msi B=0,1L2 ... 9% — 1.
De asemenea se poate considera functia

) — 4 # Al — Al n—I1
F'%, ) = {u(x) (_3 +‘B'kjﬂ)* + i (x) “(—_—) il o) S U ‘Pu(f)-
n! tn — 1)!
unde
ot |
Ge(x) =—- o e D s )

Se aratid cd avem
aj F n a.lf

0% 0y |y—pmp 05 oy Y =go—i
pentruy == R Bl T, v, el ke O, i
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Fie v = Ly(x) polinomul lui Iagrange al integralei y(x) a ecuatiei
diferentiale y' = f(x,y), care ia valorile v, y,, ...,¥, pe nodurile

Xo» X1, - .., ¥y Dacid curhba ¥ = L,(x) iese din dreptunghiul D, notim cu
(o margine superioard a lui L,(x) si cu f’’ o margine inferioard lui L,(x) in
intervalul [x,, %, + @]. Notdm cu P* cel mai mare dintre numerele
B — vo, ¥g — B, In dreptunghiul D* definit de

¥ — %, | S o, |¥ — Vol < B*

consideram functia
F' (x,7) dacd y> B — 9,

fele m) — f (%, v) dacd |y — ]| <B (135)
F'(x,y) dacd y<y,— 8

care este continud, impreund cu derivatele ei partiale in raport cu x si ¥
pina la ordinul .
Sa considerdam ecuatfia diferenfiala

¥t =%, I'}) (136)
cu condifia initiald Y (x,) = y,. Tinind seama de definifia functiei f*(x, y),
datd de formula (135), si de ecuatia diferentiald (110) cu aceiasi conditie
inifiald y(x,) = vy, se deduce ci in intervalul [x,, %, + a], pe care s-a
dovedit cd existd integrale y(x), avem Y (x) = y(x).

Pentru ecuafia diferentiala (136), curba y = L,(x), care coincide cu
curba y = L,(x) relativd la ecuafia (110);, nu iese din dreptunghiul D*,
Deci tot ce s-a spus la nr. 19 ramine valabil cu condifia ca sa se fnlocuiasci
dreptunghiul D cu D* si functia f(x, y) cu functia f*(x, v). In special for-
mulele (128), (131) rdmin valabile, inlocuind insa pe F, si K cu valorile
corespunzitoatre relative la dreptunghiul D,

Universilalea Babes — Bolyai, Cluj
Caledra de ecuafii diferenfiale

[MPUMEHEHHME ©OPMYJI YHCJAEHHOIO OH®PEPEHIIMPOBAHMA K
UUCJIEHHOMY MHTETPHPOBAHHIO NJHO®PEPEHIIMAJIBHBIX YPABHEHWI

(Kparkoe codepocatue)

O6osnaunm uepes y(x) pemenne audpdepeninansioro ypasuenus (1),
VAOBJETBOPSIOIIEe YCIOBHIO Y (Xo)=lo H €IMHCTBEHHOE B MPOMENKYTKE [Xp,
Xo+a]. [lpeanonaralor yTo 3TO pellenHe 3HAKOMO Ha MHOXKECTBE Y3JOB X,
Xg, X3, ..., Xn, IPOMENKYTKA (Xo, Yo+a]. 3ajaua ulCACHHOTO HHTCTPUPOBAHHS
nuddeperpasbioro ypaBHenusa (1) — nate (popMmy.y BBEIYHCTEHHS PeIUeHMUS!
y(X) B TOuKe NpOMEKYTKa (Xo, Xo-+a], Ipu moMornn 3HaueHuit y(Xo), y(¥1),

., Y(x ) ®m u3yuuTh ocTaTOUHBIA uwieH 3Toil (opmydael. Ecan (yHKiisg
[(x, y) of1agaer 4acTHBIMH MPOH3BOAHLIMH OTHOCHTEJNBHO X H 4 J0 A-0TO
MOpsAKa, NPHUeM 5TH TMPOH3BOJHLIE — HETPEpPhIBHBEI B MPAMOYTOALHHKE [)
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B KOTOPOM BLINOJIHEHB YCJAOBHS, OOECNCUHBAIOLLHE CYIIECTBOBAHHE H EJHH-
CTBEHHOCTDL pernenus y(x), To moxno nucarh opmy.ay Tefiopa (2).
3ajaua uHCIEHHOTO HUTErPHPOBAHHS, [OCTABACHHAS TAKIM 06pH30M,
CBOAUTCA TOCPEACTBOM (opmy./ibl (2) Kk caexyiouieii sagaue. Tlyers jgana
(pynkuus f(x), nempepbiBHa BMecTe Co BCEMH MOSBASIOMEMHCS B BLIUHC/CHII
MPOH3BOAHBIMY B IPOMEXYTKe |[XYo, Xo+a|; Tpebyercst maitu opmyibl mas
sbruncaenns [ (xo), [ (xo), ..., [ (xo) 1pH NOMOLLH 3HadeHH# f[(x0), [(v)
.y [(¥y) W H3yUHTH OCTATOUHBIH wiCH 3THX dopmy.r. : ’

Ota pabora pasgeseHa Ha ABe IJIABHL

B § | nepsoii raaser npexnonaraior, uro f(x) — qysukuus kaacca G
B IIpoMexyTke [a, b] u uro o, Xi, ..., X, — Y3JBl H3 3TOTO IIPOMEKYTKA,
XoSX1< ... <x,. [laercs gopmyna (6), Mo3BOJSIOMASA BHIYHCIHTS }‘(p’(_v) mno-
cpencrram X}, [ (%0)ye .., [P (x0) m F(21)s o ons Fl%). Bropoii wien —
OCTATOUHBLIH UJIeH 3TOH (opMy.ibl, BblpaKEHHIbIH MPH NOMOLLH (GYHKLIHH ¢ (X),
coBnajaonieli ¢ Qyukuusamu ¢ (x), ..., ¢, (¥) B npomexyTkax [xq, 4], ...,
[¥n—1, Xn]. DTu Qyukunu — pewenns gudGepenmanbHEIX ypaBHCHUI (4)
IpH TPAHNYHBIX ycaoBusx (5). [oxasuiBaetcst uto dopmyay (6) MoKHO HO-
cTaBHTh B BuAe (16), win B Bume (22). JIOKa3HIBAETCS, YTO MOCTOAHHDIC
Av, Kg, -« vy Ay Qurypupyowpe B gudpQepennnanbaeix ypasuennax (4), — see
PasJHYHBL OT Hyns (HpP. 4), a 9T0 MO3BOANT AOKA3ATH (HP. 5), uTo (YHKLIS
p(X) NONOKHTENbIA B NPOMEKYTKE (X, tn). DTOT pesy/bTaT BakKeH, Mo-
CKOJIBKY €T0 MOMXHO MPHMEHHTb K H3YUCHHIO OCTATOYHOTO uJieHa (opMy.Jibl
(6). Toayuaercs qopmyna (26) u nepasencrso (27).

peanonoxum uto Pynkuns [(x) — xaacca C"*' s npomexyrre [a, b|
H UTO Xo, Xi, ..., Xy — Y3/l H3 3TOrO HPOMEXKYTKA Xo<X1< ... <Xp.

Ecin ysael B apudmernveckoii nporpecciu, umeem (bopmysbl Maprosa
(28) mas snauenuu [ (%), vie p=1,.2, . ..,

B § 2 nepsoit raape Mot gadu popmyiibi (31), wini (41), wan (46), win ke
(49), Koropuie Tuna Qopmyn Makaposa, He IpeAnoaarasi IpH 9TOM, YTO V3J1b
B apumeTnyeckom nporpeccur. OCTATOYHBI ujeH 3THX (OPMyJ Jal B BHAE
ONpeJiesIeHHOro HATerpasa, rae hynkuus ¢ (x) coBnagaer ¢ GyHKUHAMHE ¢ (x),
.oy n(X) B NpoMeNKyTKAX |Xo, Xi], oo, [Xa—1 X,] OpuueM 3TH (pyHKIMH
— peuwenns gudpepenunansubx ypasuenuii (29) ¢ rpasmunpMu yeJqo-
eusmu (30).

HokasbiBaercs, 4To NOCTOSHHBIE Ay Ag, ..., Ay (ErypupylOUIHE B ypaB-
HeHHsX (29) — Bce pasiuumbl OT HyJs (ap. 11), a 3To nosBoasier poka-
3aTh, uTO (YHKUMA ¢ (¥) — TOMOMKHTENbHA B TPOMEKYTKe (%, Xn). 3a-

KIIOYdeM, 4TO OCTATOYHEIA wied opmys (46) wiu (49) wan dopmy. Map-
KOBa MOXHO Hamicate B Buje (56), (57), (58).

Bo Bropoil ruiase, mpl nonwitammch crepsa YBUAETL YeM CTAHOBHTCS
(popmyaa Tefitopa (59) xorma npousBoHble TN 8 y(p)(xo) 3aMEHHI0']
(hopmystamu uncnennoro guddepenuuposanusi (6). [Tonyuaercs takm o6pa-
30M (opmyna (63) ¢ OCTATOUHEIM WIEHOM HAMHCAHHBIM B BHJAE CYMMBI
ONMPEIENEHHLIX HHTErpanoB. JTa (OpMy/a HMEET JBAa BHAA, B 34BHCHMOCTH
OT Toro, umeercs Ju p<n uiu p=n. B ciyuae p=n, Gpopmyna (63) crauo-




312

D. V. IONESCU 54

BHTCS WHTEpPnOAsunoHHoi (opmyJoi Jlarpamxka (79) ¢ ocraTouHbIM UJIe-
HOM Hamicaudbv B Buge (80), B cBssu ¢ (popmydamil MHCACHHOTO audge-
pennnpoBanust (6). Ml npuMeHH/IH dopmyany (63) K dHCJACHHOMY WHTE-
rpupoBannio AuGQepeHiHanbioro ypaBHenHs (82). Mul nosydnau Takum
oGpasom (hopMyJly UHCJAEHHOTO HHTETPHPOBAHIS (87), ¢ ocTaTouHbIM uile-
oM nanucaHubiM B BHAE (88). ¢

Bo Bropoii raase, § 2, Mbl npeotpasoBaiil gopmyay Teitnopa _,(104')
[0/1b3ysACh (POPMYyJIAMH UHCAEHHOTO AH(epeniiupoBaHnsl (31) nepsoil ria-
Bbl, § 2. Mpl moayunin TakuM 06pasoM HHTEPNOMALHOHHYIO (popmyay Jla-
rparka (105’) ¢ ocTaTOYHbIM UWICHOM HAMHCAHHBIM B BHAE (106). Mn
npiuMenusan  (popmydy (105") K 4uCACHROMY HHTErpPHPOBAHHIO Juddeper-
wianpHoro ypasdenust (110) u nodydwan opmysy UHCACHHOTO HHTEpPH-
posauns (112), rae L[xo, X1, ..., Xn; y(x)] uHTEPNOMAUHOHHBIT MHOTO-
uyjen Jlarpam:a pemenus y(X) OTHOCHTENLHO Y3JOB Xo, X1, ..., Xn. Clm”f
TaeM BAXHLIM [OJyueHHe 3THM 00pPasoM OCTaTouHOro 'iellad Ry(x) Toil
(popmMyJibl YHCJICHHOrO HHTErpHpOBAaHUS, JJIs KOTOPOiH MBI JIOKasamu Hepa-
BerctBo (114). B Tom ciyuae, Korja ys/ibl B apH(QMETHUECKOH IPOrpecch
¢ maroM A, MBI fokasanu uto Ra(Xo+ Ah) — mopsiiika ans

B kauecTBe mpiMeHeHHs (POPMYJibl YHCACHHOTO HHTErpHpOBALLI (112
Mbl JadH (OpMyJly UHCJIEHHOrO HHTErpHpOBaHHA (124), smarsomylocs ca-
Moil o6med aas muddepenuuanbroro ypasaenus (110) Ttuna Apamca, npiu-
ueM yaJabl Xo, Xq, - -, Sms Kol — Jrobble. ) ]

st sTofi (popMysbl Mbl JAJH OCTATOUHBIH MWIEH, Hanucauiplit B BHJE
(125), miisi KOTOPOTO MBI AaJH HEPABEHCTBO (127) c nocrosunofi H panuofl

(popmyJioi (128).
Korjia yaJsl Xo, Xy, - - - » ¥n—1— B aPH(METHUECKOI nporpecciil ¢ Hratom

h, hopmy/ia UHCAEHHOTO HHTETPHPOBAIHI CTaHOBllTCH"(DO[)M}’JIOI:I (129). s
eé OCTATOUHOrO uwieHa Mbl jpamu nepasercrBo (130), nokaseBAloOMIEE HTO
R, — nopsiaka A", =

" "Baxuo 06paTHTb BHEMAlHe Ha ITOT Pe3y/bTaT: ecii ys.Ibl Xo, X1y -
¥, — B apH(MEeTHUECKOil MporpeccHd ¢ IIarom h, ToO ocTaTouHbIi ueH
Ry(xo+h)| (opmysisl UHCJAEHHOTO HHTETPHPOBAHIA (112}, e MOMOLILEHO
snorousena Jlarpanma L(xo, X1, .., ¥n; y(x)) pemenust y(x) — MOPsLAKA
A"t B To Bpemsl KOrAa OCTATOUHBLA uineH (OPMYyJL YHCCHHOTO HHTETP1I-

poeanus Tuna Ajamca (129) — nopsixa hite,

L' APPLICA’TION DES FORMULES DE DERIVATION NUMEIRIQUE
A I/INTEGRATION NUMERIQUE DES EQUATIONS DIFFLRENTIELLES

(R ésumé)

I'intégrale de 1'équation différentielle (1) qui satis-
fait 4 la condition v(%,) = ¥, et qui est unique dans Uintervalle [x,, x, + @ |.
On suppose que cette intégrale est connue sur 'ensemble des mnoeuds

%5 o , x, de lintervalle (S s T ) P B probléme de I'intégration

Désignons par y(x)

or
(]
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numérique de 1'équation différentielle (1) est de donner une formule de
calcul de l'intégrale y(x), en un point x de l'intervalle (x,, x, + @] a l'aide
des valeurs de y(%), ¥(%1), ..., ¥(¥;) et d’étudier le reste de cette formule.

Si la fonction f(x, y) a des dérivées partielles par rapport a x et a y
jusqu’a lordre #, continues dans le rectangle D ou sont remplies les con-
ditions qui assurent l'existence de l'intégrale y(x), nous pouvons écrire
la formule de Taylor (2).

Le probléme de l'intégration numérique ainsi posé se réduit par la
formule (2) au probléme suivant; étant donnée une fonction f(x) continue
dans lintervalle. [x,, %, + a], ainsi que toutes les derivées qui vont
intervenir dans le calcul, trouver des formules pour le calcul de f'(x),
F(%g), + . o, f™(x,) & I'aide des valeurs de f(%,), f(%), ..., f(#s) et étudier le
reste de ces formules,

Ce travail est divisé en deux chapitres.

Dans le § 1 du premier chapitre on suppose que f(x) est une fonction
de la classe C™*P dans Uintervalle [a, b] et que %, %y, - . ., X4, sont des noeuds
de cet intervalle x, < x, < ... < %,. On donne la formule (6) qui permet
de calculer fP(x,)  I'aide de f(x,), f'(%0), - - -, FP (%) et de f(xy), ..., fln).
Le second membre est le reste de cette formule exprimé a ['aide de la
fonction ¢(x) qui coincide avec les fonctions ¢(x), ... @,(¥) dans les
intervalles [%p, %], - .., [%x—1, %» |- Ces fonctions sont les intégrales des
équations différentielles (4) avec les conditions aux limites (5).

On démontre que la formule (6) peut se mettre sous la forme (16),
ou la forme (22). On démontre que les constantes 2y, 2, ..., Ay qui figurent
dans les équations différentielles (4) sont toutes différentes de zéro (no. 4)
ce qui permet de démontrer (no. 5) que la fonction ¢(x) est positive dans

I'intervalle (x,, #,). Ce résultat est important car on peut I'appliquer a I étude
du reste de la formule (6). On obtient la formule (26°) et I'inégalité (27).

~ Supposons que la fonction f(x) soit de la classe C"*! dans l'intervalle
(@, b] et que %, %, ..., %, soient des noeuds de cet intervalle x, << x; <
< ...< %, Si ces noeuds sont en progression arithmétique, on a les

formules de Markov (28) pour les valeurs de fP(x,), ott p =1, 2, ..., n.

Dans le § 2 du premier chapitre nous avons donné les formules (31),
ou (41), ou (46), ou encore (49) qui sont du type des formules de Markov,
sans supposer que les noeuds soient en progression arithmétique. Le reste
de ces formules est donné sous la forme d’une intégrale définie ot la fonc-
tion ¢(x) coincide avec les fonctions ¢(x), ..., ¢n(x) dans les intervalles
[Xg %11y -+« [%n—i, %y ], ces fonctions étant les intégrales des équations
différentielles (29) avec les conditions aux limites (30).

On démontre que les constantes Ay, A, ..., Ay, qui figurent dans les
équations (29), sont toutes différentes de zéro (no. 11) ce qui permet de
démontrer que la fonction ¢(x) est positive dans Uintervalle (x4 x,). On
déduit que le reste des formules (46) ou (49) ou des formules de Markov
peut s’écrire sous la forme (56), (57) et (B8).

Dans le second chapitre nous avons cherché d’abord ce que devient
la formule de Taylor (59) lorsqu’on remplace les dérivées v'(x),. . .,y[p’(xo)
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pas les formules de dérivation numérique (6), On obtient ainsi la formule
(63), avec le reste écrit sous la forme d'une somme d'intégrales définies.
Cette formule se présente sous deux formes selon que p << n ou p > n.
Dans le cas p = u, la formule (63) devient la formule d’interpolation de
Lagrange (79) avec le reste écrit sous la forme (80) lié aux formules de
dérivation numérique (6).

Nous avons fait une application de la formule (63) a l'intégration numé-
rique de I'équation différentielle (82). Nous avons obtenu ainsi la for-
mule d'intégration numérique (87) avec son reste écrit sous la forme (88).

Dans le second chapitre § 2, nous avons transformé la formule de
Taylor (104), en employant les formules de dérivation numérique (31)
du premier chapitre § 2. Ainsi nous avons obtenu la formule d’interpola-
tion de Iagrange (105°) avec le reste écrit sous la forme (106). Nous avons
appliqué la formule (105") a l'intégration numérique de 1'équation diffé-
rentielle (110) et nous avons obtenu la formule d'intégration numérique

(112) ol L[xg, %y, ..., %y ; ¥(x)] est le polynéme d'interpolation de
Lagrange de l'intégrale y(v) relativement aux mnoeuds x,, ¥, ..., v, Il

est important que nous ayons obtenu par cette voie le reste R,(v) de cette
formule d’intégration numérique pour lequel nous avons démontré l'inéga-
lité (114). Dans le cas oft les noeuds sont en progression arithmétique de
raison h, nous avons démontré que |R,(x, -+ M)| est de Lordre de A"

Comme application de la formule d'intégration numérique (112), nous
avons donné la formule d'intégration numérique (124) la plus générale
pour I'équation différentielle (110) du type d’Adams en supposant les
noeuds x,, 4y, ..., ¥y, ¥4 quelconques. Pour cette formule nous avons
donné le reste sous la forme (120) pour lequel nous avons donné I'inégalité
(127), avec la constante H,, donnée par la formule (128).

Lorsque les noeuds x, vy, ..., &,y sont en progression arithmétique
de raison 4, la formule d’intégration numérique devient la formule (129).
Pour son reste, nous avons donné l'inégalité (130) qui montre que |R,|
est de l'ordre de A"™2

Il est important de retenir ce résultat : si les noeuds x,, ¥, 4y, ..., Xy
sont en progression arithmétique de raison %, le reste |R, (v, + Ah)| de
la formule d’intégration numérique (112), avec le polynoéme de Lagrange
L(%y, %y, ..., %y ; ¥(x)] de lintégrale y(x), est de l'ordre de A", tandis
que le reste de la formule d’intégration numérique du type d’Adams (129)

est de l'ordre de A"T2
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