ASUPRA APROXIMARII FUNCTIILOR DE DOUA VARIA-
BILE PRIN POLINOAME DE TIP BERNSTEIN. CITEVA
EVALUARI ASIMPTOTICE
DE
D. D. STANCU
(Cluj)

Lucvave prezentald in sedinja de comunicdyi din 25 mai 1959 a Instituinlui de calcul al
Academiei R.P.R. — Filiala Cluj.

1. Intr-o lucrare precedenti [1] me-am ocupat de aproximarea unei
functii de doud variabile f(x, y), definitd si continud pe triunghiul

Arx+y <1, 220,930, (1)

prin polinoamele de tip Bernstein de gradul »

Bafi %) =%, % e (50 1) @)
unde oty .
pmy =) )4y @ = 3

Printre rezultatele expuse in acea lucrare menfionam urmitorul : dacd
f(x,y) e continud pe A, atunci are loc urmitoarea inegalitate

‘f(% y) — By (fi%,9) 14,‘30)(%],

unde w(8) este modulul de oscilatie al functiei f(x, ¥).

Trebuie totusi subliniat cd se obtine o idee destul de clard asupra ordi-
nului cu care polinomul (2) aproximeazd functia f(x, 4), in ipoteza cd aceasta
admite pe A derivate parfiale pind la un anumit ordin, daca se cautd eva-
luiri asimptotice ale aproximatiei amintite, de felul celor stabilite in cazul
anei variabile de E. V. Voronovskaya[2]si S. N. B ernstein [3]
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S;g:t,)} (-x,y) — Igo Iga(’e‘, — nx)f’(]‘ — ﬁ‘,y)‘f pf;f(x, ), (4)

unde p si g sint intregi nenegativi,
O proprietate importanti a acestor polinoame este exprimati de
‘LEMA 1. Polinoamele Sf,f’q) (%, ¥) verificd wrmdtoarele velatii de recurentd

S o g8 (?) (%) )
p+tg(%, ) = % (1 — ) [ p;x + np S, (%, J’)J =

)
— xy [65;(?.[4: (= %)

3y T M Sh-i(w, y)]

a5 (x.3)

kg S0, .v)] —

Sha+1(%, ) = y(1—y) [
ay

aS i (%, )

— ry[—‘ygjh + np S5 o(=, y)l _
(S88 (+,5) = 1, {8 (x,3) = S (x,9) = 0)

Valabilitatea acestei leme se verificd fird greutate. Dacd 1< p +

| 3 't f I i
q -< § BE Ob!'.lll de aici urmatoare e Ohn()a {3 care se vor 01081 In
111
COIltlIll‘laIe, P

o(n) g
520(%, ¥) = nax(l — x), e ) = — nxy, S{,ffj(x, y) = ny(l — y),
(n)y . ¢
S350 (%, v) = nx(l—x)(1—2x), S5 (%, 9) = —nay(l — 2x), (8)
1(][) = i
Sia(%,9) = — nxy(l — 2v), S(g"gf(r y)— my(l — )1 — 29).

~ Urmind o cale folositd in cazul unei variabile de I. P. Natanson
|4], se poate demonstra, prin recurentd, ca are loc

Luma 2. Polinomul S (x, Y) de la (4) se poate reprezenta sub forma

P+t1]
_-(y_) 2 [ [
Sealv,y) = X AL (% ),
i=0
. ) ; 7
unde Afo(x, y) siut polinoame in x si y independente de n. &
Folosind aceastd lema se poate stabili imediat
Lema 3. Pe triunghiul A are loc urmditoarea inegalitate
i ptgq
|t )| < cip, gl 7] ®

unde C(p, q) este o constantd care depinde de p si g dar nu depinde de n.

n mo tl' 2
Ie tiu C1e nstrarea teoremEI de baia a aCEStel luclall a mai fOSt
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LEMA 4. Sd considerdm un numdr pozitiv 8§ $1 sd notdm cu vi(x,y),
vo(%, ¥), vs(%, ) multimile perechilor de numere (i,7), unde j =0,1, ...,
n--1 8 1=0,1, ..., %, penlru care avem respeciiv

2wl B ‘—v—y'>8, ——x|< 8, i—y")&;
L3
L x| Ly | > 8
n n
Cu acestea avem
Y oplmy<BEL Y gl (ry) < <020,
(i, /) Evi(x,5) LUl (L1)eva(x.4) L
Gl C(2p", 29
)y = (x'y)g,zp’-!-q'azrp +q)

(1,1)€vs(X,y)
b osioq fiund intregi nenegativi, iar C(p, q) fiind constanta din inegali-
tatea (8).

3. Folosind formula lui Taylor si tinind seama de lemele de mai sus,
se poate demonstra

TEOREMA 1. Dacd f(x,y) are pe A derivate partiale marginite de ordinul
N > 2, atunci are loc urmdtoarea egalitate asimpioticd

N v oq S L) 8,
S _f ; e i A e - %, B (9)
Bn (f: %, 9) = flx.9) + vgz By —nlk! f,rv k (%, ¥)+ )
N T L y . . T
unde s = [ 3 ], iar ey linde la zero cind n tinde la infinid.

9 ne conduce

De exemplu in cazul particular N = 2, teorema aceasta
la urmatoarea evaluare asimptoticd, care credem ci e interesantd :

g ¥(1—x " xy M (1 — " 2
Bu(fi % 9) =fx9) + 222 fa(my) — 2 1 () + 222 fn (,9) + 2.
(10)

Fvaluarea aceasta constituie o extindere la doui variabile, in cazul

polinoamelor de tip Bernstein de la (2), a unui binecunoscut si important
rezultat obfinut de . V. Voronovskaya [2]. _ .

Se observd cd ordinul cu care polinomul (2) aproximeazd funclia

f(x, ) nu poate fi facut (exceptind funcfia lineard) mai mic decit —
n

Tinind seama de teorema 1 si de lema 2, se poate demonstra
TrOREMA 2. Fie
N v © o 0 ;
; 4 = lim #5| By(f ; - —=—5 %W e k(% ¥) |, (11
Ralf; 290 = imw Bu(f5 5,9) — 3 B0, 5 Gyl 0, 11

N+1

undg 5§ = [ ], A'Ug‘”‘l-
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Rulf: 2 A(Nm—k.k(x'y) () N
n(fixy) = kgﬂmfx!\f—kyk(x; 3 p= [‘?] (12)

Pentru demonstrare se are in vedere ci

) ok R i
RN(f' x, y) = — lim _ngﬂ(;‘y) Sg:)_k,k(xs.’}’)f,gp-k,,k(x: }’) =

Nlpyew =
) (n)
_ Yo N=k pl39) Sy pla)
=0 (V=B B npes nk

Formula (12) se obfine de aici tinind seama ca

()
s (% 9)
. TN—kk ) q
tin 2 ), ) o
Cazuri particulare. 1°. Dacd N = 2, rezultd s = 1 si avem

"

i Ll 1) " &
Rf; %, ) = 5 Ago(® 9)al¥, 3) + AL} (5. 9)f7, (%, 9) + — A (%9)f (. 9).
Tinind seama de (6) si (7) gasim ci
. _ #1—x) o " p(1— “
Ro(fs %.9) ===l 9) — nf, (% 5) + L(igi)fy.(x. ).

2°. In cazul N = 3, avem s = 2 si

_ #(1—#) (1~24) H(1—2x)y
Ry(f; %, 9) = L)—é—) falz, y) — 24 22 W i, ) —

xy(1—2y) v y(1—9)(1—2y) v e
= i Srpr(%, ¥) +_G___y S (%, 9).

4. Deoarece e inutil si calculdm toti termenii lui S§")(x, y) pentru a

gasi expresia Ry(f; x, y), vom indica o cale care simplifici in mare misuri
calculele. In acest scop vom enunta

TrOREMA 3. Awvem
(W 1
ANiee(x,y) = MTBN-k.h (%, ), (15)

unde By-r,u(%, y) sint polinoamele in x si y definite de relatiile de vecurentd

B,\;-klk(x,_"\’) == ?’I-(Ar — &k — ])x(l = ?C) BN_k_g,k(:\:,y) =

— nRXY B n_g—1,k-1(%, ¥), (16)
BN—k.k(.x:y) =n(k — 1)y(1 —y) By_t,e—2(%, ) —
— (N — R)xy By_p—1p—1(%, ¥). (17)

(Boo(#, ) =1, Bio(%,y) = Bg(x,y) = 0).
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Cazuri particulare. 1°. In cazul N = 2, luind £ = 0, 1 in (16) 5i & = 2
in (17), obtinem :

Bao(#,y) = nx(1 — %), Bii(%,y) = —nxy, Boa(x,y) = ny(l —y).
! 92°. Daci luim N = 4 si inlocuim k#=0,1,2 In (16) §i k=3, 41n(17),
i gasim
Byo(x, y) = 3n2a2(1 — x)%, Bsy(x,y) =—3n*x* (1 — 2)y, Baa(%,y) =
= n2xy(l — x — y + 3xy), Bra(x,y) = —8n*x*(1 — ), Boulr,9) =
= Sn¥y3(1 — )2

' ‘5. Pe haza consideratiilor ficute in aceastd lucrare se constatd ca
putem forma, in cazul cind funcjia f(x,y) admite pe A derivate partiale
tni la anumite ordine, polinoame analoage cu polinoamele B,(f; ,¥)
de la (2), dar care converg mai repede citre functia f(x, y).

fntr-o lucrare viitoare vom reveni cu detalii asupra rezultatelor pre-
zentate in aceastd notd,

O MPUBJIMXEHUM <¢OYHKIMKM ABYX [MEPEMEHHDBIX
MHOTOUJIEHAMM THWIIA C. H. BEPHIITEMHA. HEKOTOPBIE
ACUMIITOTUYECKHE OLIEHKH

KPATKOE COIEPKAHHWE

B sT0fi 3aMeTKe JOMNOJHSIOTCS PesyJabTarsl onyG/HKOBAHHBIE B IPEMHEH
sameTke [1], OTHOCHTENRHO MpHUO/IHMKEHHS, JaHHOA Ha TpeyroibHHKe A ¢
(1) ¢ynxiun f(x, y) muorousnedom thna C. H. Bepumreiina n-oro mno-
paaka ¢ (2).

B ycranos/ienui pes3yabTATOB HACTOALLEH 3aMETKH HTPalT BaMHYIO
posnb MHOroutenbl ¢ (4). [Ipu nomomu aemu 1—4, ‘aBTop OOHAPYIKHI He-
CKOJIBKO CBOMCTB THX MHOIOYJICHOB. 3aTeM JokasaHa Teopema: ecau f(x, y)
useer Ha A 02paHudeHHble HaCTHbLE Npousdsodnsle nopidka N = 2, 1o umeercs

N+1

acumnroTUveckoe pasencrso ¢ (9), ede s -——[ ], a g, — 0 npu n—eo.

B uacrom cayuae N =2, noayuena Qopmyna (10), spusiomiascs 0606-
ieHHeM NIHPOKOM3BECTHOro pesynibrata E. BopoHOBCKOW [2].
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SUR L’APPROXIMATION DES FONCIIONS DE DEUX VARIABLES
PAR LES POLYNOMES DU TYPE BERNSTEIN, QUELQUES
EVALUATIONS ASYMPTOTIQUES

RESUME

Dans cette note I'auteur compléte des résultats publiés dans une note
antérieure [1], relatifs 4 l'approximation d’une fonction f(x, v) définie
sur le triangle A de (1) par le polynéme du type Bernstein de n degré de
(2). A T'obtention des résultats de la présente note, les polynémes de (4)
jouent un réle important. Par les lemmes 1—4, l'auteur a mis en évidence
quelques propriétés des ces polynomes. Puis il a démontré le théoréme
suivant : s7 f(x, y) @ sur A des dérivées partielles bornées de U'ordre N > 2,

alors a liew I’ égalité asymplotique de 9), o s = ik

et e —0 quand

# > oco. Dans le cas particulier N =2 a été obtenue la formule (10),
qui représente une généralisation du résultat bien connu de E. Voro-
novskaya [2].
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