ASUPRA LANTURILOR CU LEGATURI COMPLETE®)

DE

R. THEOLORESCU
(Bucuresti)

Notiunea de lanf cu legaturi complete a fost introdusd in teoria proba-
bilitatilor de citre O. Onicescu si G. Mihoc in lucrarea lor [34].
Originea acestei notiuni a fost preocuparea autorilor de a gisi forma de
dependentd cea mai generald intre diversele variabile aleatoare. Aceastd
nofiune a fost extinsd imediat de W. Doeblin si R, Fortet [10]
siapoide R. Fortet [11] in teza sa. Studiul sistematic al acestor lanturi
apartine mai cu seamd probabiligtilor romini.

Materialul cu privire la lanturile cu legituri complete se gasegte risipit
intr-o serie intreagd de memorii si monografii. Datd fiind importanga si
actualitatea acestui nou dar bine conturat capitol al proceselor aleatoare,
ne-am gindit cd ar fi bineveniti o scurti prezentare de ansamblu, insistind
bineinteles numai asupra rezultatelor centrale.

1. Notiunea de lan{ cu legituri complete

Si considerdim un sir de variabile aleatoare

s suar Oy 5 5 e (1)

tiecare putind lua aceeasi mulfime finitd de valori R = (0y, » »:5 mer)care,

pentru comoditate, le vom presupune numere reale, adici wy;e R, 1 <7 <
< m--1. Si presupunem de asemenea cd se da re yartitia initiala o, = P(w)),
< P I it ! J i

m+-1
gL m+1, Z $;=1; in acest caz variabilei £, 1i va corespunde schema
/=1

(J)j‘

£ {fjj},lgj\{m,—{-T.

Mathematica”, vol 2 (25), fasc. 2, 1960.

) Aceastd Iucrare apare i in limba rusd in revista ,
R, Theodorescu, Procese

Pentru detalii, vezi monografia recent apdruti: G. Ciucu,
cu legdturi complete. Bd. Acad. R.P.R., Bucuresti, 1960.
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Sd notdm acum cu A 7 < m /
s cu pim, lugjg m +1 (ph =2p1 <7< m+1) probabili-
atile absolute corespunzitoare variabiles de rang n
- (.dj 1= ‘ m
W lpm) 1<I<mA 1, p =1~ F pm
i=1
F)rm defn)upe, O. Onicescu $iG. Mihoec [34] (vezisiO. Onicescu
27—31]) numese sirul de variabile ale o e
. SC S aleatoare lant itury
variabil simply, dacd probabilititile | (]<) LS; /‘”f CIN o
e ; 5 m punza
variabilei de rang #-1-1, sint de forma ik Vo

Ml gt o) ()
Pi = P, i P = [N (A7, L ) = £ ()
1 Cad<m+l el =18 . ,]

) m-
0<i<L Y Ah=1
J=1

m 1poteza cd la momentul » s-a prezentat valoarea w;
i

In cele ce urmeazi ne vom referi la functiile £ drept functiile fund
mentale ale lantului cu legituri complete consider;t. Rezultd din defi 1';_
datd ca un lan(i)cu legaturi complete simplu variahil este complet de‘c(21'1111;1111,:1;1;t
derma:tr'mﬂe F = (fﬁ”}) neN* si de repartitia ifiald p, (1.<j<m 4+ 1)

?.Vldﬁ‘llt, aceastd definitie poate fi extingi Ia lanturile multiple ; fntr
ade.varl, un sir de variabile aleatoare (1) formeazi un laui’; cu legatuari (:011'11 1 tﬁ
variabil de multiplicitate /, daci probabilitatile j)mH) ] <L j<<ml A i)‘e' e
punzitoare variahilei de rang #-1, sint de’forlmja L heh i

(n41) — 4l (1) =
/}f = (p o T p{n !+1})’
r "<_:}]l ey j{! i *< #i - ln i EI\“:E:
s1
(1) oL
0 = j,....jr‘j‘g [. S 4(:1)...;',.1 == 1;
=1
in ipoteza ci la momentele
. yewoy B —10+1 s-au  prezet i
valorile Wy oeey Wy | : P
2

Vom. adopta urmatoarea terminologie. Un lant cu legaturi complete
este stafionar, dacd functiile fundamentale ng de;;iucl explicit de np' dz
asemenea, dacd functiile fundamentsle depind liniar de P 0
vom avea de-a face cu lanturi liniare. Fentru cazul m=1, vom follojsi It.éI.’I'l]ElT[ﬂ,

de lant alternativ,
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2. Relatia funetionalid a probabilititii (otale

84 notam cu P (p) (1 i < m+1, n e N¥) probabilitatea totald ca,
dupd n pasi, variabila %, sd ia wvaloarea «; Vom observa mai fintii ca

m+1 5
pln4-1 (1 (1 (2 (2 (
P E” }(P) = Z Py, /j;,}h(l’ )) fja.’fn(p )) ce [jf,)z'(p(“))-
fk=l
I<k<n

Dacd lantul considerat este stationar, atunci aceasta relatie devine

m+1
I 2 (
PO = Y i L@ Fs (0 Y a0
I =1
ISEkSH
de unde rezultd pentru aceste lanturi relatia funcfionala fundamentala
41
Rt = IZ] PP (), 1 < i o, (2)

mn

P =1 - 5 B0,

unde §;(p) = [f;1(p), .. ., f1,m(p)] . Aceastd ecuafie obfinuta de O. Onicescu
si G. Mihoc [35,39,41], va constitui punctul de plecare la o serie de
lucrari pe care le vom aminti in cele ce urmeazi. ‘

Fvident, pentru un lant alternativ relatia functionald (2) devine

PU(p) = p PO(f(p)) 4 (1 — p) P™(e(p)),
ha =" =20 b :‘]"-

unde

3. Exemple

Din insdgi definifia dati se poate constata marea generalitate a lanturilor
cu legituri complete ; intr-adevir, cel mai simplu si totugi cel mai concludent
exemplu este cazul in care functiile fundamentale nu depind explicit de
probabilitdti, ceea ce revine la faptul ci sintem in prezenta unui lanf Markov.
Mai mult, orice lanf Markov de multiplicitate / poate fi considerat ca un
lant cu legituri complete simplu.

Vom aminti acum o schemi de urne (O. Onicescu, G.
[41]). Fie o urni initiald U, cu a; bile de culoare j, 1 L7 <m+1 i fie
a}““, 1 < j << m+1, compozitia urnei U, 4 (a}” =a; 1L jLm+1), data

5 . 3 o : ) :
dupa regula urmétoare : dacd compozifia urnet U, a fost a}’ L L7 L<m+1,
si in extracfia de rang » s-a obtinut o bild de culoarea i, atunci compozifia
urnei U, este dati de

n}”“’ - !r.f-}”(ag”’, vy, @), 1 L mL, ne NF,

Mihoc
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unde functiile iz}}’) (1 <1, j <m+1, ne N*) sint definite pe N si cu valori
totin N, N =0, 1, ...). Rezultd atunci o schema corespunzitoare urnei

U, este

Cl}'m () Uj(' ) .
(jb(“)) ? pf = mTi o \i_f -< m--1,
e R
k=1

iar cea corespunzatoare urnei U, ,
(n+1) (n), (n) (1)
(“" ) o MgleyT ey
(n+1) |’ iz
; (12), (n) n
ﬁJ‘ kz Dy (n] s (’J(rzgf-l)
=1

Dacd presupunem ci functiile 4P (1 < 4, i<

m—+41;n ¢ N*) sint omogene
de acelasi grad, deducem ci

(n+1) (n) ¢, (m) ;
Py =l (pt) 1 <5 m,
adicd tocmai un lang cu legituri complete variabil,

Aceastd schemi foarte generals, contine drept cazuri particulare scheme
cu numeroase aplicafii. Asa de exemplu, ea confine schema generali de
contagiune in progresie aritmetici, adici

(n+1) (n n (n)
a; = }ﬂ,'j)((ifg ), - “m+]) =

& + Syd;, 1 <j < mt1,

unde d;, 17 < m+1 sint Intregi pozitivi dati. Aceasti schems confine
la rindul siu, schema de contagiune a lui G. Pélya [43], care se obfine
pentra m =1 ¢i d; = d, = d.

Se pot construi si alte exemple, cum ar fi schemele in progresie geome-
tricA sau chiar fenomenul statistic al invaliditafii, dupi cum a aritat G.
Mihoc fn [26] (vezi de asemenea O. O 1njc esety G. Mihogc¢, € 1T

Tonescu Tulcea [427).

4. Legea numerelor mari. Sistem cireular de urne

Ultimul exemplu amintit mai sus pentru m = 1, d;, = d, = 1 poate fi
interpretat astfel : dintr-o urni initiald cu a, bile de culoare 1 si a, de
culoarea 2 (a, + a, = M) se efectueazi extractii si dupi fiecare extractie
se inlocuieste bila extrasi cu o bili de culoare contrarie. O interpretare
echivalenta este urmitoarea : fie o urni initiald cu M bile de culoare 1 si

2 i sd considerdm sirul de M +1 urne cu urmitoarele compozitii
(0, M), (1, M—1), ..., (M—1, 1) (M, 0).

Evident, urna inifiald consideratd va fi situati intr-
sit. Dacd bila extrasi din aceasti urni a fost de culoare 1, extractia urmitoa-
te se face din urna precedenti si daci bila a fost de culoare 2, ea se va face
din urna care urmeazd. Obtinem astfel sistemul circular de urne considerat
de O. Onicescu §i G. Mihoc [36, 38].

un anumit loc in acest
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initiald iti e — i este numirul
Daci urna initiald are compozifia (a,, @) §i @, = a,, iar v es

i i i 1ci dupi aceste
de bile de culoare 1 obfinute in 7 extr‘ac‘gu succeslvg, atu1} Dag cin .
extractii urna va avea compozitia (a; — 2v +n, a; + 2v — n). :
4 w
caz rezultd, ca ; :
lim — =—;
n—row il

; 2 ; % -
aceastd relatie pune in eviden{d un nou aspect al legii numerelor mari §

it : .
anume frecventa — tinde, pentru n — oo, citre 5 o sensul clasic al analizei.
: ’ - v . . e . v '.,

Schema de urne consideratd posedd si alte proprietdfi care dlf?f& ({:OHtSl
derabil de cele obisnuite din teoria variabilelor aleatoare independente,
dupd cum. au aritat O. Onicescu §i G. Mihoc [41].

0

5. Lant asociat si modele pentru invifare

Sa revenim la definifia unui_ lant ct}c liigé;cgrin c;odu&%nlztr;?nsﬁgiﬂlu ;ﬁj{;ﬁ;}ﬁt
i s4 a a ¢ i ata ; |
z‘;tseaz'i 3::) Ze:;::g;li11C:x;2ri1;)1?§.ed§1rEltzlge;piel ca probabilitdfi a.'le Iai &y .Vilonle
% .(p(n)), 1.<j<m+|1, stiind cd probabilititile respectw‘eu al.e lui c_,,;: a?;l
fo';,t f,}n», 1<j<m+1, este p. Tinind seama de ?C’E?bta {11;:%53? Ia_m;
0. Onicescu si G. Mihoc [37] au nlltr?dus l(m_t'r,:'. qsowiobabﬂitate
cu legaturi complete (9 41)ne y+, care Arqzrezmta vectorii de p
corespunzitori sirulti (En)n e y+ astfel incit

()] .
41 :(L‘(P ) ), 1L Lm 1, (3)

(n)
]
Putem considera o schema mult mai generald (vezi R. T heo :1 ore f_ cu
[49]); anume, fie ("é,,),, «n~ un alt sir de variabile aleatoare i fie Q= (wq,..., @ry1)
inita i 3 a ia fiecare din aceste varia-
multimea finiti de valori pe care poate sd le 1;1+]1t1ecq iy 15 v
ilitatile p o <L ¢ : = iind date,
bile, probabilititile p; = P(w;), 1 L7 <+ 1, glpf

i= ] 1 r,‘
locul sirului (3), putem considera sirnl mult mai general (7 1)nens
pentru, care -

fi(p™) _ @
fin+1 - , e L i
Fr‘(l’(")u ii(n)) ]
=% s : o n s
unde p(") are o semnificatie analoga cu p( , lar
t+1
0L F<1, -21 Fy=1,
!:
Evident, dacd #m = ¢ si
FO", 5 = A
14 »
regisim schema (3) a lui O. Onicescu si G. Mihoec.




$i G. Mihoc [39, 41] printr-un exempluy.
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e e o

Sub o formi echivalents, (4) se poate scrie

92", L, p ‘ :
N1 . ~ - . 1 < .’\<[ - l', (.r))
G, o, PN B, 1”;1)1)) y

ficind sd apari din nou probabilititile corespunzatoare ultime

i valori, unde
§; sint expresiile analoge cu f,, introduse la punctul 1, iar

L R B, pM) 1 it

Dupd cum a aritat R. Theodo rescu [49], modelele aleatoare
pentru fnvzi;rare, considerate de R. Bush si F. Mosteller [3], si
anume evenimentele controlate |, de experimentator”, , de subiect’ si,,de
experimentator si de subiect” reprezintd cazuri particulare ale schemei
generale (5). Mai mult, evenimentele controlate de subiect reprezinti un
caz particalar al schemei (3), dati de O. O n i cescu §iG. Mihoc [37].

6. Teoreme ergodice. Teoreme limits

Comportarea asimptotici a probabilititii totale a ridicat numeroase
proble me teoretice, care au fost rezolvate cu succes de O, Onicescu
si G. Mihoc fn [35, 39, 41]. Ei au considerat un lant cu legituri complete
stafionar pentru care sint verificate urmdtoarele condifii :

(i) functiile fundamentale Jisp) 0Li<m+1,1 <7< m) sint definite

m+1
$i continue in domeniul A: 0 <HLLILT<m 4, ) Py =1 gi verifica

r 1=

conditiile
0<fisM <1l QA Li<m+1:1 < 7m);

(i) functiile fundamentale Juup) ALig<m1L1; 1 <7< m) admit
derivate partiale de ordinul intii continue, verificind condifia

1
|
=

J
pentru orice £, 1 < & <
(iii) cel putin o aplicafie f;, admite un punct de atractie unicY) in inte-

riorul lui A ; in aceste conditii lanful cu legituri complete considerat este
ergodic, adicd

. i .
lim Pf ')(p) = P, = const., 1 L1 L m+1,
Tt}
Vom observa ci conditia (i) se intilneste in studiul lanfurilor Markoy,
unde (ii) si (iii) sint banale. De asemenea, conditiile teoremei sint foarte
apropiate de cele necesare si suficiente, cum de altfel au aritat O. Onicescu

1) Adicd iteratele oricarui punct converg citre un punect limijt

i unic,
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i aturi dat si
i ivire lanfuri cu legaturi complete a dat j
reme ergodice cu privire la jatu: _a dat gi
R }?ior tet [%1] in teza sa, folosind rezultate sfljecEale asqp]ra iter Bigtﬂ?lll
qilimtiilor liniare. Aceste teoreme sint apoi folosite in studinl complet :
: . . . =
::ompc;rtétii asimptotice a lanfurilor liniare alternative.

i nuinite
In aceceasi ordine de idei, N. Praporg els cu [I‘tf}é, 1f01101ji] 1.1(()1 an(t)u; -5
i heci ii, regiseste pe altd cale rezultatele Jui O. O
sisteme speciale de ecualii, regasesgte | 7 Jui -
zlitf-;cu E.1 G. Mihoc [41] si alelui R. Fortet [11], amintite mal

i s = Wy -t 6
Fie acum un lan{ cu legaturi complete stafionar s1 sa notamecu Pt 0)
functia caracteristicA corespunzatoare sumel

'g;”:til 4.+ En —n 0.

FEvident, are loc relatia de recurenta

m41 ) o
FOp;1,0) =Y, py ™% FO N (p) 5 1,0),
_ p

— ; ; : e

bermite studierea comportirii asimptotice a lantului cou§1derelllts.t1}‘?;efcncré

szflil alternativ, O. Onicescu si G. Mihoc [40] au demonstr .
Cc 1 ) .

in anumite conditii, 216
s
T f(n+IJ (I'; _fj ,6) — g 2 ]
noo V’”

itd E ie ; i u lanfu-
unde (0) 5£ 0, iar A, este o anumitd valoare proprie ; (:Ta 51f§§€1§gnsideiﬂ
: : a 7 (o =
rile Markov, obtinem asadar legea normald ; cazul m >1 a
2 ¥

de M. Iosifescu in.[20].

. S ) T
7. Lanturi eu legituri complete in sens larg

Lanturile cu legituri complete in sens larg au fost consic'%;:m’lr‘,z clff;;gc:

_imq‘o{ré. de W.Doeblingi R. Fortet [‘lﬂj ca o gen?;a Z]%le Sei

Ellan(tutilor introduse de O. Onicescusi G. Mihoc [._e. q];: et
relnate apoi de C. T. Tonescu Tulceasi G. Marines 3]

o formd si mai generala. ‘ =
Fie deci © o multime cel mult numerabild de start g1
J
W= 11 ¢, Xx=1I &,
je—N je N*
intd si s cartezian sl
de — N ={ —1, 0}, iar IT reprezintd simbolul de produs C’LI‘ILZI : 4
unde — N = {...,—1,0}, sin e
Q/ — Q in ambele cazuri, Spatiul W constituie g:j:a-numﬂ;ul spatiu
P . ;. r fi ¢ eneral,
murti ¢, iar elementele lui X vor fi notate cu x. In g

o =TI ¢

i€l

[
5 - o : ol
unde ¥ = Q, jel, elementele lui Q) fiind notate cu w
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Firi a intra § 3 e
ra in det ! cl ..
(Zie e a]\_t)l, Vom spune ci sirul de variabile aleatoare (¢
larg si Stationé 2)) s +++y) constituie un lant cy le aturi red(.n)nez
! r%), daca probabilititile de Erecereg r1 complete in sens
p a o
Enri =0l =0y, & = i) = Pl
= 0

sin = M- e @Oy, 00 I I 1 Orice w gl
2 ] 0. ; €

0L Pe; w) <1 :
J Jar m)E:QP(c,m):l
Plc; w) = P(c; w),
(n+1), |
PUes0) = 3 Ple; o) PP (ue ;o) s 0), !
unde ?,&(- _w,) . - “{EQ 2 » » ’12‘11
: reprezinta aplicatia lui W {n W definiti de relati
o 3 , relatia
u(c,m)ﬁ(...,w,l,mu,m’), C= o, it o 0%
i) =%, 0/

Interpretarea ilitAtii

probabilititii de t

e TEecere ca o masurdi pe '
e (.:C ’11‘ uI (:0111 [87] pe }?Iz‘iza teoremei de ezliten;iz:n?fip;é&rlﬂ%us
voltarii i € b scuTulcea [147) g ¢ 5 1a b
e teoriei proceselor aleatoare in geuerag. T}J:tifqt?re”s}'ca e
. = (0 ..., o) e QM — W) g5 punem it s e
pI. { G P, b= J;

P T S .

: e o) L_.P(c o) Pufe; o) ; w,) ... Pu(c;

1ar pentru orice parte 4@ — ¥ S

Pr(e Aw) :(”2 Py i(e; "),

f & (), n "-A(J)
unctiile P™(g; 4Y) fiing definite aralog cu (6)

Fie acur
1 & corpul b i
B - P orelian corespunzi e
€% este de forma ] ator Iui X si o5 presupunem cj

-y (L),r_[) ; Wy ), £>JJ

B — o=l
unde Amel’:]’”‘zm %). 84 introd A
= -S4 in i ili
:oc ucem atunci probabilitatea Q° prin relatia
Q(B) = Pyy(e; AY);

daceas é‘L Bl b'{}) l icl 1 1 eoremes ain ate e 1mde 1 1 (
d t Toba 1T & conto
) 1 T
= rj n te se
umni DE L, .A- Llllgelll clbtfel IEL llltE_‘I )Ielalea dOI’Ita d]:;()ai e \]e]c Ila §
] e a

])(“) c ,t 0))] c pr I ( 4(‘)
Sllb 0 e )I{)bab t (!: ) L’ Q( (03§ p a ) ol b
111Ta CO11C 1onate @ espunz t() 1re rocesu ui alea or
f Ima (l 1 Il t o A S@e [,t

X0, 68, 0%,

) N
€ Vvom ocupa in
: ain ce e 7
stationar, P le ce urmeaza numai de acest caz, as
A5

?

Ealal ) R_ezu!tattﬂe Ini C. T. Tonescu Tul e e
| E:) jﬁjsggl cvaSiregu]alte. 5 lcea au fost ulterior relnate de N. Dinculeanu

: 1, rél)izgsr“‘e[;:;zzntﬁ mul%imea intregilor a, G b (& < b
i pul borelian atagat Ini Q, iar X 4

(0) . o
Q- notatii analoage pentru proiectii. corpul borelian corespunzitor lui
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Evident, lanfurile cu legituri complete in sens larg ) contin lanturile
cu legituri complete in sensul definitiei de la punctul 1. Se poate arata

(de exemplu, A. Blanc Lapierre, R. Fortet [2]) cA un lant cu
legituri complete se poate reduce la un lant Markov simplu cu o mulfime
aceasti reducere nu prezinti insi interes practic

convenabili de stiri;
deoarece conduce la o mulfime de stiri mult prea complicatd si greu de

manipulat. Se impune deci concluzia de a studia direct aceste lanturi ; fiind
insi extrem de generale si putind cuprinde evolutii de aproape orice natura,
vom introduce o serie de familii speciale de lanfuri care conduc la dezvol-

tiri teoretice relativ nu prea complicate.
Aceste familii de lanfuri cu legaturi complete sint asa-numitele lan-

turi de tip (4), (B) si (G). Vom spune cd un lant cu legidturi complete este
de tip (A), daca existd h, 0 < h<<1 si un numir M,0< M < co astfel

incit
|P(c'; w) — P(¢'"; o)) < Mg, (el )

pentru orice ¢, ¢ e W §i we L, un de
’ PR o J
Ph(cl c )—EOIL"
je—N

r

g == (. ol tig), €N (s BOLy5 00

jar 0; este egal cu 1 sau 0, dupa cum w’; diferd sau nu de w’;.

Un lant cu legaturi complete este de #ip (B), daci pentru orice ¢, ¢'e W,
weQ, 0¥ = (0, ..., 05 ¢€ Q") are loc relatia

Plu(c; o)) = Plu(c’; o)) (1 + 6 <),

unde 0 = 60(c, ¢’; ,8), |B] <1 si
g = U, Z gs <L @,
SEN®
iar
w( -5 =u(;0q) 0. 0n(;w).
au fost introduse de W. Doeblin gi

Lanturile de tip (4) si (B)
eme ergodice corespunzitoare

R. Fortet [10], care au dat gi primele teor

acestor familii.
O altd familie importantd de lanfuri cu legaturi complete este formata

de lanturile de tip (G), introduse de G. Cincu [6,7] in vederea demon-
striirii teoremei limita centrale. Anume, un lanf cu legaturi complete este

de tip (G), daca existd o funcfie PY, definith pentru orice 4 @ = (le N¥)
si doud constante L si A >0, astfel incit

| PV (c; AY) — PR (AY)| < Le

—al'n

pentru orice ne N*, si ce .

§) In cele ce urmeazd vomn renunta la expresia ,,in gsens larg”

kanturi,

, fiind vorba numai de aceste
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8. Teoreme ergodice uniforme

Fie E it linj
tiars s hu}rrllg.‘;]%e;gm liniar peste corpul numerelor
c - Vom presupune ci £ est
Loy _ : y este un ¢ i
0 J]r. I 551) ll%’ un spatiu Banach in r i
Pn € b, || Pn Ill < H, nelN*

loll, < H, unde H este 0 constants.

om nota acum Ccu clas 1 2 —
. \/ m t C( l? E) ..[ a e - . T
':;[ 1T b . ! _:._ Sd 0 )E'Iat()l' § fig I B ini i
].-.l],g ”! . ( H Zr ” < ). % 1 d 7 S ‘ IOT e ]J B care sint ]11118.1!
(II) thsta (8] C()llSt x

complexe si B o parte
g @ Banach in raport ey
aport cu norma ||.||, si in plus

| ¥ & s

, lim — o] impli
S lon— o =0, mplicd g e B si

_ antd pozitivd K astfel ncit

” (ITI) existd doux constante pozitive F o e S

Ul <7ligfy + R ® patives B o o,
r i e[| pentru orice oeB:

(IV) pentru ori i |
e B I orice parte 4 — B marginiti in B, U(B)

<L K, ne N*:
0< r< 1 astfel incit

este compacti

(.,[1 dL(.‘atﬂ (]EJ nit ) 1()!: t“ . ]. I 0 2 e8 $| > 5 I\I ar1-
1nitn sl g a C
. > 3y nesc u l u I C b
nescu 1-) C 7\11 (16”1()]].‘-3_ Ll a ca (]aCEI (] € C(l?’, 1:), < tl]]lC] nu eX(ISta deCI‘-
a I0 v » )\,r) ae v (1]‘”1 TOPrii ae HlOdLll I l]e ] 1 5
11 num AT h”lt S 11 ‘J S1

) 1
Ul[ e Z 1 U n
— ST s T
d Ao Ui == K=

unde {J;, 1 <4 1
i fntr-()\\i)ar\’é }?i ];ilillj[% orixequtog Cinnarl $1 mérginiti definiti pe B si ¢
Al e niard a lui e dimensiune finits Fatos

1 marginit, definit pe B si cu valori tot 1n erll_llta P v

5 si

U = £ g
i =U, Uy =0 (i £5), UV = VU, =g,

; M
[ T/‘”]___<‘ —L—“Jrh)n 5 neN:;;'
unde M si j

s a const: iti
nt doua constante pozitive convenabil alese

Sd amintim ac i
e qp{-':i']flflﬂial]“td'Lunl citeva exemple de astfe] de
. | spaf etric compact de dj 4 i
. . i act de distanta p g
H111'1%11:.1_;?511‘6 sau complexe, definite pe’ H—’p S
st spattul CL(T) al functiilor ‘

Y operatori. Fie deci

- (1) Spatiul functiilor con-

>d co g:|

oy e )1‘ ; 11931('1‘61 am, de asemenea,
blexe, definite pe W, pentru care

m:(rr} = sup f_q"(i’)__fq:ii& =
cetelv  ple!, 6 R

P

_[_:‘ld(‘l f, ( ]’V S L. [ sint S ai“ Igc]lcl(_]l re ec 1 Cu 1¢ ele
( ) S1 (, ( ”) S L}) a esp v 11 apo t
o | 10T111e

el = e 2(c), el = m(e) + || o

CL(W) < C(W),

G. Marinescu 24, 95 i
a1 sus, sint verificate pehtrij EZ:) J% (,I!I(%ll-')nsliugj :CO(I} ([11(1%1;/1}3

dupa cum rezulti dj
A din
(I), (IV), formulate m

i
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Fie acum o multime arbitrard, W un spafin metric compact, X un
corp borelian de pirti ale lui Q si P(-;-) o functie, eventual complexa,
definita pe W x X, cu proprietitile :

(i) variatia totald a lui P(c; 4) pe £ este cel mult 1 pentru orice ce W
i
(ii) P(c;-) este o functie complet aditivd pe X, pentru orice celV fix;
(iii) | P(c'; A) — P(c”; A) | < Hople', ), unde H este o constantd si
o distanta asociata a lui W.

Si considerim pentru orice weQ o aplicatie u(-; @) : W — W cu pro-
prietatile :

(G) e(u(c’; ©), u(c", ) L rp(¢’, '), unde 7, 0 <r < 1 este o constanta
care nu depinde de ¢/, ¢ e IV ;

(Gi) {w! u(c; w)e Bye X pentru orice cell” si orice parte boreliani
e W,

Cum pentru orice g e C(W) si celV fix, g(u(c; o)) este o funcfie X-masu-
rabild de w, putem defini operatorul U pe C(I¥) prin egalitatea

Ug(c) ::S Plc ; do)o(u(c; »)), (7)
Q
care pentrtu o multime cel mult numerabild  se reduce la
Ugle) = 3, Ple; o)elu(e; o)) (8)

relatie care, evident, confine ca un caz particular relatia functionala (2),
dati de O. Onicescu si G. Mihoc [34, 35], cit si relatia (6).
C.T. Ionescu Tulcea si G. Marinescu [19] au aratat ca
| U"|| =1, ne N*¥, iar restricfia operatorului U la CL(IV) apartine clase:
C(B, E), unde B = CL(W) si E = C(W). In cazul densitétilor, adica atunci
cind
Pc; A) ;S U(e; w) dP(w),
A

ceea ce revine la considerarea unui operator de forma

Ugle) = { 4le; w)a(u(c; @) dP(w),

o teoremi analoagi a fost datd de G. Ciucu [5].

Operatori particulari de forma (8) au fost studiati gi de R. Fortet
[12] in legiturd cu anumite probleme de repartifie a valorilor unei functii,
clt side S. Karlin [21] 5i M. Kennedy [22] in legituri cu mersul
aleator.

9. Lanturi de tip (4)
W. Doeblinsi R. Fortet [10] au dat prima teorema ergodica

relativ la lanturile de tip (A), folosind proprietdfile unui operator parti-
cular de forma (8). Problema a fost reluatd de C. T. Ionescu Findliciea
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$iG. Marinescu [18] intr-o form# 8
) e . generald, Tntr- ar, si
nen:: ca fl_lncpa P(_c : /{), introdusi la punctul 8, este rggfe”lvzir, I§d 'pls‘]esupw
pentru orice c_eW fix ; in acest caz se poate ardta ci 1 e t 4 1 e )= ']
a operatorului U, dat de (7). e
Sa aplicim acum aceste rezultate la cazul in care

e . Q est i
metric compact si IV este spatiul de drumuri Q—V este un spatiu

, introdus la punctul 7, iar
p{{ll, C”) = Z]Zj pl((.u'_j, Cl)ij),
feN
unde o, este distanta atasatd lui i
Py este J §ata1u1Q§10</z<1_Dre'tf tie
(l};a (fa:iph(;:a,tlxa introdusa tot la punctul 7, care evident lireri?ilézgltlsogdivg?
1), (ii) de la punctul 8, iar tunctia P(c; 4) o vom interpreta ca probalﬁllite

. v ’

St 1 aI B} da E ar 11s 11111 I C 54 se TASeasca ( il:l
‘!a ea lfaA 1 siste (‘a“” (] 1pa ce D e d Lk e

un paS Illf:I-O btale dl].l IIH.].].!:] nea 11@ K LllldF_' z ESI e e %

din Q. orpul partilor boreliene
Putem atunci cu aj : 1 = S
e cu ajutorul operatorului {7 g3 definim functiile p(u){c; A),

POc; d) = P(c; 4),

PR A) — TP ), m > 1,
care poate fi interpretati ca probabil
gaseascd intr-o stare din 4% dupd
celV. |

Vom aminti urmitoarele dous
5 - oua rezultate +
Tulcea si G. Marinescu [18]: , date de C. 1

(I) Dacd A, =1, 2, ..., A, sint lorile it
ratorului U, atunci penztru o’rici ﬂeN\;a #F1e propril. de mgdul 1 ale =

itatea fa un sistem aleator si ge
7 pasi dupd ce parcursese drumul

. lonescu

P
1 L
p("J(C;A) =Z] A?'Pf(C;A) |- P(n)(c ; A)
=

1
Sup == L ]\j PU) e A) — P e M
Ae.’k“” - Al ‘(C'd)”l“{?’

sup H E®c; A) ,
(14 fi}"

de X

unde M si 4 sint dous constante pozitive, convenabil alese

L < M

(IT) Daci existi un punct w'e Q) si un nu
pentru orice celW, daci w'ed, atunci

1) operatorul U nu admj i
ool oF admite decit pe ),

2) Pyc; 4) = Pi(4) nu depinde de cel :

mar n > 0 astfel incit Pe; A) =

=1 ca valoare proprie de
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3) pentru orice neN*

(g8 [l e
je“g(HP e d)~ P4 || <

unde M si kb sint doud constante pozitive, convenabil alese.

Teoremele amintite confin ca un caz particular teoremele lui W. Doe b-
lin si R. Fortet [10], care se deduc cind Q se reduce la o mulfime
finitda si
) = { 0 >0 daci &' =",

?

W
Pl 0 dacd o = o',
unde o', w'’e Q. Tinind seamd de aceasta observatie, este natural ca lanturile
cu legaturi complete considerate de C. T. Tonescu Tulcea si G. Ma-
rinescu [18] sid constituie generalizarea directd a lanturilor de tip (4).
Ulterior, aceste rezultate au fost extinsede C. T. Tonescu Tulcea
"16], care a dat o teoremi ergodicd mai puternicd si apoi de G, Ciucu
[6] pentru lanturi de tip (A) cu densitati.

10. Lanturi de tip (B)

Prima teoremi ergodicd cu privire la lanturile de tip (B) a fost datd
de W. Doeblingi R. Fortet [10]. Sub forma generald cind Q este
o multime generala, ea a fost reluatd de G. Ciucu [4, 7]. Pentru aceasta,
sd amintim urmatoarea condifie: un lant cu legdturi complete definit de
probabilitatile de trecere P(c;w) satisface conditia (k), dacd existd un
numar o >0 pentru care

Ple; w) 2 aP(c; o)

pentru orice ¢, c'eW i wel.

Tinind seama de acestd conditie, G. Ciucu [4, 7] a ardtat ci dacd
un lan{ cu legidturi complete de tip (B) cu probabilitatile de trecere P(c; w)
satisface condifia (k), atunci existd un sir descrescitor ((7)) pey~ com-
vergent citre zero si o functie P, (AY), definitd pentru orice parte
AP QY (le N*) care verificd inegalitdfile

|PP(e; A% — PF (AY) | < n(w)

pentru orice ne N*, ce W, AVC Q¥ (1e N*).

Acest rezultat a fost reluat apoi tot de G. Ciucu [7] pentru lanturi
de tip (B) cu densitati.

Ceea ce este interesant de observat, este faptul ca la o alegere conve-
nabilda a constantelor care intervin in definitia lanfului de tip (B), un lanf
de tip (B), in conditiile teoremei de mai sus, este intotdeauna un lan{ de tip
(G), reciproca nefiind totdeauna adevirati.

Aplicatii interesante si de altfel primul exemplu efectiv de lanf de tip
(B) a fost dat de W. Doeblin [9] in legidturd cu unele probleme relative
la fractiile continue gi la formula lui Gauss.
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I'l. Teoreme ergodice generale - Prafc; AD), n =1,
i < T n—1 ; i -
In cele ce urmeazi vom aminti o teoremai ergodicd generald, dati P(ir.i)l (c; AU)) T SP(C dw) Pg" )(u(c,m) P
recent de C. T. Tonescu Tulce a [17]. Fie(W) multimea partilor 2

unei mulfimi W si pentru orice 2R shpinen
rice [, ne N*, 4 reiy
pentr}l’t :patiul B(W) si definim un operator de forma (7) ; evident, U este

5 gy i i isieste de normi 1
un operator liniar care aplici pe B(W) in el insusi §i este .

St cbnsjderﬁm doua mulfimi I si Q si ) P(W), P(Q) dous { . 11
i i : P e L o = rmitorul rezultat gemeral: N .
COI])LII’I- boreliene : pentru orice we) si consideram o aplicatie (- ;o) %Z.ecélolg geﬂ’gcé condifia (k), adicd existi o probabilitate p pe X si o
W-W si si punem pentru o™ — (@1, .. ., @) e QM. 4 (o wiMa tstants o 0 astiel Aot
=u(-;w)o ... ou(. s y). Deasemenea, si presupunem ca P(c; A) > ap (4),
| r spaw -
| . y . s . 3
| {(e. @) [ u(e; o) edy e MY, : pentru orice (¢, 4) e W x X, si dacd g ¢ By (W), unde L = (ln)ne y+ veritic
[ " 4 : =y / ' latia .
| pentru orice ne N* si 4e %), unde ¥™ este corpul borelian corespunzitor IEaE lim In = 0,
i produsului Q™. n->oo
! 'initfl({fac%n Ef(]l) E_I;ajciul Banach al f}mc!fii;lor definite pe W', reale, mar- . atunci existd o functie constanti U si o constantd 0 < & =k, < 1 care
gl $ -masurabile cu norma obignuita o]l :f?mcp(c)l. Pentru verifici inegalitatea r ot
otice ir S = (a)ue e de numere pozitive, fie By(W) acea parte a lui B W n © * inf ( b paptn )
' formatd din functiile ¢ pentru care : : ) 1T — Ul <llell 1;1:@: 1+h
; o 15 Pooaaaslll "o, |
| baltet st Plue” s o)) < a, pentru orice n e N*. itorul corolar :
- ‘ : 5 4 1ti imediat urmitorul cor :
pentru orice e N*, o™®e Q™ i ¢ o ¢ W e e o p= +fel tncit
PRI s W : . 4x ili , as
‘. Tinind Scama de aceste definifii si notatii, si introducem o functie Pentru orice ne N*, existi pe X" o probabilitate Py,
J' P(. ;+), definita pe Wx X, cu urmitoarele proprietaiti: ] : E 4 o 211(::/3)—1)
‘] : 1), . 4y p= inf :
i () 1 O Plosd) < Pl O =1, (e, A} W ¢ . [P e; Ay — PLA H%gmn( oo ST
I (kk) P(c;.) este o masuri complet aditivd pe ¥ pentru orice cell ; ilii de probabilitati.
' : / ; ] ins, in aceeasi lucrare, la familii de prob
‘ .(.k]fl‘) P( . d)e Bs(W) pentru orice A € X, unde sirul S considerat Acest rezultat este fxtltn este faptul ci conditiile introduse la inceputul
verificd conditia Crep cocote tmpoitant, tnot ind ca un caz particular toate
(I f Y g oo acestui punct sint atit de generale incit cuprind ¢
i ews ' teoremele ergodice date pind in prezent.

' It Pentru fiecare /¢ N*, fie Py, functia definita pe Wx %™ de relatia
I PI,JZP, l:l, |

12. Teoreme de existentd

$4 presupunem ci Q este un spafiu metric separabil, X corpul parfilor

| : - 40 s : i la punctul 7, 7 corpul
' Euile; 4= S Ple day) S T S‘P(“’(C; D1 O )i den) @ (0, . ., @), boreliene ale lui Q, W spatiul de) (fimn‘;}ln nxllzli.gg:;té lappunctul 11. Pentru
Q Q Q . = H ' w) Iunctia co £
borelian corespunzitor, iar u(c ; d : =
Lenge fiecare (n, m) e Z* = {(n, m)| n, m ¢ Z, n my, fie Py, o funciie definitd pe
: o St S 7 e —n+1 i
unde ¢, meste functia caracteristicd a multimii 4. De asemenea, si in- Z™™ (ajci #™™ este identificat cu Zm="D) de relatia
troducem functia P{"), definits pe W x %W astfel ) =Pl spld)

) Aici Ci? X B reprezinta corpul borelian produs, generat de multimi de forma A » £
deck BB ‘ \ 8 Aici I =4 % a, + sup L, neN®,
’ n "2“ 1 12"

14 — Studii si cercetdri de matematicid nr. 1/1960.
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i pentru fiecare (n, m)e Z* si re N* si i
’ e N* si considerim f i) e

2 une P 5

pe W x :Z[”'ml de relaﬁa (';:la n,m definita

r) x
Bomfer AY = Pleu (e 4.

C. T SR
conditia (/elI) 0 Elv 2751 Clﬁli‘tﬁf ('11 ;e)a altlt:J a demonstrat ci daci P verifics

P : ) nel existd un singur o
{Q%, X%, P} astfel incit relatia BRr proces’ sleagk

Fpreal
o PRmn(A) [ pries, w(e®) =) = P (c; 4))
sd fie verificata ;}proape peste tot pentru orice neZ i
. z : 1
LesulDegigtcg {% Fa Z?Z} este stationar si amestecat
. Dacd O este o mulfime finitd, rezultate e 1 itii
diferite, au fost obfinute de T. I, Har 1'ff; ’lﬁil?agt: il

AeX. In plus, pro-

13. Legi limitd. Legea normali

Problema convergentfei citre legea normali i G |
Proble oent 8 a lui Gauss iruri’
;i;eea\f;(aglrz—leblilsd s}gigog1f) este f('arte bine studiati ati‘il: ()lq;f;rtl:e?grﬁaaliglr;
lant Markev. %‘entretll1 ;an?tliriléé g‘ifnlltégét‘;i?igﬂelle ’fepe?dente T
! i . 1plete prim a limita

(s;: c,ilii(?rree;isg_ 11|;111l 2; Onice scusi G, Miho cp [37 ],pam;&igl‘gnzéﬁzég
N e uu [%) }pﬁentrﬁ d]I?VEISE CaZ‘l_ll'(l particulare au fost obtinute de
gl l.il_nizzzu . For tet [12, 13]. Ulterior, G. Ciucu [6, 71
o a4 pentru lau‘;urile de tip (G), care foloseste in de-
pendeut’ g ik coremd fundamentala asupra variabilelor aleatoare de-
te, data de 5. N. Berngstein [1]. Ne vom i i ;
urmeaza asupra acestui rezultat. ' L S

punctsi]?ul;?n,w ce W, fie {X, CI%Q, Q) cimpul de probabilitate introdus la
- F1e acum un lant de tip (G) si P{; probabilitatea care’intervine

b i G < sSa DT1 < cl «l
M 2 .p
; Gc 1a ] 11 1mMct 611[: asim ZOH:: (]e 01 (11]] Se lI V lllﬂl)llel
d]E‘a th] [& f, (l(illllta pe -.(2, Vo111 111‘;81(1‘8.6 N |

W (/) = 3 flo)* P(w),

o ]
;_i];c}ef;’) () Z—;Pu({m}). De asemenea, si mai considerim expresiile

. n) = b B (h) () ; .
m(ﬂ)m(leif( D) flon) P {e™), unde o D= (g, ..., wp), dar f, este

funcfia definiti pe X de relatia

Sn(x) = J(pra(x))
o= ME(f) + % MP(fifr),

o = of + (M7 (/).

si

) Aici pri—eo n) re inta s
) prezintd operatorul obisn i Sy o s i .
pry, proiectia lui Q% pe Qf = Q. snuit de proiectie a lui Q% pe QI—* ﬂ]) {ap
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Cu aceste definitii i notatii, G. Ciucu [6, 7] a ardtat ci daca ¢ =0,

pentru orice ce IV
a

. fit . M) ; ;
lim QC( ! “ L ] = [_*S e "% du,
n—p Vau \/2;!:
uniform in raport cu ae R. . '
Pentru deducerea acestui rezultat, G. Ciucu [6, 7] a dat in prealabil

o serie de evaluiri pentru diversele momente care intervin in demounstratie,
evaluiri care prezintd un interes deosebit si in sine.
in condifii foarte generale, C. T. Ionescu Tu lecea [17] a dat o
el : Z f i : -
teoremd limitd referitoare la procesul {Q%, %*, P?} (vezi punctul 12).

14. Procese continue in timp. Procese generalizate

Proceselel?) cu legituri complete sint fncd pufin studiate. Prima cerce-
tare in aceastd directie se datoreste lui O. Onicescu [32,33], care a
abordat studiul acestor procese sub aspectul relatiilor diferenfiale care
caracterizeaza procesul.

S4 presupunem deci ci avem o mulfime Q formatd din 7 +
m > 1 si fie p,(f) probabilitatea efectiva a starii &la momentul £, 1 Lk <
< m + 1. In analogie cu ecuatiile lui A. N. Kolmogorov 23] din
teoria proceselor Markov, si consideram sistemul de ecuatii diferentiale

1 stéri,

P ) Qulpald) - r Bl 0 L5, ®)
J=1

di
la care se adauga condifia
) = By, L LR m+ 1. (10)
Evident, dacd Qu(py(t), - - -, Pm(l) ; £) = Qu(t) sintem in cazul unui proces

Markov.
In ipoteza ca functiile Qe (p4(¢), - - -» Pp(t); £)
pentru ca existenta si unicitatea solutfiei sistemului

si fie asigurata, si daci
(a) Que(pild), - - Pm(t) ; t) =0 pentru Ve
(b) Qu(pt), .., pm(t) s 1) <O pentru =

(e) "il ij (P v o Puill) 18) =0,
k=1

sint suficient de regulate
(9) cu conditia (10)

O. Onicesc u[32,33] a demonstrat ci sistemul de solutii (px D)1 chm+1

formeazi un sistem complet de probabilitdti, adica
m+-1

0L pul) <1, L <h<m+1, Y, pe(t) =1
k=1

10) Vom folosi termenul de proces pentru a marca 0 evolufie continui in timp.
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in plus, solutia si i
) sistemului, care poate fi scris3
= RS » C e fi scrisa A -
denfd condifia limitd, verifici ecuatia funcj:jibcﬁl(ilg) pRckepIshl el
j) ( {) m-41
(S, 8) =¥, Pinls, u) mip(s, u ;
ng (S, ) (s, u, 8), s < w- i,

1 1 nrjk(s u t) l = d
unde eprez ”[a ()1Ll|:] 1 t ] niar as
3 3 6] S1s u ( )

Rezultate analoa
: age pentru pr o i
au fost obtinute de R. T he o dpoolf Zsslc? ucu[ell;]gatun

: Strins legat de teoria
imtegro-diferential

complete multiple
proceselor cu legaturi complete este si sistemul

dP(t; A)
- :Sp(z; dw)Q(t, @, A P(t; - )),s < ¢, (11)

Q

P(s; d) = 8(x, 4) = | 1 % ¢ 4, :
unde P(- ;. )este o f d e =
L e o functie definita pe T ii i i
i)ofrssggotfgleésguuzétor unui cimp depprolil_gtﬂlit]:;if:leniiigl 1};;1 th(rtval $114 }é'jco.rpul
e al1111 raport cu P pentru ¢ fix. R. The od ore il ))
arata umite conditii de regularitate im 2O e
e e puse functiei Q(¢, w, A|P(t; )

Qt @, A|P(t;-))| < M,
{SP (u ; deo)Qfut, 0, A 1P ;- )) — S P (w5 deo)Q(u, o, A|P"(u; - )| <
=}

0
SLI P (e ) — P'u;- )|
pentru orice P'(u;-) si P"(u;.) ista
ru : S 15 ), exist
condifia (12), care reprezinti o probab?li’;)atseo i

O te A ica
i dafffeég? deerggdﬁ‘ahpentru procese cu o multime arbitrari de stiri
ey : . eodorescu [48] pent - i -
in (B, pentru aga-numitele procese
In sfirsit, problema exti ii
An stirsit, pr xtinderii proceselor cu legituri i
:ies?crelfl ;hatrlbujtulgr, a fost atacati de G. M a r?gr?zun COIll;pIEte 5 sensq]
: nul de ecuafii corespunzitor in diferentiale Gat:a(ilg e pare e

fie unici a ecuatiei (11) cu

11 s
) Norma este inteleasd in sensul el = sup ¢(d)
ACE

12 i fouts
) Comunicare ficutdla cea de a don

statisticd, procese aleatoare, Praga, 1959 a Conferin{i de teoria informatiei, functii de decizie
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O LIEMNSIX C TOJHBIMY CBA3JAMU

KPATKOE COJIEP)XAHME

[MousiTHe IENH C NOJHbLIMH CBS3SiMH BBEJEHO B TEOPHIO BepOsITHOCTEH
O. Oumuecky u I'. MuxoxoM Bux pabore [34]. Do mousTHE GEpET
CBOE TIPOMCXOM/IGHHE B CTPEMJICHHH aBTOPOB uaiity Haubosee 0Oy 3aBH-
CHMOCTH MEKIY PA3MUHBIMH CyYaiHLIMH BEJHIHHAMH. Dro mousiTHE OBLIO
HemenesHHo obobuero B. JLé gnunom u P. ®opre. Oanaxo clucre-
MATHYECKOE H3ydeHHe ITHX Hemed NMPHHALNEKUT PYMBIHCKAM aBTOpaMm.

Hacrosmas cTaTbs COAEPXKHT 0030p 3TOr0 HOBOrO, HO YIKE CJIOKHB-
werocss pasfena TeopHH cayyafiHBIX TPOIECCOB, TPUUEM ABTOD oCTaHaBJIk-
paeTcsl TOJNBKO HA [EHTPaJbHBIX peaynprarax 3TOW TEOpHH.

SUR LES CHAINES A LIAISONS COMPLETES

RESUME

s complétes a été introduite dans la thé-
orie des probabilités par O. Onicesctu et G. Mihoc dans leur travail
[34]. L'origine de cette notion a été la préoccupation des auteurs de trouver
la forme de dépendence la plus générale entre les diverses variables aléa-
toires. Cette notion a été généralisée immédiatement par W. Doeblin
ot R. F ortet. Mais I'étude systématique de ces chaines apartient surtout
aux probabilistes roumains.

Dans cet article ’auteur présente ce nouv
de 1a théorie des processus aléatoires, en insis
tats centrales de cette théorie.

I,a notion de chaine a liaison

eau et bien contouré chapitre
tant seulement sur les résul-
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