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UNE GENERALISATION DE LA METHODE DE NEWTON
par ¢
10N PAVALOIU
(Clnj-Napoca)

Dans ce travail on étudiera une méthode de type Newton pour la
résolution des équations opérationnelles. Pour la construction de cette métho-
de il est nécessaire de considérer la formule de Taylor genéralisée pour les
applications de deux variable.

Soient X et Y deux espaces linéaires normés. Nous désignons par X2 =
= X X X le produit cartesien de X par lui-méme et considérons un ensem-
ble ouvert U (C X2. Supposons que les éléments (x,, vo) et (x, + &, vy + &)
appartienent a l'ensemble U, ot (A, k) € X% Soit f: U — Y une appli-
cation définie sur U et & valeurs en Y.

THEOREME 1. Si Papplication f U =Y admet des dérivées partielles
continies, au sens de Fréchet, jusquw’a 'ovdre 2 inclusivement, pouwr chaque
élément (x, v) € U, alors on a Uinegalité suivante :

(1) Hf(xo + 1, v + &) — fx0, ¥0) ~ filxo, Yol — [ (X0, 20)E|] S

1
é‘; sup Hf}Jxo 0k, yo + wk)||-11A]1* +
0561
o=p =1 '

5 sup (£ e + B, 3y + wR)I-[IR]1 +
<"L<
0sp=1

+ sup [|fi(%0 + 0%, yo + pR)([-[1A]]-1|%]],
05051
OSus1

ou par fi, fy, frr, fiy, [y nous avons désigné les dérvivées partielles d'ordre 1
2 de lapplication f par rapport aux variables specifiees.
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Démonstration. Nous donnerons une démonstration analogue a celle
donnée dans le travail [1] pour la formule de Taylor relative aux applica-
tions d’une seule variable.

Nous désignons par y l'expression

(2) ¥ =f(xo + Byo + k) — (%, Yo) — fa(%0, Yo)b — f3(%0, Vo).

Soit 7:Y — R une fonctionnelle linéaire et continue définie sur Y et
a valeurs en R, qui posséde les propriétés suivantes:

T = 1;
(3)
Ty = 1ixll-

(I existence d'umne telle fonctionnelle est assurée par le théoréme de Hahn-
Banach).

Maintenant nous cousidérons la fonction ¢: R X R — R donnée par
I’égalité suivante:

(4) oo, B) = T(f(%o 4 @k, yo + BE)).

 Pour les dérivées partielles de la fonction ¢ nous avons les formules
suivantes :

Pale, B) = T[falxy + ok, yo + BR)A];

op(e, B) = T[fy(x0 + o, yo + BR)R];

(5) oo, B) = T[fa(xo + ah, yo + BR)A];
. Pas(%, B) = T[fo(x0 + ah, yo + PR)AR];

op(o, B) = TLf(xo 4 ah, yo + BR)R].

Les valeurs de la fonction ¢ et de ces dérivées partielles du premier
ordre au point (0, 0) sont données par les formules suivantes:

¢(0, 0) = T'[f(%0, ¥0)1:
(6) 0a(0 ,0) = T'[fa(x0, Yo)ht1; -
¢80, 0) = T[f3,(%0, yo)k].

Pour la fonction ¢ on a:
(7 o(1, 1) — 9(0, 0) — 4(0, 0) — ¢4(0, 0) =
) 1 n " "
= 5 [ow(0, 1) + 20a6(0, 1) + 9a(8, 1),

L0spsl

A -

o1 0 £ 6
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En tenant compte des formules (2) — (7) on a:
Iyl = Ty = o(1, 1) — 9(0, 0) — 940, 0) — ¢5(0, 0) =
- % T[fi(%0 4 Bk, yo 4 wk)i® - 25 (% + 0k, vo + uk)hk +

(8) + fa(%o + Ok, yo + ph)RE] =

=

L1711 Tsp 1150 + O, o+ w1 1Bl +

+ 2 sup ||f5(x%o + Ok, yo + pR)|[[12]]-11&I] -
+ sup || f(xo + Ok, yo 4 pR)I - [1AI7,
ou0<68<1,0sp =L

De (2), (3) et (8) il résulte I'inégalité de I"énoncé du théoreéme.
Dans ce qui suit nous considérons I'équation suivante

®) G(x) = 0,

olt G: X » Y et 0 est I'élément neutre de l'espace Y.

Nous supposons que X est un éspace de Banach. Nous désignous par
F: X? - Y une application et nous supposons que la restriction de I'appli-
cation F sur 'ensemble D coincide avec G, ot D = {(x, y) € X%: x = y}.

Soit (#%,, x,_,) = X?un élément quelconque de l'espace X*. Nous suppo-
sons que application F admet des dérivées partielles au sens de Fréchet au
point (x,, #%,_,) € X? et nous considérons I'équation linéaire
(10) F(xm xn—l) T F;(xm xn—l)(xu-l—l I xn) +F’,Iv(xm xn-l)(xn JE xn—l) i 6:
oit I'élément inconnu est X4

Si nous supposons que 'application Fi(x,, %, ;) € L(X, Y) est in-
versable (par L(X, Y) nous désignons l'ensemble des applications linéaires
et continues définies sur X et a valeurs dans Y), alors la solution x,.,, de
I'équation (10) a la représentation suivante:

(11} Xpr1 = Xp — Fn[F(xm xn—l) + F;’(xn’ xn——l)(xn — xn—l)]!
0{1 I‘” . [F;(xﬂ) xn—l) :l—l'
En utilisant la méthode (11) pour chaque # = 0, 1, ...., nous obtenons

une suite (x,)n—0 d’approximations pour la solution de I'équation (9).
En effet, si la suite (x,)a=o est convergent, et si # = lim x,, alors il est

évident que F(%, £) = G(%) = 0, c’est-a-dire que & vérifie I'équation (9).
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Pour étudier la convergence de la méthode proposée, nous considérons
le systéme d’inégalités suivant:

(12) Sppr S adh 4+ 08,8, (+c iy +dS, n=12....

oft 420,520 ¢20 ¢20 dz0, % 20cet3, 20.

Relativement au systéme (12) nous démontrerons le théoréme suivant:

THEOREME 2. Si les éléments de la suite (8,)r-0 et les nombres réel
w, b, c et d remplissent les conditions suivantes :

(i) 3, = 0 pour chaque n =20, 1, ... ;

(ii) les éléments de la suite (8,)nwc vérifient les inégalités (12);

(i) 3y =k, dy = kt; ot B > 0 est une constante indépendente de n, el
t, est la solution positive de I’ équation :

(13) (ak — 1)82 4~ (@ + bk)t 4 ck =0;
(iv) les constantes a, b, ¢, d et k satisfont a l'inégalité swivante :
kla+b+c) +d<1l,

alors .
(G) les éléments de la suite (3,)n=o satisfont aux inégalités 8, < ki,
g 1= Oz el
(jj) lim &

=00
4

n

(jii) la série 2 3, est convergente.
§=0

Démonstration. De (iv) on déduit que I'équation (13) a une racine #,,
0 <t <1 Soit o) = (ak — 1) 4 (4 + bk)t + ck, alors on a ¢(0) =20
et ¢(1) < 0 c’est-a-dire I'équation considérée admet une racine ¢, que vérifie
I'inégalité 0 < ¢, < 1.

Pour démontrer la propriété (j) nous procederons par induction.

Pour # = 0 et # = 1 les inégalités de la propriété (j) sont vérifides
par hypothése. Supposons que la propriété (j) a ien pour n = 2,3, ...., s
et montrons qu’elle a lieu pour #» = s 4+ 1. En effet, de 0 = ¢, < 1 il résulte
les inégalités suivantes:

(14) S, Skht) 2k 1=23, ...,s
Nous écrirons maintenant les inégalités (12) sous la forme suivante:
(15) 8n+1 = (618" + d)sn + (b8ﬂ -+ 68»—1) 87;—1! n=172 ...,
ou
(16) 8,1 2w, +v,8, 4, n=12 ...,
olt w, = a8, +d et v, =08, +¢d,.4, n=1,2,....,
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De (14), en tenant compte de #, et v, on déduit
u, < akt, + d et v, S bkty + ck, n=223 ....,5.
De (16), en tenant compte des inégalités ci-dessus, on déduit
8,11 < (akt, + d)kt] 4 (bkty + chYRt' =
= kN akt + (Ok + d)t, + ck) = kAT,

cest-a-dire 8., < k1!, d’ot il résulte les propriétés (jj) et (jjj).
Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme suivant:

PHEOREME 3. Si Papplication I, les éléments intiaux xg, % < X et
le nombre réel v > 0 jouissent des propriétés swivantes:

(i) Vapplication F est dérivable au sens de Fréchet, jusqu'a I'ordre 2inclu-

sivement, par rapport a x et y dans chaque jn‘bint de Uensemble S = Int (S)
olt S={xsX:llx— xl|s7};
(i) pour chaque point (%, y) € S X S, Vapplication I.(x, y) est inver-

sable et Poperatenr [Fi{x, y) 17V est borné sur S, c’est-a-dirve ||[F(x, Y=
< o, ol o esl une constante réelle et positive ; v

(iii) Papplication [Fh (x, y)17\Fy(x, ¥) est uniformément bornée sur
S xS, clest-a-dire ||[Fi(x, y) ' Fy(%, ¥)|[ S B, 0% B est une constante véelle
et positive ; '

(iv) les inégalités sutvamtes sont vérifides

sup ||Fa(x, y)Il £ 2p; sup ||Fa(x )l = q et

() =S (zy) €S

sup |[F5(x, )| S 2,

(%) = ¢

ot p, q et v sont des constantes réelles el non-négatives ;
(v) 1%, — %ol Sk, [|% — mll S &by,

oy k est umne constante réelle et positive, qzﬁ ne dépend pas de n, %, est donné
par (11) pour m =1 et t; est la racine positive de. l'équation

(apk — D)2 + (B + agk)t + ark =0
(vi) les inégalités suivantes ont liew:

(17) kRp+g+7+p<1

4 — Mathematica — Tome 20 (43) No, 1/1978



50 i PAVALOLY ;

et
(18) 7z k(1 —t),
dlors Péquation (9) et la procédé (11) jouissent des propriélés suivantes :

(G) la sutte (%,)n—o est convergente et st % = lim x,, alors %, est une solu-
H—x0
tion de I'éguation (9);
(ji) les inégalités smvantes sont vérifides:
le #| = kA1 = 4),
pour chaque n =0, 1,

Démonstration. Par hypothese on a X%y < Set x, €85. Supposons que
les propriétés suivantes ont lieu:

a) 8, = |lxp1 — %, || Sk oot k=01, ...., % —1
b) x, =S, ot £ =0,1..,:.,m

Des hypothéses du théordme il résulte que les propriétés a) et b) ont
lieu pour k=0 et k= 1. Montrons maintenant que ces propriétés ont
lien pour k =# respectivement &k =un 4 1.

En effet, on déduit du théoréme 1
I 0 2] S N (F %) — Flog 2e0) — Filey 2 0)(% 0 = %) —
— Fy(x,, % 1)(%1 — %) =
< Pll%grs — %118+ qllzen — 21 I, — w Ll +7
+ 7]l — x,al[2
En tenant compte maintenant de (ii) et (iii) on a:
(20) %o — x| S oIF (%, %, I + Bl — %, 415 s=1,2, ... m
Soit p, = ||F(%, .1, %,)|| et 8, = ||xe4y — x|| pour s =0, 1,....
Alors de (19) et (20) on déduit ‘
p: £ P82 4-¢q - 3 Lo p 3R st 1 2y UL i
(21) ,_
8, S apsr +F PO, 5=1,2 ....,n
d’otr il résulte

(22) 841 S ap - 8t g8, - 8 Har di1 1+ B3,

¥6— 07

- (25) 1% — x
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De (22), (17) et tenant compte de théoréme 2 on déduit
(23) Sn — ”xn+1 — % ” § kt'{:

c’est-a-dire il résulte que la propriété a) a lieu pour & = #.
Pour b) nous avons:

||xn+1—xou§§1|x;+1—x|lf28 Sh A< s

11—t
donc %,,, € S.

Montrons maintenant que la suite (x,),~o est convergente. En effet, de
(23) on déduit

n+p—1 ntp—1 0
||%ep — %,l| S ;3 | Bppr — % || = kE 3, 142 4.+ 8T
=

< ki/(1 — 1),

pour chaque p =1,2, =12 .
De I'inégalité ci-dessus, en tenant compte que #; << 1, il résulte que la suite
(%,)m=o €st convergente.

Si nous passans a limite pour gans l'inégalité (24) et nous écrivons

£ =lim », on a
H—> 0

[ < k/(1 — £y).

Du fait que F est une application dérivable au sens de Fréchet il résulte
que I’ est continue; en passant alors 4 limite dans (11) pour # — , on
a

0 = F(x, z) = G(®),

c’est-a-dire £ est une solution pour l’équation (9),
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