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Dans ce travail on étudiera une méthode de type ,Newton pour la
résolution des équations opérationnelles. Pour la constructiorr c1e cette métho-
cle il est nécessaire de considérer la formule de Taylor genéralisée pour les
applicatious de deux variable.

Soient X et Y deux espaces linéaircs norrnés. Nous désignons par X2 :
: X x X le produit cartesieu de X par lui-même et considérons un ensem-
ble otrvert U C Xt.Supposons clue les élénrents (xo, yò et (xo I h, yo I h)
appartienent à I'ensemble U, oir (h, h) e X'?. Soit f :.U - l'ttne appli-
cation définie sur U et à r'aleúrs en Y.

lHEoRElfE l, Si l'øþþliccttiou. f : U -Y ødtuet des d,éritté.es þart'íell,es
co'tl'tinø{es, o.Lt sens de Frécket, jusqu'a I'orelrc 2 inclu,siuetil,erxt, þol.t,r ch,øque
é.|'émenÍ (x, y) = U, etl'ors on' ø l''inegølité s¿ti,uctnte:

(1) llî@o -f Ir, yo + h) - "f 
(*0, yo) - f '"(xo, t,o)h - "fí @0,:I,o)Æll 5

5I sup lll',1(x,| 0h,],0-l r-rÈ)ll.ll/l,ll' l-
' B*=fl ==i

l- i.:ï!, Íl/(x, + ott,, i,o f r,.Þ) h ' +
0épé I

+ sup
0s 05
05 us

llÍtri@'! 0h,, yo f r¿A)ll'll/,ll'llåll,

or.t' þør Í',, Í;, Í:1,.fii, fl! nous øuons d.ésigtt¿j l,es dériaées þørtielles d'ortlre 1

et 2 d.e l'øþþl.icøtion f þar røþþort sux uøríables sþecifiees.
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Déntonstratioø. Nous dorìnerons une démonstration analogue à eel1e
donnée clans le travail [1] pour la formule de laylor relative aux applica-
tions d'une seule variable.

Nous désignons par y l'expression

(2) ! :.f (xo I k,yo + h) -.f (x,, yo) - _f L(xo, !òh - fi(*o, yo)h.

Soit 1: Y + R une fonctionnelle linéaire et continue définie sur Y et
à valeurs en R, qui possède les propriétés suivantes :

ilrll :1;
(3) 

rv : ltvtt'

(L'existence d'une te1le fonctionnelle est assurée p4r 1e théorème de Hahn-
tsanach).

Maintenant nous considérons la fonctiorr g : R x R - R donnée par
l'éga1ité suivante :

(4) q(o, 9) : T(Í(xo 1- qh, v' + Ph)).

Pour les dérivées partielles de la fonction g nous avons les formules
suivantes :

çL(o", þ) :'f Ll'"Ø, -l ak, Yo + þh)hl:

çB.r^, þ) : 7 [.fí(x, { a'lt', l'o I þh)hl;

(5) ç'J,(o., þ) : TlÍi,(xo I oh, yo I th)h'l;
, p'lr,þ., f3) : Tlfir(x¡ * q.k, to * pk)h,h);

ç'á'(o', þ) : TlÍi:@o * alt, lo -l þk)h'l'

Les valeurs c1e la fonctiori g et de ces dérivées partielles du premier
ordre au point (0, 0) sont données par les formules suivantes :

p(0, 0) : TV@', yo)l;

(6) el(O ,0) : TlÍ',(x', 1,0)h') ) '

eô(0, 0) : TlÍí,(xo, to)h).

Pour la fonction g on a :

(7) e(1, 1) - e(0, 0) - qi(O, 0) - e[(0, 0) :

: I fr;,tu, tr) -12çls$, r¿) + qó,(0, r,)1,

où0<0=1,0S¡rS1,
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En tenant cornpte des formules (2) - (7) on a:

llyll : Ty : e(1,1) - ç(0,0) - el(O,0) - e[(0,0) :
: L rlli,(xo | 0h', yo ! p.h)lû * 2Í'ir(xo + oh, to I ¡th)hh ¡

(B) * Íii(*' + oh, lto | ¡th)hz) <

:. I I I lll [sup llÍit(xo I \hi y o* rrÞ)ll . lll,l I' l-
- 2l

f 2 sup llÍ",r(xo + 0h, yo -l vh)ll'll¿ll'll,.tll -F

f sup llÍí,@' )- gh,l'o * på))ll'llÄll'1,

ou0s0<1,0fp11.
De (2), (3) et (8) il résulte f inégaiité de l'énoncé du théorèrne.

Dans ce qrri suit nous cbnsidérons l'écluation suivante

(e) G(x) : 0,

oìr G: X -Y et 0 est l'élérnent neutre de l'espace Y.
Nous supposons que x est un éspace de Banach. Nous désig11o1rs par

F : X2 - Y uìã applicätion et nous sllpposorls que la restriction_ de l'appf i-
cation F sur I'enJemble 1) coincide avec G, où D : {(*, y) e X2: x: )'}.

Soít (xn, x,,-r) ce X2' Nous suPPo-
sons que lrapplicati sens rle Fréchet au
point (x,, ii-r) = linéaire

(10) F(xn, x,,-r) )-F',(x,, xn-t)(x,.rt- x,) +Fi(x,,, xn-r)(x,, - x,,-r):0,

où l'élément inconnu est Í,,nr.
Si nous supposons que l'application Iì'*(*,,, xu-t) < I'(X' Y) est,in-

r.ersable (par LlX, Y) nóus d,ésifnons l'ensemble des applications linéaires
et continuìs définies sur X et à valeurs dans Y), alors la solution x,,.r, de
l'équation (10) a la représentation suivante:

(11) xntr: K, - lnlF(x, x,-r.) I F'r(*,, x,-')(x, - xn-t)),

oir T, : lF'-(x, Kn-t)l--'.

En utilisant la méthocle (11) pour chaclue tø :0,1, . . . ., nous obtenons

nne strite (x,)i-o d'approximations pour la solütion de l'équation (9).

Dn effet, si la suite (x*)i:o est convergent, et si r: **", alors il est

évid,ent que F(*, x):G(x):0, c'est-à-dire que t vérifie l'équation (9)'
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Pour étudier la convergence de la méthode proposée, nous considérons
le système d'inégalités suivant:

tlz) 8,+r s øt?'-l ó'ù,'8,,-1 * c'83-, + d'8,,, n:1,2, ...
olr a.¿0, b >Ú, c 20, c 20, d >0, 8o ì0 et à, )0.

Relativement au système (12) nous dérnontrerons le théorème suivant:
IHEoREME 2. Si l,es éléments cle la suite (ò,)f:, el les nontbres réel,

u, b, c et cl remþlissent les cond,itions stt;ianntes:

(i) ò', ¿ 0 þowr chøque n:0,I,...;
(ii) løs él'éments d,e la suite (Ð")L- aé.rifient I'es inégølités (12) ;

(iiÐ Ð0 : h, dt: htt oòt, È > 0 est u'ne cottstet+tte 'indéþend'ente d'e n', et
t, esl la so/.tttiott. þositiue cle l'équøtion

(13) (oh - r)tz 1- (d + bh)t )- ch :0;
(iv) Les constantes e., b, c, d' et h søt'isfont ø l'inégalité suivante:

h(o+b+c)+d<r,
alors:

(j) les éléntents de l,ø swite (8,)f;-s snlisfont øux 'itr,tigalily's ò, S ht'1,
n :0,1, ... ;

(jj) lirn ò, :0;
il+û

(jjj) t.a. séric
æ

| ò, est conuergente.

l)éntonstrq.tiott,. I)e (ir') on déd.uit clue l'équation (13) a une racine lr,
0 3 tr< 1. Soit ç(t) : (øh - 1)l' + (d + bh)tf oA, alors on a 9(0) > 0
et g(1) { 0 c'est-à-dire l'équation considérée adnet une racine I, que r'érifie
f inégalité 0 

= 
lr < 1.

Pour démontrer 1a propriété (j) nous ¡.irocederorrs par incluction.
Porr n:0 et n: I les inégalités de la propriété (i) sont r'érifiées

par hypothèse. Supposons que la propriété (j) a lieu potl¡ r¿ : 2, 3, . . . ., s

et montrons qu'elle a lieu pour n : s -| I. En effet, de 0 s lt < I il résulte
les inégalités suivantes :

(14) 8i < år1 < h, i:2,3, ..., s.

r\ous écrirons rnaintenant les inégalités (12) sous la fortne suivante :

(15) 8,+r 5 (o8,, + d)à,, J- (å8,, -l- cò,,-r)8,,-r, n:1,2, ...,
ou

(16) 8,;,, S r,t,8,, I Doà,-1, 11,:1,2, .,..,
otr ür: c78, I d et ao: bìn -l c8n-r, n:1,2, ' '., ,
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De (14), en tenant compte de tt,, et u,, on déduit

u, S ahtlI tl et u,,3-bht1 I ch, n:2,3, " ", s'

De (16), en tenant compte des inégalités ci'dessus, on déduit

':.;,:,,:::,;i'i,li'i,Tl;:r;r::;*,,

c'est-à-d.ire ò,r-r 5 Ëli+1, d'orl il résulte les propriétés (jj) et (jjj)'
ì,Iaintenant norls porlvons détnontrer le théo¡ème suivant :

IHEoREIIE 3. Si t'aþþliaøtion F, l,es éléments intia'at'x frs, xre X'et
le nombre réel v > 0 louissènt d'es þroþrí'étés soùaantes:

(i) l,' øþþtication F est dériaøble &te sens ile Fréchet, jusqu' ø l,' Qrclre 2 inclw
s'iaentent, þør røþþort ø x et y dams chøque, þoint d'e l;ensemble S : Int ('S)

oìr S: {r e X: llx - xolls r)i

(i1) þou,r y) = s x.S, l"øþþ.licatiott'.F'r\ryry) tú.!n^':Í':
sable'eí lioper L'ósi born'é sur S,i'est-ø-t|ire lllF"(x' y)]-tllS
S a, o,ìt, a. es éel'le et þositiue ;

(äi) l,'&þþtícøtion IFL (x, l\-'n;q, ,¡ est uniformétnent lsornée stt't,

S x b,'desî-à-dire llFi(i,ìy))--'F;@, ylti s p, où þ est 'rtne constatt'te réelle

et þosiliue;

(iv) les inégøl'ités suiuøntes sont aérifiées

s11p llF'l,(x, y)ll S 2þ; sup llF'lr(x, y)ll S q et
(r,y)ès (r,Y)-'s

,,;l'3JIFi'(ø' 
Y)ll < 2r'

où þ, q et r sotøt cles constømtes réell'es et ttort'-négøtiues;

(") llx, - xoll 5 h, llx, - xrll 3 ht',

o,î.t, h est une constcmte réel,l,e et þositiae, c1u,i rr,e rtéþuut þas rle. n, x" est d,orm'é

þør (ll) þour n = L et t, est 
-l,ct 

rctcine þositiue de l'équntion'

("þÌ¿ - I)tt + (þ | aqh)t * arh :0;

(vi) les inégøl'ités sttiuatttes ont l,iet't':

(r7) h(þ+q*r)+P<l
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'et

(isl r>hl1-t,),
niors I'\équøtion (9) et la þrocé.d,é Ql) j,otrissent ilcs þroþriétés sttiunntes:

(i) l'ø suite (*,)i-o est conaergente et si fr :,:* x,,, alors i,,est øtne. soh't,-

tion d,e l,'équøtion (9) ;

(jj) les inégal'ités s'u,'iuantes sont uérifiées:

llx*-i;ll=ht'll(r-tì,
þour chøque /î/ :0, 1, . . . . ,

I)éntonstrøtion. Pr hypothèse oE a xr e ,S et Î, = S. Supposonsque
les propriétés suivantes ont liett:

e) 8*: llxorr- xnll <Al{, où,Þ : 0,1, ...., n - Í

b) xo eS, où È : O,'l ... ', t0.

Des hyþothéses du théorème il résulte clue les propriétés rL) e!' b) ont
lieu pour Þ æ 0 et h: l. Montrons maintenant qtle ces propriétés o¡rt
lieu poflr h: n respectivement h: n + l.

En effet, on déduit du théorème 1

llF(ø",r, #")ll s llF(*"*r, x,) - F(xn r,'r) I Þ-',(x,; x,-t)(x, -r . t") --
F'r(*", xr-')(x"-t - r"-t) ll 5

.S þllx,nt- x,ll'-l ,Illr"rr - r" ll 'llø, - ;v,-1ll -l
' -l-- rllx, - r"-rll'.

Ën tenant compte mainteuant de (ii) et (iii) on a :

(20) llr"*, - ø¡ll S allF (r,, r"-')ll f gllø, - x,-tll; s : 1, 2, .... ,n.

Soit p,: llF(r".1, #,)ll et ò": llr"+r - r,ll potlr 's :0, 1, .. '.
Alors de (19) e,t Q0) on d.éd,uit

p, I pà3 * I'B" ' ò"-.* /'ò"'-t, s: 1,'2, " ", n - l;'
(2r)

8" S 6' p.-r * 9ùr-r, s : 1, 2, ...', %,

d'otì il résulte

(22) à,+r S c{y''83 i q-'Q 'Ð"'8,-r * a'r'ù3-t * 98,'
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De (22), (17) et tenant compte de théorème 2 on déduit

(23) 8n : ll%,+r. - x,,ll { h't\,

c'est-à-dire il résulte que la propriété ø) a Tiet po:ur h:lx.
Pour ó) nous avons:

llxn+, - xoll 
= å llx,*,- x¡ll:å8, i å ir',. 3,= r,

d-onc øn*, e S,
ÈIontrons rraintenant que la suite (ø,,),T-0 est convergente. En effet, cle

(23) on déduit

n+þ-t nlþ-7
llxn+p-x,ll= D llxo*r_ xnll: D 8À<Þ/i(1 *lr*...+ti*þ-')

h:n h-n

< htÏl(r - tL),

potrr chaqte þ : 1,2, .,.. ; n : 1,2, ...,
De f inégalité ci-dessus, en tenant compte que l, < 1, il résulte que la suite
(x,)i-o est convergente.

Si nous passans à limite pour gans f inégalité (24) ef nous écrivoLrs
o ::X tç,t oÍr 

^

(25) ll, - x,,ll S ht'll\ - t1).

Du fait que "F est une application dérivable au sens de F¡échet il résulte
clue F est continue; en passant alors à lirnite dans (11) pour n è æ, on
a

0 : F(x, i) : G(n),

c'est-à-dire ø est une solution pour l'équation (9)
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