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EVALUAREA ERORILOR IN REZOLVAREA NUMERICA
A ECUATIILOR OPERATIONALE

DE

1. PAVALOIU
(Gluj)

in aceasti luerare vom studia evaluarea erorilor care apar in rezol-
varea aproximativd a ecuatiilor operationale, atunci cind rezolvarea
acestora se face cu procedee iterative rapid convergente. Vom da o evalu-
are a erorilor in cauz# folosind o delimitare a solufiilor unor inegalitéiti
recurente neliniare. In luerdrile [1], [2], [3], [4], [6] si [7] autorii au
studiat aceastd problem# pentru procedee iterative care au ordinul de
convergentd 1 gi apoi au aplicat rezultatele gisite, la studiul erorilor pro-
cedeelor cu ordin de convergentd 2.

Consideram ecuatia
(1) ®— o (1) =0
§i pentru rezolvarea ei, procedeul iterativ
(2) o(z,) = ¢ (@a-1)y,n =1,2,..., 80 X

unde ¢ este un operator definit pe spatiul X i cu valori in X. Peste tot,
in cele ce urmeazd, vom presupune cd procedeul iterativ (2) indeplineste
urmitoarele conditii : ,
a) Existd cel putin un element < X pentru care T = ¢ (%).
b) lim || 2, — % || =0, unde (w,)>, este girul generat de proce-
n—>00

deul (2).
¢) Operatorul ¢ admite derivate (in sens Fréchet) pind la ordinul
k inclusiv (k=2 — numir natural), pentru care sint indeplinite conditiile :

V@ =6, =12, k=1 sup [l¢® (a)| S M < + oo,

unde 8§ ={weX: || —2||<|'T — a,(|} iar 6, este operapia nuld ¢ —
lineard.
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Dacd notam cu
: 1
M iy )
conz(—k!)’“- |2, — 2,

si presupunem ci o, < 1, finind cont de ipotezele a) §i ¢) vom ardta cd
are loc egalitatea

n==0,1,2,...

Iim w, =0
n—Foo

adicd girul (a,);0 este convergent. :
Intr-adevir, aplicind formula lui Taylor generalizati deducem ine-
galitatile

0, = o, n=1,2,...

de unde deducem egalitatea ceruti.
Demonstridm in prealabil urmitoarea lem :

LEMA 1. Dacd S este un numdr nenegativ, (p,)n—o €sle un §ir de
numere nenegative care satisface relatia de recurentd

(3) =fka1+3, k=2 n=1,2,...

(4) po <1

iar & este cea mai micd solutie pozitivg (in cazul cind ea ewistd) a ecuagied
(5) o= (& + po)* — ¢+ 3

Atunci pentru orice n =1, 2,... au loc inegalitdfile :

(6) = Pt + o

Demonstratie. Vom demonstra inegalitdtile (6) prin inductie. Pentru
n = 1 obtinem inegalitatea

pr=(po + &) + 3
si dacd @ este solutie a ecuatiei (3), atuneci evident are loc inegalitatea
p=pb+ T

ceea ce demonstreazd afirmatia lemei pentru cazul » = 1. Din (4) si
(5) deducem ci pentru » = 1,2, ... au loc inegalititile

(7) Choof =Yg 4, Otk a Lo  d<7.

Y
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Presupunem prin inductie cd are loc inegalitatea :

Pr-y = Pgn_l +a
pe ecare inlocuind-o -in (3) obtinem

n—1

wss (o6 @) +3

de unde, dezvoltind dupd formula binomului Iui Newton gi finind seamé
de inegalitdtile (7), deducem

3 —
Pn — 916 +

ceea ee demonstreazd afirmatia lemei.

Pentru studiul erorilor vom considera aldturi de procedeul iterativ
(2) urmitorul procedeu aproximativ,

(8) £, = 9" (§,—,), unde &, = Loy m=1,2,...

unde operatorul ¢* este definit pe spatiul X g cu valori in X.

TEOREMA 1. Fie dat un numdr real negativ c. Presupumem cd re-
lativ la < ewistd cel pufin un numdr pozitiv M, astfel ca sd fie indeplinite
conditiile :

&) Peuatia () unde

1
_ AN = _ (M v
Po*(ﬂ) |l —myll, S—E(k!)

are cel pupin o solutie reald pozitivd.
b) Derivata Fréchet o wverificd inegalitatea

o™ () || << My < + o0

1 -

t \k-1
WWWOM%we&em%SE:&EX:W—ﬁH§H2~%H+&(Z) }
1

tar & este cea mai micd soluiie pozitivi a ecuapiei (5).

e) Numdrul M, si elementul x, sint astfel incit are loc inegalitatea
Po < 1.

d) Operatorul o* este astfel ales incit cd fie verificatd inegalitatea

lle () — ¢* (@) || < ¢, pentru orice e S".
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Tn aceste conditii toate iteragiile succesive (E.)i-o apartin sferei S’
st are loc delimitarea |
= |

1 \k-1
k ) - (o ), n=1,2, ..

(9) 1|L—En|\<(M

. o . ’
Demonstratie. Intr-adevir, deoarece &, = &, < S’ vom avea

M, - .
o (&) — o ()l + 119 (&) — ¢* (Bo) I = 7'1 1T — Eofi" + ¢

T —& | <

si notind

1 -1
1 =

=1 . M =
o=(30) 13 -uls o= (Gr) 17—l

deducem inegalitatea

pr=pt 1+ 9.

Astfel conditiile lemei 1 sint indeplinite pentru p, §i ;- !
Fie & cea mai micd solutie pozitivd a ecuafiei (5). Tinind seama de
lema 1 si de conditia c¢) avem
= 973 + @

de unde ugor deducem ¢i &, € S,

ol [ SR o z .
Presupunem acum prin induetie ca £,_,€ 8’ §i demonstram ca

¢,€8’. Intr-adevir, avem:
1% —El<llo®) — oG ||+ lle (Eumr) — o* (Bam) | = ‘
<)z —tat + e q
k!
1
M N |
unde, notind cu p, = (7'14) |@ —E. ], »=2,3,..., avem
A

Pn = Ph-1 1 0.

Aplicind lema 1 deducem inegalitatea (9) din care rezultd cd &, € S
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Observatie. Se poate intimpla ca in decursul calculelor, incepind cu
un anumit pas N, s avem £y =EZy,1= ... In acest caz pentru orice n =

=N, N +1,... are loc inegalitatea
1_
(10) T -wus(7—) :
1 il M -
i 1 2 < .
Ezxemplu. Fie ¢ (x) = Sy (m + ——| care genereazi urmitorul pro-
®

cedeu iterativ

il 2
m,,,:;(mn_l—}— ), 2yFE0, n=1,2,...

n—1
care se folosegte la calculul radéeinii pozitive a ecuafiei
x*—0,2 =0,
Presupunind cd € =1077 §i @, = 0,44, gisim ||z — x,]| < 0,01, M, = 4,

po = 0,02, §=2-1077,8=<3-1077. Interatiile succesive gi deci valorile
funectiei ¢* sint date in tabel.

Tabel
Nr. crt. &n P*(&n)
0 0,44 0,44727272
1 0,44727272 0,44721359
2 0,44721359 0,44721359
3 0,44721359 -

Din tabel rezulti cd £, = £; = ... = 0,44721359, de unde, tinind
seama de observatia de mai sus §i de inegalitatea (10), obf{inem

1/0,2 —0,44721359 | << 1,5 1077,

Primita la redactie la 10 octombrie 1970.
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L’BVALUATION DES ERREURS DANS LA SOLUTION
NUMERIQUE DES EQUATIONS OPERATIONNELLES

(RESUME)

Dans I’ouvrage on donne une évaluation des erreurs pour le cas oli une équation opéra-
stionnelle donnée est résolue avec la méthode itérative ayant un ordre de convergence k(k = 2),
Ainsi on généralise les résultats des ouvrages [1], [2], (3], [4], [5] et [7].
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