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ASUPRA OPERATORILOR ITERATIVI

DE

1. PAVALOIU
(Cluj}

Fie datd ecuatia operafionald
(1) P () = 6,

unde P este un operator definit pe spatiul linear normat X i cu valori
in spatiul linear normat Y.

Pentru rezolvarea ecuatiei (1) se considerd in general un alt operator
Q(a) definit pe spatinl X gl eu valori in el insugi.

Scopul acestei note este de a studia proprietifile operatorului Q
gi legdtura dintre acesta si operatorul P.

DEFINITIA 1. Spunem ci operatorul ¢ este un operator iterativ atagat
ecuatiei (1) dacd orice element ze X pentru care P (z) = 0, este punct
fix pentru operatorul ¢).

DerFiNiIA 2. Fie D C X o mulfime de elemente ale spatiului X
§i p=0, un numir real. Vom spune cé operatorul iterativ ¢ atagat
ecuatiei (1) are ordinul k¥ (¢ — numdr natural) pe mulfimea D, dacd pentru
orice * € D are loe inegalitatea :

(2) [P (@ (@) | eI P ()"

‘Multimea operatorilor iterativi, atagati ecuatiei (1), care au ordinul %
pe domeniul D o vom nota cu Iy ,

In legdturd cu juxtapunerea a doi operatori iterativi vom stabili,
pe o altd cale decit in [4], urmitorul rezultat :

LemA 1. Dacd Qe Ig, Re Iy, Q (x)e D si R (z)e D pentru orice v D,
atunct R (Q) eI,’j1 K, st @ (R)eI,‘j1 e

Demonstratie. Fie p; §i p, doudh numere reale si pozitive pentru
care, conform ipotezei, au loc inegalititile

(3) I P (Q (@) | < g1 I P ()| pentru orice »e.D,
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(4) I P(R(x)]| < pg || P (2)||» pentru orice ze D.

Deoarece @ (z)e D si R () D pentru orice x € D, rezultd cd R (@ (x))e D
pentru orice z € D. Avind in vedere acest fapt gi inegalitatea (4)
rezulta :

| P (B(Q ()= ps | P (@ (@))II**, pentru orice xe D.
Tinind cont de aceastd inegalitate gi de (3) deducem
[P (B(Q (@)= psr ot | P (@)|fF1’2 pentru orice ze D.

Si cu aceasta lema este demonstraté.
O consecintd imediatd a acestei leme este urméitoarea :

CONSECINTA 1. Dacd @Q;€1y, @Q;(x)eD pentru ovice we D, ¢ =
=1,2,...8, atunci toli operatorii de forma

H:le (sz(..-(Qy's) )

unde (jiy Joy - - -Js) €Ste 0 permutare oarecare a numerelor (1,2, .. .,8), apartin
. D
clasei Iy, .p,...p,"
Demonstratia acestei consecinte se poate face prin inductie com-
pleti.

TrOREMA 1. Fie D o multime convexd a spafiului X. Dacd operatorul
P indeplineste urmdtoarele condifit :

a) Operatorul P admite derivate Fréchet pind la ordinul 2 inclusiv,
pentru orice v e D,

b) Operatorul [P’ (z)]7* ewistd si este mdrginit adicd || [P’ (2)]7t] <
< B < + oo, pentru orice x< D.

e) | P (z)| << M < + oo, pentru orice xeD.

d) Operatorul R (z) =« — [P’ (2)]"%. P (%) transformdi muliimea
D in ea tnsdgi.

Atunci Re I3.

Demonstratie. Aplicind formula generalizatd a lui Taylor §i finind
cont de ipotezele teoremei avem

[P (B (@) <P (B (2) — [P (2) — P () [P (#)]" P (2)]] +

P (8)l| B
2

+ 1P (2) — P (2)] [P (2)]" P (2))| = 12 (@)%

unde £ = — 0 [P’ (#)]"L P (%), 0= 0 < 1. Deoarece D este mulfime
convex#, atunci £e D gi tinind cont de ipoteza ¢) avem

M B?

P (B ()] = £ (@)|I?

.6_1
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ceea ce demonstreazd teorema enuntatd. Aceastd teoremd ne aratd cd

operatorul lui Newton-Kantorovici [1] are ordinul 2 5
O consecintd imediatd a teoremei 1 gi lemei 1 este urmétoarea :

CoNSECINTA 2. Dacd sint indeplinite condijiile teoremei 1 gi dacd
Q (x)ell, Q(z)eD peniru xe D, unde D este aceeast @ulﬁz@e ca st
in teorema 1, atunct operatorul B(Q) € Iz’;, unde R(z) = @ — [P’ (2)]7 1 P(2).

Pentru rezultatele pe care le vom stabili in'cele ce urmeazid vom
presupune cé operatorul ¢ are forma Q(z), = @ + ¢ (z), unde operato-
rul ¢ (@) satisface conditia )

() o (#)|| = 8 || P (2)]l, pentru orice xze D,

unde § este wun numir real §i pozitiv. _ o _

Observajie. Dacd este indeplinitd conditia (5) si dacd xe D si
P (@) = 6, atunci ¢ (¢) = 0. Din faptul ca P (@) —'——veﬁrezulta, ¢ (@) ==
— 0 sideci z =@ (), unde @ () =@ + ¢ (@), adicd w este un punct
tix al operatorului €.

TrEOREMA 2. Dacd sint indeplinite condifiile a), b) g ) ale _sq??'emsi 1
si dacd pe aceeast mulfime D sint indeplinite gt urmdloarele condilvi :

a') Operatorul @ () = @ + ¢ (2) satisface condijie (4).

b)) Q (x)e D pentru ovice xe D i Qe Ip.

¢') Operatorul P este mdrginit in D adicd | P (v)] = H < + oo,
pentru ovice xeD. ]

a’) Operatorul R (z) = @ (@) — [P’ ()]7L. P (Q () transformd mul-
timea D in ea insdsi.

Atunci operatorul R aparfine clasei 15, .

Demonstrafie. Tinind cont de ipotezele teoremei si aplicind formula.
Ini Taylor generalizatd avem

1P (R (@)l < | P (R (z) —[P (@) — P (Q(2)) [P (@)1 P(Q=D]I +
+ | P (Q(@)) — P (2) [P’ (x)]* P (@@ +
1P (Q (@) [P ()] P(Q (v)) — P (2) [P (2)]7* P(Q (@)=

= JL’;M B2 | P (Q (@) |I* + | P (Q (%)) — P (@)]|. B. |2 (@)l

unde £ = @ (x) — 6. [P (@)]7 P(Q(w)), 0 < 0 < 1. Deoarece multi-
mea D este convexil, rezultd cd £eD.
Din inegalitatea (5) deducem

1P (Q (%) — P (@) < | P ()l - 8.1 P (@) ],

unde n = @ + 0.9 (2), 0 < 0 <1, neD.De aici §i din faptul cé || P(x)[}
este mirginitd in D, rezultd .

(6) P (& (@)l é% B | P(Q(«)|2 -+ MBS || P (a)]. [P(Q (@)l
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D

Deoarece § e 12, rezultd ci exista un numér real p = 0 pentru care avem

[P (Q (e)l <= Bl P (2)]
care inlocuitd in (6) ne conduce la urméitoarea inegalitate
| P (R (@) < a2 (@)™

unde dacd facem calculele gdsim

M B2 2. HP !
(,_:LB%H/ 4+ Mg 3B.

Pe bhaza acestei teoreme vom construi mai jos un operator iterativ de or-
dinul 3, care spre deosebire de operatorul lui Cebigev [1] care are tot
ordinul 3, nu va contine decit derivata de primul ordin a operatorului
P. Intr-adeviir, dacd finem cont de teorema 2, unde luam @ () = 2 —
— [P (2)]* P (2), atunci operatorul B () are forma

R(2) = — [P (@) P (2) — [P ()] P [o — [P’ (2)]7F P (2)].

Acest operator prezintd avantaje fafi de operatorul lui (ebisev prin faptul
o in expresia sa nu intervine derivata a doua a operatorului P care
in multe cazuri este dificil de calculat gi are o expresie foarte complicata.
Dupi cum am vizut, teorema 9 ne ofers o metodd de a miri ordinul
unui operator cu o unitate.

in cele ce urmeazi vom studia o altd metodd de acest gen care
este in acelagi timp §i o generalizare & operatorului iterativ al Ini Stef-
fensen [2], [5]. Acest operator a fost pus in eviden{i de catre mai mulfi
qutori in diferite moduri. Tvident, calea cea mai gimpld este aceea prin
care operatorul lui Steffensen rezultd din metoda coardei.

in acest sens vom nota eu [2, ¥; P] diferentele divizate ale opera-
torului 2 [3], pe nodurile si y, despre care Vvom presupunc cd sint
gimetrice in raport cu @ §i ¥, adicd

[w7y;P]:[y7m§P]

TROREMA 3. Dacd au loc urmdtoarele condifit :

a) Operatorul @ (x) este un operator iteraliv atagat ecuayier (1) cure
apartine clasei I §i pentri orice we D, Q (x)eD.

b) Pentru orice we D, operatorul liniar [@, @ (%) ; Pl admite un
invers marginit adicd : ||[%, € (x); P]7ll= B< oo

o) Iy, 25 P1— (@, y; Pl = K@ —z2l, 0= K <+ oo, pontis
orice x,y, ze L

d) Operatorul R (x) = & — [#, Q (x); P]™t P (@) transformd mul-
timea D in ea insdgi.

Atunci operatorul Bely.q.

-

—

__c_i_.;_,__
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Demonstrajie. Vom ardta mai intii cd operatorul R (x) poate fi
pus §i sub urmitoarea formd :

R (x) = @ () — [#, € (@); PP (Q ().

Pentru aceasta vor porni de la urmdtoarea egalitate evidentd
(7) w—Q(w)=[W,Q(w)iP]_l[W,Q(w);PJ(w—Q(w))
& finind cont de egalitatea

P (v) — P (Q () = [# @ (#); Pl(x — Q (@)
care inlocuitd in (7) ne di
v —Q (o) = [2,Q (#); P17 P () — P (@ (#)] =
— — [2,@ (z); PT-P (Q) A [ Q (#); PI™*-P ().

de inde rezultd nemijlocit egalitaten

¢ — [,Q(2); PI™P (@ =@ (#) — [#,Q (»); PIH P (Q(w)).

Din cele ardtate mai sus gi din. conditiile teoremei rezultd urmatoa-
rele inegalitati:

®) |R (@) — o < BIP (@] , pentru orice <D,
) IR (@) — Q@) =BIP (Q ()| , pentru orice xeD.
Mai departe consideriim urmétoarea identitate 2videntd
P(u) = P (¢) + [5Q(2); Pl — o) + {{w,u; P]—
— [0, Q (2); P} (w — @),

din care inlocuind pe % cu R (#) §i pinind cont de (8), (9) i ipotezele
teoremei, deducem

10) | P (R (@) =K B I P(@)]| | P (@(2))|, pentru orice zeD.
Conditia a) ne asigurd existenta unui numir real §i pozitiv e pentru care

| P (@ (eNli= ¢ | P (@)||?, pentru orice xe D

4—c. 2704
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care inlocuitd in (10) ne di

| P (B ()| = K p B?|| P (x)||***, pentru orice s D

ceea ce demonstreazd teorema enuntati.

Folosind diferentele divizate generalizate am construit astfel un
operator de ordin p -+ 1, folosind un operator de ordinul p. Acest
operator este mai general decit cei construifi cu ajutorul teoremei 2
deoarece nu face apel la existenta derivatelor de primul si al doilea
ordin. De altfel operatorul lui Steffensen sub forma sub care a fost stu-
diat, pind in prezent, are ordinul 2, deoarece s-a presupus ci @ (x) este un
operator de iterafie liniard [2], [5]

Vom considera in continuare ci operatorul @ are forma @Q (z) =
=& + ¢ (2) §i vom cduta conditii asupra operatorului ¢ astfel incit @
84 fie un operator iterativ de ordinul % atagat ecuatiei (1)

TEOREMA 4. Dacd sint indeplinite urmdtoarele condifis :
a) Pentru orice xe D, @ (z)e D, unde DC X este o mulfime convexd.

b) Operatorul P admite derivate (in sens L'réchet) pindg la ordimul
k inclusiv, si pentru orice xe D existé un numdr real §i pozitiv M >0
pentru care sup || P (z)] << M.
ze D

c) Operatorul o satisface condifia
P PII w
12 (@) + 2 (@) g (0) + 2 g (0) 1.
PE=D (g)
e PR F O
(k — 1)!
pentru orice x € D, unde o este un numdr real §1 nenegativ

d) [[¢ (@)l =B || P(x)]], pentru orice xc D, unde B >0 este un
numdr real.

Atunci operatorul Q < IZ.

Demonstragie. Aplicind formula lui Taylor generalizaté §i $inind cont
de forma restului in aceastd formuli gi de ipotezele ¢) gi d) avem

1P (@) | < I| P(Q(@) — [P (a) + P’ (w)g (2) + ...

w k—1 i
G ¢ @I IP@) + P@) e (@) + ...
M k-1

-,(i’:
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de unde deducem

piglay = 122 O o @ + Pl

unde £ =2 + 0¢(2), 0 <0 <1, £ e D, adicd

Mp* * pentru orice x € D. Inegalitatea d) ne
12 (@0 = (T + ) 12 @) pen
aratd ci Q («) este un operator iterativ atagat Decuajniei (1) si dacd tinem
cont de ultima inegalitate rezultd cd @ ()€ Iz .

TEOREMA 5. Fie we D C X o solufie & ecua;ieé‘z(.}_'), unde D este 0
i. Dacd sint ndeplini mdtoarele conditii :
) nwvexd. Dacd sint indeplinite wrmdatoare ! ]
mul}iw;c)a g}wmtoml Q admite derivate (in sms.Fréchet) pentru orice € D,
ping la ordinul k inclusiv §i aceste derivate satisfac condifiile :

Q@) =08, Q' @ =0 ..., QY@ =0, ¥ @) F0

si
sup || Q¥ (@) | £ M < 4 oo,
xeD

unde 0, (i = 1,2,...k) sint operatorii ]; — _lifg'aifj) nuli.
y tru orice e D, @ (x)eD § Q(x) = a. ]
E)) (J;;f;:'atomz [@, @; .’P] existd gt admate invers pentru orice ¥ & Dt“
d) Operatorii [®, @; P] g [, m;.}’]'1 sint mdrginite ofdga zziva
doud constante reale si nenegative N si B pentru cave || [z, @; =N,
\[@, «; P17 < B, pentru orice zeD.
Atunci @ € I3. . = 5
Demonstga,tie.kDin definitia diferentei divizate rezultd

P (Q(x)) = P (Q(w)) — P (@) = P (Qw)) — P(Q@)) =
= [Q(®), Q(#); P] X [@(z) — Q(x)] de unde, tinind cont de d), avem
(11) IP (Q(@)|| = N. ||Q (#) — @ («)||, pentru orice » € D.

Dar ipoteza a) ne conduce la urmétoarea inegalitate
@ = z | tru orice x € D
(12) 1@ () — @ (@)= o |# —@|, pentru .

Din faptul ¢ P (x) = 0 obfinem

e

P (a) = [7, @;P] (2 — )
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care ne dg
|2 — | < E P (x) ll, pentru orice z e D.

Din ultima inegalitate §i din (11) i (12) deducem

17 @@ = 2

1P ()]

ceea ce trebuia ardfat.

Din teorema de mai sus rezults cid, condifidle impuse de noi in defi-
nitia ordinului de convergen{d pentru un operator iterativ sint cel putin
tot aga de generale ca gi condifiile din ipotezele a) gi b) care sint esentiale
in demonstratia teoremei 5. Pe de altd parte, condifia impusi de noi in
definifia 2 nu cere existenfa derivatei Fréchet §i ea poate fi aplicatd si
cind aceasta se inlocuiegte cu diferenta divizatd asa dupd cum rezults
din teorema 3. Tn acest fel definifia 2 ne di posibilitatea s3 clasificim o
clasd mai largd de operztori iterativi,

Primiti{i la redactie la 23 iunie 1970

Academia Republicii Socialiste Romdnia
Filiala Cluj
Institutul de calcul.

SUR LES OPERATEURS ITERATIFS

(RESUME)

On définit la notion d’opérateur itératif et ordre d’un opérateur itératif. A 'aide de ces
notions on étudie les problémes suivants : a) La caractérisation de lordre d’un opérateur qui
provient de la juxtaposition de deux ou de plusieurs opérateurs ; b) Des méthodes de construc-
tion des opérateurs itératifs d’ordre P 41 et 2p 4 I'aide des opéraieurs d’ordre p; c) Des con-
ditions suffisantes qui doivent &tre accomplies par un opérateur donné pour qu’il lsoit un opéra-
Lleur itératif attaché & une équation opérationnelle qui doit admettre un ordre donné.
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