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é

tr'ie datä ecuatia opera.tionalä

(1) P (n): Q,

unde P este un opelâtor. ctefinit pe spaliul linear normat I qi cu valori
în spaliul linear norma,t Y.* 

Éentru tezolvàrea, ecua,liei (1) se consid.erä în general un alt operator
ori în el însuçi.
stuclia proprietã,file operatorului Q

rul P.
rul 0 este un opera,tor iterativ ataçat
Pentru cate P (fr) :0, este Punct

ullime de elemente ale spaliului -X
çi p à 0, un numár real. vom spune cã, operatorul iterativ Q at'aqat
ecuätriei (1) are ordinul k (h - numär natural) pe mullimea D, dacá, pentru
orice n e D are loc inegalitatea:

(2) llP ((Q (r))ll < P llP (ø)llo.

Mullimea operatorilor iterativi, ataçali ecualiei (1), care au orclinul /c

ne domeniul D o vom nota cu 7f.' în leg'áturä cu juxtapunerea, a doi operatori iteiativi vom stabili,
pe o altã, cale clecît în [4]r urrnã,l,orul rezaltat:

I,,omA 1. Dacd, Q.Il,,, Relfl,rQ @)eD çi' R (n)eD pentru, ol''ice ne D,

atrmc'i R (Q).Ion,n, fi Q (E) e Ifl,r,.
Demonstra!ù. nie pr $i pz douä numere reale çi pozitive pentru

,care, conform ipotezei, au loc inegalitálile

(3) llP (Q (ø)) ll < pr llP (r) Ilk' pentru orice n e D,
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1 538 I. PÃV.ALOIU

(4) ll P (å (ø)) ll < p, ll P (ø) lle, pentru orice u e D.

Deoarece Q @).D çi j? (n)eD pentru orice reD,rezlultá, cã:' R (Q@))eD
pentru orice n e D. Avîntl în vedere acest fapt çi inegalitatea (4)
rezttltá, :

llP (A (Q @)))ll { p, llP (8 @))1f,, pentru orice ne D.

finînrl cont de aceastä inegalitate çi de (3) deducem

llP(fr(Q@)))ll<pr.prt, ll P(r)l|c,'n,, pentru orice reD.

$i cu aceasta lema este demonstratã,.
O consecin!á imecliatä a acestei leme este urmátoarea :

Coxsncrrvll 1. Dacd' QueIoo,, Qo@)eD pentru oròce ne D, i, -:7,2¡ , , ,s, ütunci to!,i operatori'i d,e Jorrna

u : Qi, (8j,( "'(Q¡,) "' )),

unrle (j' jrr...j,) este o perm,utare oa,reca're (L nLtrYùerelor (7r2r...,s), apar,tin
--Ð

C('û8A1' lp,.p2...ps'
Dem-onstralia acestei consecinle se poate face prin induclie com-

pletá.

Tnonnlr¡ 7.li,e D o mu,l,ti,rne conaeud, a spa,ti'tt'lui X, Dacd' operatorul'
P î,nd,eplineçte urmd'toarele cond'i,!ü :

a) Operatorul' P ad,mi,te d'eri'oate lrécltet pî'nd' la ord'i'nt'tl 2 'incl'tr's'ia,

llenlrw orice re.D.- b) Operatorul, lP' (n)l-' enistd, çi' este md'rgi,ni,t ad'i,cd,lllP' (r)l-'ll<
< B < * *, pentru orice ne.D,

c) llP" (n)llSM { * *, peutrw orica neD.
d) Opeìatorul, ß (n) : n - lP' (n)l-t. P (n) transJarmã, mul,!'imea

D î,n ea î,nsdçi.
Atunci Re Ii.
Demonstrra,tiø. Aplicînd. formula generalizalä a lui Taylor çi finînd-

cont de ipotezele teoremei avem

liP (E (ø))ll< ll.P (R (ø)) - lP (n) - P' (n) lP' çn¡1-t P (ø)lll *
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ceea ce d.emonstreazá, teotemu enuntatã,. -a.ceastã, teoremä ne atatá, cä,

operatorul lui Newton-Kantorovici [1] are ord'inul 2'
õãnsãcint¿ imecliâtä a teor-emei 1 çi lemei 1 este urmã,toarea :

corcsncrN da'c-q

q 1n¡èry, A ( c0' 81'

in'irlorrní* l,"oi P(r)'
Pentru r vom

o."ropoo" cä operatorul Q are forma Q@)r: fr + I (ø), und'e operato-

iul 9-(r) satisface condilia

(5) llç (ø)ll< s llP (r)ll' pentru otice neD'
'v.

concli.tia (5) çi clacä neD çi
I cá' P (n) : o rezultã' I @) :
i q @), adícá' u este un Puncl,'

lP' (n)f-'. P (Q @Ð t'ransJormd' mul'-

iíJi.o""-"i çi aplicînd formula

lui Taylor generalizatá avem

llP(Ã (ø))ll< llP(B (r)) -lp Q(n)) - P' (Q @Ð lP' (u))-' r(0(ø))lll +

+ llP (8@D - P' (n) lP' (u)f-' p (0(ø))ll f
+ llP' (Q (n)) [P'1ø¡1-r P@ @)) - P'(n) lP'(u)]-' p @ (n))ll<

< llP" (1)ll B, llp (e @))ll, + ll 
p, (Q (m)) - p, (n)ll.B. llp (Q@Dll,

2

uncle 6 : Q (r) - 0. lP' (n)l-'. I Q1n¡¡, 0 < 0 < 1' Deoarece mulfi-

^ra D esté convexã,, rez:ultá' cá'leD'
Din inegalitatea (5) declucem

llP' (8 @D - P' (n)ll < llP" ('l)ll ' 8'll" (ø)ll'

und'er¡_nJ_0.ç(m),010{llIeD.Deaiciçitlinfapt,rilcã,||P(ø)||]
este márginitä în D, rezttltá,

(6) ll P (a (ø)) ll < != n' ll 
p@ @))ll' + MB s llP (r) ll . llp(o (ø))ll'

t

c

<J

+llP(r)-P,(u)JlP,1ø¡1-tP(n))ll<!ryllP(n)ll,,2"

unde (:n-0 lP' (ø)l-t.P(n),0<0{1. DeoareceD este mullime
convexä, atunci { e D çi linînd cont d.e ipoteza c) avem

ilP (Ã (ø))ll < !#llP (æ)ll',
¿
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Deoarece Q.Ii, reztltá' cä existá un nrrmár real p Þ 0 pentru care avem

liP (8 (ø))ll < I li P (r)ll"

,care înlocuitá în (6) ne conduce la urmátoarea inegalit'ate

llP (R (r))ll 5 allP (n)llp+r,

unde dacá facem calculele gásim

^. _ ryB, þr:H, . _¡ llf p Ð8.
":-- ,

erativ'de or-
care are tot
operatorului
Q@):n-

R, (r) u'"e forma

R(n):n-lP'(ø)l-''P(n)- lP'(ø)l-'Pln-lP'(n)l-''P(r)l'

clin metod.a coarclei.

; Pl cì.iferenlele clivizate ale opera-

þ"e- care \rolìt PllesuPune cä' sînt

ln,Y;Pl:lY,n;Pl

Tponnurt 3. Dacd' aw loc urmd'toatele con'd'i'!'i'i:

tot" 'ítet"at'ia ataçat ecu'a!'iei' (1) cara

.A(n\eD.' íU'o¡o, lr, Q @); P) ad'mile 'tltÙ

l-1ll<B< l_oo.
' f'llã - zll, o 3 I( 1 i æ¡ Petú'nr'

orùtt nirrb"n 
@): n _ lm, Q @); p)-, p (n) tt"ansJormd, m,ul-

timeæ D î'rt'

Dernonstra!'ie' iVorn aráta m¡i întîi cä operatorul -R (r) poate fi

po* çl r"l ""-¿toarea 
forrná :

ß(n): Q @) - ln' Q @)i P)-'P (Q @))'

pentr* aceasta vom porni cle la'rmátoarea egalitate eviclentä

(?) n - Q @) : ln, Q @)i P l-' ln' 8 @); Pl (n - Q @))

$i linîncl con1, cle egaiibatea

P (n) - P (Q @)) - lm' Q @) ; Pl@ - Q @))

care înlocuitá în (7) ne c1á

n - Q @) : ln, Q @); Pl-t [P (ø) - P (8 (ø))] :

- - lr, I @) ; P)'1'p(8(r)) I ln' Q @); P)-''P (n)'

cle nnd.e reztlt'á' nemijlocit egalitatea

m - ln, Q @); Pf-''P (n) '- Q @) - lm' Q @); P)-''p (Q@))'

Din cele wá'lnlemai sus çi cLin concliliile teoremei rczúlá' urmätoa-

rele inegalitáli:

(8) llB(ø) -nll<BllP(ø)ll ' 
pentru otrcøreD'

(9) llB (ø) - Q @)ll : Bll r (0 (ø))ll ' pentru orice ne D'

Mai d.eparte consid'erám urmä'toarea id'entitate :vid'entã'

P (u') : P (n) * ln, Q @); Pl (t'r' - n) + {ln' u'; P) -

- ln, Q @); Pl\ þr' - n)'

d.incareînlocuind.pe¿¿cu.E(ø)çilinînd.contd.e(B),(9)çiipotezele
teoremei, d.educem

(10) llP (Ã (ø))ll : K B'llP(ø)ll'll P(0(ø))ll' pentru orice neD'

Conctilia a) ne asigurä existenla unui numä'r real çi pozitiv p pentru caro

ll P (0 (ø)) lì I p ll P (ø)llp' pentru orice n e D

/.
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care înlocuitä în (10) ne dã,

llP (Ã (ø))ll < K p Brllp (r)llp+l, pentrt orice neD

ceea ce demonstreazá, teotema enuntatã,.
eneralizate am construit astfel un

e ordinul p. Acest
ajutorul teoremei 2
primul çi al doilea
sub care a fost stu-

eoarece s-a presupus cã, @ (ø) este un

Yom considera în continuare cä operatorut Ç are forma e (n) :
:i t p1-11 ç1 vom cã,uta concrilii_asupia operatoiurui g astfel iiciî 0ßa lre un operator iterativ de ordinul lt ataçat ecualiei (1).

lnonpu¿ 4. Dacd, sl,nt I,nd,epl,inite urmd,toarele cond,i.,tii:
a) Pentru or'ice n. D, Q @) e D, und,a D C x este o mur,ti,ma conoend.
p) .oper.atorul' P a'd,mite deri,tsate (ôn sans lréchet) ?ñ,nd, ta ord,i,nutIt inclusi,a, çù pentyu: orice neD ani.std,'un numd,r rear,'çí gtoøitio a Jopentru cerre s:up llP,þ, (æ)ll< M.

øe.l)
c) Operatorul, g satisJaca cond,i,!,i,ø

.A,SUPRA OPERATOR,ILOR, ITÉRATIVI 1543

de unde d.educem

pQ@)) - _x 
ri! E!l-

llq (ø) llo + o ll P (ø) llo,
kl

unde [ - m I 0 q(n), 0 < 0 <1, EtD, aclicá

llp (0(ø))ll = ff + 0') ff P @)ll' pentru otice n e D'Inegalitatea cI) ne

arutá,cá,Q(ø)esteunoperatoriterativataçatecualiei(1)çid.acálinem
ãã"1 ¿" 

"ltì"ia 
inegalitäte rezttltá, cá' Q @) e Ii '

TnonprvrA 5. li'ene.DCX o nd'eDesteo
multi,mo d,. Dacã, sînt î'nd'epl'inite"'*utu"å"\ ;r1 a-"d'*ite aei¡a'ote ( orico x e D'
pî,nã, ta h inclusiu çi' aceste d'eri'

Q' (u) : 0r, 8" @) : 82, '' ', qrrc-rt (n): 0¿-t ' Qtn (u) *0r

çi
sup llÇ(þ'(ø) ll= A ( * oor
u€D 

ì, - tini,ari nwl'i,

"än\u. k?,;u
i $; Plll Éx'

lllu, n; Pl-ll11Ð, Pentru orice ueD'
Atwnci I e loo.

ne*,o"ttio¡'i'a." Din clefinilia ctiferenlei divizate rezultä

e @(n)) : P (Q@\ - P (n) : P (Q@)) - P (Q@)) -
: lQ@),Q@); P) x lQ@) - 8@l de uncle, linînd cont d'e d), avem

(11) llp Q(u))ll : -l[. llQ @) - Q @)ll, pentru orice n e D'

Dar ipotez a a) ne concluce la urmätoarea inegalitate

(72) llQ @) - I @)ll<ffit1. - ull*, pentru oticø u e D'

Din faptul cú P.(n) : 0 obtinem

P (n) : læ, n;P) (n - n)

7

l<

I

,

.f
I

illP (n) * P' (æ) e @) +'-# ç2 @) +...

... + ffi ço-' ulll u¡P(n)¡b,

pentru oyice n e D, unde d, este un numd,r real, çi, nenagøtits

-d) llg @)ll:9llP(n)!1, pentrw orice øeD, und,e p >0 este wn
numd,r real,.

Atunci, operatorul, Q. I"o.
Demonstratriø. aplicînd formula lui_Taylor generalizatä çi linînd contde forma restulúi în dceasrã, rormurã çia" iþoi"r%r";ñäj avem

Ilp @@)) ll < ll .P (e@)) - t.P @) i p' (u)q (n) _t ...

...+ "_''-''jîÌ çk-, @)ll + Iip (r) -r p,(ø) e@) + ...' (ft-1)! ' \"/rr ¡ rr -

, pr*_tt (n) ù_"' + (r -ii 
çr-' (n)ll

\<}

I

I
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care ne dä

ll ø _ nll < E llp (ø) ll, pentru orice ø e D.

Din ultima inegalitate çi din (11) çi (12) deducem

ltp (Q@DI < twg-:!. 
lt 
p (n)1*

ceea ce trebuia arà,tat.
Din teorema de m

niçia oràìnïruïää "ooo" l; lrumï"t"å"ï"*"r1i
) tj n¡ care sînú 

"señtriåterndilia impusä cle nói în
ri ea poaúe fi aplicatã, si

din teorema 3' În acest 1 '?q' dupä cum rezariá'

"lrì¿--ri-iä"þ-d-u"op.", 
bilitatea sä clasificäm o

Primitä la iedacfie la 23 iunie 1970
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Instilutul d.e calcul.
da

SUR, IJES OPÉR,ATEURS ITÉRATIF'S (1)

(RÉsuME)

on définit la notion d'gpérateur ité¡atil et I'orclre d'un opér'ateur itér.atif. A l,aide cle ces

;ï::""ïï:",ß::.*åf ;ä:,"äï::îïî"i::
à l,aide des opérateurs d,ordle p; c) Des con_
l un opérateul donné pout. qu,il soit un opér.a_
e qui doit admettre un oldte doùné.

cu
si

d

ln,
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