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ASUPRA UNOR METODE ITERATIVE PENTRU
REZOLVAREA ECUATIILOR OPERATIONALE
NELINIARE

de

A. DIACONU i I. PAVALOIU
(Cluj)

In lucrarea [13] s. ym a studiat un procedeu iterativ de rezolvare
a ecuatfiilor operationale, in care odatd cu construcfia iteratiilor succesive
se considerd un sir de operatori in asa fel ales, incit elementele sale sd apro-
ximeze succesiv inversul unui operator dat.

1. Fie
(1) P(x) =0

o ecuatfie operationald unde P: X - Y ; X, Y spatii Banach. Pentru rezol-
varea ecuafiei (1) S. Ul'm considerd urmitorul procedeu iterativ, [13]
@ Xny1 = %, — A, P(x,)

Ay = A 2E — P'(%,11)4,), n=20,1,...,

unde A,:Y — X este un operator liniar arbitrar, E operatorul identic al
spatinlui Y si P’(x) este derivata Fréchét a operatotului P in punctul =x.

Rezultatele stabilite de citre S. Ul'm se bazeazi pe ipoteza cd ecuatia
(1) admite o solufie x*.

In lucrarea de fati vom studia convergenta procedeuluiiterativ (2),
fard ipoteza existenjei solufiei ecuatiei (1). Teorema care va urma va stabili
atit convergenta procedeului (2) citre solufia ecuafiei (1) cit i existenta
solufiei ecuafiei (1). Rezultatul stabilit de cdtre noi nu este comparabil
cu rezultatul lui S. Ul'm dar ipotezele pe care noi le vom admite par s
fie mai pujin restrictive decit cele ale lui S. Ul'm.

Rezult atul objinut de noi se exprimid in urmitoarea:
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TEOREMA 1. Dacd in sfera S = {x“lx — x|| << v} sint indeplinite con-
ditiile :

1) Operatorul P adwmite derivate in sens Fréchét pind la ordinul 2 inclustv,
devivata de ordinul 1 a operatorului P admite un tnvers mdrginit, adicd pentru
orice x &S ||[P'(%)]7]| = B < - 00 5i [|P"(%)|| = M < + oo

2) Elementul initial x,, operatorul initial A, si constantele B st M satisfac
condifia ;.

“max {2M B?||P(x,)|], ||E — P'(%o)4 |} =< — d
unde

. d
d<1sir= = ,p=2—e cu0<e<l,

9OMB(1 — d?)

atunct aw loc urmdtoarele proprietdf :

1) Strurile (x,)o—0, (An)ueo Sint convergente.
2) Ecuagia (1) admite solufia x* & S care se poale obfine ca limitd a
strulut (x,)n_o generat de (2) st

A* =lim A, = [P'(x¥)]

n—w
3) Au loc urmdtoarele inegalitdti :

ar*
3 x, — x¥|| =< , o n=20,1 ...
( ) H n H =9MB(1 . dpn-{pul))

Bat*(3 — a)

(4) HA,.—A*Hém,

n=2~0,1, ...

Demonstratie. Pentru inceput urmirim sd aritim cd pentru orice
n=0,1, ... au loc urmitoarele proprietdti:

a) %, € 5.

o = ZMBY|P(x,)|| == 6, = - "

5, =||E — P( Al[<y.,,d2“< ar",
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unde (0,)i-0 sl (g,)n=0 sint generate de relatiile de recurenfd:

eﬂ-’rl = ele + en”‘n
Hnt1 = {lJ'n + 267»)2!

unde 0o = po = L.
9
c) 14,]l =< 2B.

Propr1et5.‘l,'11e a)—Db) sint verificate pentru # = 0 prin ipotezi. Ramlne sd
aritim ci [|4,]] < 2B. Intr-adevir

14 ol| = [[[P"(%0)]7* + Ao — [P'(x) ]| =

< P11 (1 + 1B = Plagdal) < B 1+ ) <2B.

Presupunem ci proprietitile a)—c) au loc pentru # =0,1, ...,k
si le vom demonstra pentru # =k - 1 ‘
Demonstrdm proprietatea a). Avem:

k &
141 — all éZO [1#irn — 5 g;; 1A - 1Pl < 2B L‘ 1Pl =

l/\

k :
= 2 & Lgdr=tpdi L dt ) <

ISMB QILIB

(1 domt @0 )= —2 o =,

9MB OMB(1—d? ")
in rationamentul de mai sus ne-am folosit de inegalitdtile evidente
p—1=p:—1 =0, 1,...,

deci %, & S.

Pentru a demonstra proprietatea b) se stabilesc urmitoarele inega-
litafi
M )
(5) Pz 0)l] = 1— AJPHP @ + P - [IE — P'(2,) 4],

6) IE — P'(ori)dyll < (1E — P'(x,) 4,11 + M4, IR P (%))
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fntr-adevir:

NP ()| = [1P(%e41) — P(x) — i
+11P(sy) + P'() (1 — w1 S I — o+

+ 1P (%) —1’3'(%,@)z‘lkl’(%)llé%‘/[llz‘lkllzlll"(%k)ll2 + P [IE — P'(x) A4,

unde am finut cont de faptul cd £, = x, + 0(x,y1 — %), 0 <6 <1 si
deoarece %, & S, %41 & S este evident cd s5i §, & S. Cu aceasta inegali-
tatea (5) este demonstratd.

Pentru (6) avem:
|E — P'(%u41) Apall = [|E — P'(5p41) 44(2E — P'(xp1)4))[] =
= ||E — 2P(x141)4, + (P'(%as1) APl S 1B — P01 A4l1* =
= (1E — P'(x) A4l + NP7 (EDI xesr — mill - 1144l =
< (IIE — P'(m,) 44|l + M| APIP ()1

deoarece §i aici ca mai sus §, § S.

fnmulfind ambii membrii ai inegalitdtii (5) cu 2M B si finind cont
ci ||4,]] < 2B din (5) si (6), folosind notatiile introduse obfinem:

) {PH—I =< o} + 01 O

Srt1 = (8 -+ 2pp)%
Tinind cont de ipotezele inductiei avem urmitoarele inegalitati:

P = ekdz"’g ‘15

@,
8.&5!‘% dzké _;_ de.
Din inegalitétile (7) si (8) deducem:

errr = (0% + O 1) At = Y !
Sri1 = (wy + 26,242 = ar*t,

—
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unde am notat:
Okr1 = 0 + O,
a1 = (g + 26,)%
Ardtim cid:

ok+1 _ ph+1 1 : E+1 _ pk4-1 1
Bev1 4 ? <; $i 0 pupgg g2 00 <3'

Intr-adevir deoarece

A2 gkl _ (dzk_%bka
avem :
oh_ 2 k2 gb_ P .k E_P &
0, d2H 21 (Bkd D ) +(0kd 2#) (“kdz Lo )’
, ok _ P 4k ok _ 2 ,h)2
r+1 @t - (P'kd ) + 26,4 ’ ﬁ) .
Din (8) rezulti:
6, g% dp"_zk, =< 1 - 2k’
9

avem atunci:

B+l 2
Oppq d2iH1-phtl 2 (dz—p)p” < 2 < L,
81 st 9
s AFFI-pHL 9 eyt o 1
= 81 9
Rezultd imediat ci:

Prp1 = By a1 L gpitt
- 9

Shr1 = pagr A2 = P!

)

1
9
ceeace demonstreazi proprietatea b).

In cele ce urmeazi aritim ci are loc proprietatea c).
Intr-adevir:

[ Akl] = [P (%h41) ] 4 Apys — [P'(#prn)] Y| =
S NP (@) 171 + 1B — P'(mpp)Apnal]) < B(l + gd»”“) < 2B.
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Prin urmare proprietitile a), b), c) sint adevirate pentru orice n =
=01, ...

Vom demonstra ci sirul (x,)so este fundamental

ntm—1 nt+m—1 o
Wnam — %l = 25 1% — 0l = 25 14l - [ POl =
1=n i=n
+m—1 "
< 2B 1 ”2 dpi _ ar (1 + dpn+1__pﬂ+ o _l_dp?H»m—l_ﬁﬂ) <
- 18MB? i=n 9MB

t

t )
< [1 4 d@"e-0 4 . 4 (@"e-0)"""] < d
OMB

oMB(1 — @ =)

Ne-am folosit de faptul ci pentru orice 1 =1, ..., m — 1
prri —pr=pp — (P P+ AP + 1) > ip"(p — 1),

deoarece p > 1.
Din faptul ci d < 1, rezultd cé sirul (,)i-o este fundamental, spajiul
X fiind complet, el va fi si convergent. Fie x* limita acestui sir.

Din faptul cd:

kd

a?

— X ;%)mZO,l,..
Hx"+m 9“»“ < OMB(l — d?”(i’—l))
facind m ~ oo obfinem:
(d
ar
9% — x|l <= ————, #=01 ...

OMB(1— "1y

prin urmare inegalitdjile (3). Pentru n =0, rezultd

d
* o1 aan T
e — sl £ e
prin urmare x* & S .
Din inegalitifile b) rezultd lim ||P(x,)|| = 0, de unde finind cont de
’ fn— oo

continuitatea lui P rezultd P(x*) = 0, prin urmare x* este solutie a

ecuatiei (1).
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~J

Deoarece x*& S, va exista operatorul [P’(x*)]-? notat cu 4%. Avem :

|4, —A*|| = [[P"(x%)] 7= 4,]] = ||[[P'(x*)] 7 — [P"(«*) 11 [P’(x*)]4,,]]
= B|IE — P'(a*)4,]| < B(IE — P'(x,)4,ll + |IP'(5%) — P'(x,)Il ||4.]]) =
=< B(3, + ZMB||x* — #,||), unde || P'(x*) — P'(x,)[|< ([P (n)]] |la¥*—x,|| =

< M|x* — =],

JAN/AN

l

deoarece v = %, 4 0(x* — x,), 0 < 0 < 1 aparfine sferei S.
Rezultd deci cd: 4, ——> A* si:

o0

" - Bat"(3 — at"*=")
4% — 4,]| = vt
ol — a )

care sint chiar inegalitdtile (4). Cu aceasta teorema este demonstrati.

2. In cele de mai sus s-a facut ipoteza cid operatorul P admite derivate
Fréchet pind la ordinul 2 inclusiv. In continuare vom tnlocui aceastd ipotezi
prin una mult mai generald aceea cd P admite diferente divizate pini la
ordinul 2 inclusiv.

Notfiunea de diferentd divizata pe un spatiu abstract se presupune
cunoscutda [5], [9], [11], [12]

Pentru rezolvarea ecuatiei operationale (1) considerdm urmitoarea
metoda iterativi:

9 ‘xﬂ-l-l . xn I AnP(xn)
©) Apyr = A,2E — [%,, %uy1; P14,); n=20,1, ...,

unde x, este un punct arbitrar al spatiului X, iar 4,:Y — X un operator
liniar arbitrar. Prin [x,y; P]: X -»Y s-a notat diferenja divizatd
de ordinul 1 a operatorului P pe punctele %, 3. Se va nota cu
[%,9,2; P]: X - (X —»Y) diferenta divizatd de ordinul 2 a operatorului P.

Relativ la ecuatia operationald (1) si metoda iterativd (9) avem urmi-
torul rezultat.

TEOREMA 2. Dacd in sfera S = {x! llx — %o|| < #} sint indeplinite con-
difiile :

1) Operatorul P admite diferemte divizate pind la ordinul 2 inclusiv,
diferenta divizatd de ovdinul 1 admate invers §i ||[x, y; P] Y| < B < --oe,

pentru orice x, vy &S s ||[x, v, 2; Pll| &= M < + oo, pentru orice x, 9,
2 S.

2) Operatorul initial A, este mdrginit st ||A,|| < 2B.
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3) Siut satisfdcute inegalititile :

max {4 MB|P(x0)l, 5 VIMBIPE, IIE — U 5 PP = 54

d
18MB(1 — a?~1)’

V§—1_

1 5
unde d <1 §i v = cu ;b=+TV—e,O<a< )

Atunci :

1) Sirurile (%,)a=0 ¢ (A,)n=0 Stnt comvergente.

2) Ecuatia (1) admite solufia x* & S ce se poate obfine ca limitd a strului
(%,)a=0 generat de (9).

3) Limita sirului de operatori(d,)i—o este si limita sirului de operator;
([%, Zni1; P1 Voo ([%, Z%upr; P11 existd pentru ovicen =0, 1, ...,
deoarece dupd cum va veiesi din  demonstrafie, %, & S pentru orice
n=20,1...).

4) Awu loc inegalititile.

dP"(P— 1)

[
e = 18MB(1 — at" 1)

st

13

2B n—1 34?
* __ 2Blogp s .
|14 Al =~ 247" + e ]

Demonstratie. La fel ca in demonstrafia teoremei 1 vom ardta cd au
loc urmitoarele proprietdfi:

a) x, &5 n=0,1,...,
b) by = AMBY|P(x)|| = O,d s <" m=0,1, ...

1 #w—1 .
by 8, = ||E — [%u_1, %,; P]A,,ng@,,d‘*n_g_;dp =01, ...,

unde (0,)7~0 51 (4,)n=o sint generate de relatiile de recurenjd:

0.1 = 02 A1 40,0, ; + 0,p,dn "1,
Pnt1 = (l"‘n @l + en e en-—l)z;
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DTy RTI st s Y
cu b= 0, =p, = g iar girurile (a,)u—0 §i (B,)n—o sint generate de rela-

tiile de recutentd :

{ B”+1 - 20(n—l

Gpg1 = O, + Ky—1,
cuoag=1, o0, =2, ;=1
¢) 4, <2B; =12, ....
Ca in demonstratia teoremei 1, vom folosi metoda inducfiei mate-

matice.

Proprietdtile a), by), ¢) sint verificate prin ipotezele teoremei pentru
n =0, iar b,) pentru # = 1. ‘

Presupunem c# proprietdtile a)—c) sint adevirate pentru »n <% si
vrem sd le demonstrdm pentru # = %k 4 1.

Pentru proprietatea a) avem:

k k
12041 — %oll £ 25 12041 — 2]l S 25 1l - [1P(w)]| =<

k k .
2B P(x)|<2B — 1 v _
= ;}H ()l = 5 1 § &

d — 2_ %
— 1 dj’ 1 dp 1 L P —1 _d“ -
T + + + @< T S

deoarece #(p — 1) < p* — 1. Deci %, & S
Pentru proprietdfile b;) si b,) stabilim inegalititile
(0) NP (xuia)l] = MIA NP AN PG A+ [ Ag= ]l 1P (- 1)]]) -
+ NP E — [#-1, %, P14,]],

(11)  IE — [%,, %ay1; Pld, || =

= (I1E — [, 25 PIA 4 MIANG1A0 - TP+ [ daoil] [P (e 1)}
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fntr-adevir folosind formula de interpolare a lui Newton in spatii abstracte
avem : :

P(xes)l| < NP i) — Plog) — [Barn, %5 Pl(®eer — 211 A
+ 1P(%,) + [%ns1, %45 P1(osrr — 2|l < H[xngs, % %1 PJIEX
X &1 — %l| [ Xer1 — xp—1l| + [1P(%) + [%e—1, xk?P](le — %)

Din ipoteza inductiei rezultd:

P as )] == M A P4 TP sl TP e-0)]) +
+ |PEIIE — [%5-1, %5 P14,
De asemenea :
IE— %, %a41; P Al S |E — 2% %ar1s PIA+([%, %e1; P14 =
< ||E — [%, %ki1; PTAIP < {IIE — [%e1, %3 P14 +
I [%—1, %3 P] — (% #aa1s P S AIE — [% %o PLA +
A+ AN %1 % #1s P %ag1 — %l| + 1%, — %aall}®

de unde pe baza ipotezelor inductiei rezultd (11).

Pe baza notafiilor introduse intr-un mod analog ca in cazul demonstra-
tiei teoremei 1 obtinem sistemul de inegalitafi recurente:

= ok + prer—1 - pid
(12) <f(3k+1 = Pk PERE—1 PrO%
l Op1 = (Sk + o + Pk~1)2-

Din ipoteza inductiei avem :

or == 0,d%, pp 1= 0, _1d1, 8, =< P-kda",

unde 9,, 0, 1, u, si o, o, B, sint numere cunoscute. Din inegalitifile (12)
deducem :

onp1 = 0% % 4 8,0, d ot 4 O AP = 0, A%
Sppn == (uyd® + B, d% 4 O d—1)2 = py qdPen
Se observd ci trebuie si avem:
%= min {20, oty + 1, @, + Ba}

Brrr= 2 min {oy, By o1}

{4

7]
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Aritim prin inductie cd are loc inegalitatea dubla:

(13) 0, =B =0 ;s =12 ....

Pentru s = 1, inegalitatea este evidentd. Presupunem ci ea are loc pentru
s=12 ..., ¢t Avem atunci:

20, = 20, == 200y,
o + oy = 20, 1= a1+ Bia
o+ P = 235 =20, = %1+ oy
de unde:
min {2a,, &, + @,_y, o, + B} = 2 min {«, B;, o1} =
= min {2¢, 3, o,y -+ o_p, 0,y Bis}s
deci :

o1 = By = %

prin urmare inegalitatea dubld (13) are loc pentru orice s =1, 2, ...
Atunci din expresiile lui o, ., §i B4, rezultd:

{ Lpy1 = 0 + X
Brrr = 2043

Observam atunci cd 6,,; §i pyy; sint dati de relatiile:
0,41 = 024" %=1 + 0,0,,1 4 O, d™ %
Uppr = (adh=27 "0 - 0,d% % 4 0, )%

Demonstrdm acum cd dacd p este un numir pozitiv care satisface ipote-
zele teoremei, atunci au loc inegalitatile :

'Pk 41

1 _pk 1
Oy 1@ <3 P adh T < ol

fntr-adevir:

0k+1d°‘k+1_;bk+1 = (02 "1 4 8,0, , -+ O,ud® %) P

P‘k+1‘iek+lgpk == (d® M 0, d% %1 4 6))2 Pria?t,
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Din ipoteza inductiei avem:
1 LA 1 k 1 ,pk—1
Ok_l < ; dpk‘l ak_l, ek << 'Q—dp T, < ;dp —Bk,

de unde rezulti:

—ph 11 apk_ gkl by ph—1_pk+1
0,117 < S (d AR T e )

si
Hk+1dﬁn+1_’k < 1 (zdﬁk_a*‘l + d’k_l_“k—1)2d6k+1—i’k =
. 81

= L4’ paa" ),

de unde observindu-se cd dacd p & ] 1, ! +2V5 [ toti exponentii ce inter-

vin fiind pozitivi rezultd ci:

okl 3 1
0, gd%+ 17 g L
s 81 -9
i 9 1
AP o L=
(R ] 81 9’

de unde:

1 .ph+1
Prr1 = ek+1dak+1 < 9 @t

Bprt S Wy qadHh < %dﬁkf
deci proprietitile b,), b,) sint adevarate si pentru » =% 4 L
Pentru relatia c) avem:

HAnsall = 11[%p %ap15 P17+ Apsr — [% %11 P17 =
< Ifop #nars P11+ IIE — [%, %1 Pldenill) =

< B(1 + 841) < B (1 +%d"")<%’3< 2B.

Prin urmare am demonstrat prin inducfie ci relatiile a), b,), c) sint
adevirate pentru orice » =0, 1, ... iar b,) pentru orice n=1,2, ...
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Avem atunci:

ntm—1 tt+m—1
im = 2l S 25 Mo — &l 2 (1441 1P()]| <
< 2B Hffl P 1+ "t
36MB* = =~ 18MB ' W T ) <
- a" 0 d” . 4@ 4 < 2"
18 MB o 18MB(1 — " (t=1)

Deoarece d < 1 rezultd cd (x,),~0 este fundamental deci §i convergent.

Dacd m — oo obfinem ;

#

a?

Hx* - X”H S: ” 1) ’
18MB(1 — a¥ #71)

n=201,..

si in plus pentru » = 0

. d
x* — < —,
I woll = 18MB (1 — a1
deci x* & S.
Din faptul cd lim ||P(x,)|| = O si din continuitatea lui P rezultd ci:

P(x*) = 0 deci x* este solutie a ecuatiei (1).
Ardtim ca sirul de operatori (4,)s-o definit de (9) este convergent.
Avem :
1 4ivr — Al = 1A;(2E — [x, %115 P14) — Al <
S A NE — [5, 415 PIAIIS 2B + o+ picg) 22 (2077 + 7).
Deci :

#n4-m—1 ‘2Bl nt+m—1 ic1 _n+;nf1 :
[min = Al < 2 Min — AN =222 3 @7 4+ D dp)=

. "
2B #—1 n-tm—1 dp )
==212q* a 3—],
9 [ I s 1 _ g?"e-1

de unde se observa ci sirul (4,);, este fundamental. Deoarece daci X, Y
sint spatii Banach gi (Y, X)* (spatiul aplicatiilor liniare si continue defi-
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nite pe Y cu valori in X, este spatiu Banach. Cum 4, & (Y, X)* pentru
orice n = 0, 1, ... deci sirul (4,)n-o este convergent. Fie A* limita sirului
A,. Avem:

j4r — 4= 22 20

Vom ardta ci si sirul ([%,, #%,41; P]7Y)s=1 este convergent si converge
tot citre A*. Avem:

|| A - [xn, xn+1; P]_IH g H[x»’ xn+1; P]_IH ”E e [xn' xn+l; P) Au” <

< % (den—l _I_ dpn) .

Peci:
HA* - [xn' Xntls P]¥1|| = ”A* N An“ -+ ”An - [xw Kyt P]Tl“ <

2B -1
<llar — A,) + % (2@ )
de unde rezultd ci existd limita sirului ([%,, %,.41; P]™)r—o §i aceastd limitd
este A*.

Cu aceasta teorema este demonstratd.

3. Ca mai sus vom presupune ci P admite diferente divizate pind

la ordinul 2 inclusiv. Vom considera pentru rezolvarea ecuatiei operationale
(1) urmitoarea metodd iterativd : [6], [7], [4], [13]

{xn-kl = ¥, — Anp(xn)

An+1 = AM(ZE - [xﬂn-l‘-l’ Q(xn—{-l) ; P] An) ; ?;Eﬂ n = 0: | PR

M
q

unde %, este un punct arbitrar al spatiului X, 4,:Y — X este un operato
linear arbitrar, iar Q:X — X este un operator iterativ atagat lui P, adica
un operator ce admite ca §i punct fix orice solutie a ecuatiei (1).

(14)

Se stabileste urmitorul rezultat :

rEOREMA 3. Dacd in sfera S = {x|||x — x|| <7} sint indeplinile
condifiile :

1) Operatorul P admite diferente divizate la ordinul 2 inclusiv, dife-
renta divizatd de ordinul 1 admite invers st ||[% v; PI7Y|==B < +
pentru orice x, y & S s ||[% ¥ z; Pl = M < o0 pentru orice
%y 2 e S.

2) Operatorul Q satisface conditiile ||Q(x) — Q) || L || x — y|| pentru
orvice %, vy & S; ||x — Q) || < || P(x) || pentru orice x & S.
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3) Sint indeplinite condifiile :

max {2MB(2B + o) P(x)|l, |IE — [%o, Q(%0) ; Pldoll} = cd,

unde
d cd
d < 1, Y = % '
2MB(@2B + o) + M@2B + o)1 —a?™")
C:min:‘l; 1 ; 0(':1+L;
12 14« 2B+«

unde p =2 —¢ 0<e<1l
Atuncy :
1) Sirurile (%,)n-0§t (A,)n=0 sint convergente.
2) Ecuagia (1) admite solutia x* & S ce se poate obtine ca limitd a strulus

(%,)n—0 generat de (14) st

A% = lim A, = [x* Q(x*); P]-* = [P'(»*)] ™"

3) Awu loc inegalitdtile :

"
dp

¥ — x || =< o ) nwn=201, ...
H H” =1 IM(2B + OL)(I a dﬁ"(P_I))
st
: # © 2B(l 4+ L)
A* — A,)| < Bed® |1 ; n=201,.
I = Bod [1 4 = iy,
- Demonstratie. Casi la teoremele precedente vom arita folosind metoda
inductiei matematice ci pentru orice n = 0,1, ... au loc urmitoarele
proprietdi :

a) %, &5, Qx,) &S, n=20,1, ...,

ST i DIPx)I| = 6, ¢ = cd”

Su = HE - [xw Q(xn) ; P]AnH = Yn dZ” = Cd?ﬂ:
unde (8,)%0 51 (w,)oo sint generate de relafiile de recurentd:

{ 0”+1 ~ e'ZI + e”“‘n
g1 = (e + @'6,)%; n=0,1 ...,
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cu Oy=1¢, po=c¢
%:O, 1,

|44 < 2B,
< 00d = cd, 89 < pod — cd.

¢)
Din ipotezele teoremei desprindem %, & S, g,

Pentru a aridta Q(x,) & S se calculeazi :
acd
7,

N (x0) — 2ol] = « || P ()] géMB(zB + )

deci Q(x,) & S. De asemenea :
HAoll = |1 [%0, Q(%0) ; P]7* + Ay — [%,, Qxo); P17 <

= [[[%0, Q%) ; P1YI(1 4 ||E — [x,, Q%) ; Pl4,]]) < 2B.

Prin urmare proprietdfile a)—d) au loc pentru # — 0, Presupunem
cd ele sint adevidrate pentru » = 0, 1, ..., k. Aritim ci in aceste ipoteze

ele sint adevirate pentru » = £ + 1.

Pentru proprietatea a) avem:

k k
H&nsa — %ol g; %41 — %l ——<—i:0 NANP(x)]] <

i TR TG s
)( )

I/

21 k(p—1)
(Bt b syt b ) g

- cd
=T
T M(2B + w)

De asemenea :

']Q(xk+1) — || = |1Q(%p41) — Fpgall 11200 — %]] =
cd

ocd
= o||P(x Xypi1 — Xol| < g .
NP ()] + |50 — 2] T S —
acd ‘cd k.
+ MEE + a0 — @Y

<
2MB(2B + a)

Deci: 4,4, €S, Q1) &S

2B
2MB(2B + «
cd <7
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Pentru demonstrarea proprietafilor b) si c) se stabilesc inegalititile :
1 P(xas Il = MIAL(IARl A+ ) [P P+ P(x)]] - ||E — [, Q) 5 P14,

NE — [%441 Q(#p11) 5 Pla, N < {IE — [%, Q) ; P14l +
+ M(1 + L)[|4,]] || P(x,)]])?

Aceste inegalititi se stabilesc intr-un mod cu totul analog ca in cazul teo-
remelor 1—2. Bazindu-ne pe ||4,|| = 2B si cu notatiile introduse ajungem la
Prr1 == 0k + Puds
Spi1 = (8, + o'py)?,

14 L
unde o = —1 L2
2B + «
Din aceste inegalitdfi recurente intr-o manieri absolut analoagi cu

demonstratia teoremei 1 rezulti ci:
pk-}-l
Pr+1 S Opyps

gk+1 sht1
S Spad  =cd

& < o

unde p este un numir pozitiv oricit de aproapiat de 2.
Proprietatea d) rezulti analog cu cazul teoremelor 1)—2).

Bazindu-ne pe proprietdtile a)—d) rezulti ci:
cd?”

s — 2l < _
. M(2B + o) (1 — a?"® =)
de unde rezultd cd sirul (x,)pn, este fundamental deci $i convergent

citre #* care va fi §i solufia ecuatiei (1). Aceasta ca in cazul teoremelor
precedente rezultd din faptul cd lim P(x) = 6 i din continuitatea Iui P.
#— o

Eroarea cu care #, il aproximeazi pe x* este dati de inegalitatea:
ca?”

ll* — )l = -
M@2B + «)(i — " —1)

de unde rezulti ci
d
¥ — x| < ° ’,
l oll = M(2B + o) (1 — a?~}) S

deci #* g S.
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Pentru stabilirea convergentei sirului (4,)s=o avem inegalitatéa:

Ilx*, Q@) ; P17t — A< |llx*, Q*); PI7IIIE — [¢*, Q*); PlAli=
< B{|E — [#,, Q(%,); P14+ Iz, Qx); Pl —[x% Q%) PlI4.l}=
< B3, + (1%, Q). Q(*); PUHQE*) — QW40+
+ % 2%, Q*); Pllill, — #*1 - 14} =
= B{S, + M(L + 1) 2B|lx* — x,/I},

de unde se observi ci:

lim ||[x*, Q(**); P]7*—A4,|=0

n—00

de unde rezult} ci sirul de operatori (A,)5-o este convergent siare ca limita
pe [#*, Q(x%); P17 = [P'(x*)]"*. Inlocuind |x* — %,|| cu majoranta cu-
noscutd se obfine eroarea cu care A4, il aproximeazi pe [x*, Q(x*); P11
care este dati de inegalitatea.:

2B(L + 1)

4% — A4,]| < Bed”" [1 te )
@B + o) (1 — a®" =)

Cu aceasta teorema este demonstrati.

SUR QUELQUES METHODES ITERATIVES POUR
LA RESOLUTION DES EQUATIONS OPERATIONNELLES
NON-LINEAIRES

RESUME

Dans cette note nous considérons ’équation opérationnelle P(x)=0
ot P:X—Y est un opérateur non-linéaire; X, YV étant des espaces de
Banach et en partant du résultat de s. vym [13] nous nous proposouns
d’étudier la convergence et la vitesse de convergence des méthodes

Hpy1 =%, — A,P(x,); n= 0, 1,... oit la suite (4,)n-0, 4,:Y — X est don-
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née par la relation de récurrence A4,,,= 4,(2E— B,4,) ot B, est res-
pectivement

Pl(xn+1)w [xnr xn+1; P] ou [xu+1: Q(xn+1); P]r

Q est un opérateur itératif associé & P. On démontre que 'ordre de con-

. . . 1 5
vergence de ces trois méthodes est respectivement 2 —e, ——+—2—E —¢ et

2 —¢, >0 étant arbitrairement petit.
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