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ASUPRA UNOR METODE ITERATIVE PENTRU
REZOI,VAREA ECUÁ"TIILOR OPERATIONAI,E

NEI,INIARE

a.. DrAcoNU çi r. P.Ã.vÄúoru
(cluj)

ln lucrarea 113] s. urr'M a studiat qn proced.eu iterativ de rezolvare
a ecualiilor operafionale, în care oclatä cu constrúcJia iteralälor sllccesive
se considerä un gir de operatori ln aça fel ales, încît elementele sale sä apro-
ximeze succesiv inversul unui operator dat.

1. Fie

(l) P(x) : Q

,o ecuatie operalionalä unde P:X +Y i X, Y spalii Banach. Pentru rezol'
valeâ ecuatriei (1) S. Ul'm considerä urmätorul procedeu iterativ, t13]

\2)
xn+r : x, - An P(xr)
An+t : A"(28 - P'(xn¡1)A^), n :0, l,

unde ,40:Y + X este un operator liniar arbitrar, E operatorul id.entic al
spaliului Y çi P'(x) este derivata Fréchét a operatorului P în punctul r'

Rezultatele stabilite de cätre S. Ul'm se bazeazâ pe ipote4a cä ecuafia
(1) admite o solufie ø*.

1n lucrarea d.e fa!ä vom d.euluiiterativ (2),
1ârâ ipoteza existenlei solutiei va urma va stabili
atît cõnvergenla procedeului (1) cît çi existe-nfa
soluliei ecuãliôi (1), Rezultat u este, comparabil
cr íeatltatui lui S. Ul'm dar ipotezele pe care noi le vom admite par sä
fie mai pulin restrictive decît cele ale lui S. Ul'm.

Rezult atul obtinut de noi se exprimä în urmátoarea:



A. DIACONU Si I. PÃVÄLOIU 3 ASUPRA UNOR METODE ITERATIVE

unde (0,),to çi (pJLo sînt generate de relaliile de recuren!å:

' r, 0z+1 : 0?, I 9rV,

63
62

rEoREr{A l. Dacd. î'n sferø S: {ølllx - xollí-r} sîntî'nd,eþIinite con-
dli|iire :

l) Oþerøtorul, P ød,mite d,eriuøte î.n sens Fréchët þî,nd. l'ø ord,intt'l' 2 incl'wsia,
d,eúuø,tø d.e ord,inul' I ø oþeratorul'ui P ød,rnite un inaers mà.rginit, ad'icã' þentru
orice x €S lllP'(x)l-'ll<B < + "o fi llP"(x)ll<M q f oo.

2) Elementu,l, iniliøl x o, oþeratorul ini!íal A o ;i constøntel,e B çi M søtisføc
cond,ília :

' max {2M B'llP(xo)ll, llE - P'(xo)A,l} 
= i O,

und,e

d<l,sír: ,þ:2-ecu01e1l,' ,MBQ - at-t¡

atunci øtt, loc urmã.toarel.e þroþrietàli' :

l) Çi,ruríl,e (x,o)l:0, (A")î:o sî,nt conaergente.

2) Ecwølia (l) ad,rnite solulia ø'F € S ca.re se þoøte obline ca lirnitd. ct'

çirului (x")i:o gercerøt d,e (2) çi

Pr,+ Vr+ 20*)

unde 0
I

0-(L'0- -I

c) llA,,ll <28.
proprietälile a)-b) sînt verificate pentru ,/L : 0 prin ipotezâ. Rämîne sä
arätãrn .8 ¡eol {28. Într-adevár

ll,4oll : ll[P'(øo)]-' I Ao- lP'(xo)l-'ll<

<lllP'(*òl:'ll (1 + llE - P'(xo)A.ll) < B [r + L ¿) .zn
\el

Presupunem cä proprietälile a)-c) au loc pentru n:0, l,
çi 1e vom demonstra pentru n : h I 7

Ðemonsträm proprietatea a). Avem:

l¡

A* :Iim A,: lP'(x*))-t ÞÀ
llxu+, - xoll 1Ð llr,.r, - N,ll < D llA)l . llP(*,)ll <28 Ð llP(r')ll<

F-o ' i--,0 i-o

h

.< 28
IBMRz -¡__o 

gIvIB .

gltl9, t v" | ." | '..t eva¡_aÞ_r¡

3) Au loc wmàtoarel,e inegøl,itdli

(3)
dþr

n :0, l,llx, - %*ll <
9MB 1- '))

(4) rA*-A*r<#W\ n :0, l, 1n ralionamentul de mai sus ne-am -folosit de inegalitälile evidente

i,(þ-l)<þn-1, i:0, 1,. ,

Dernonstvatie. Pentrt început urmårim sä atâtâm cä pentru orice
n : 0, l, . . . au loc urnätoarele ploprietäli :

a) r,€S.

deci ø¿a1 € S.

Pentru a demonstra proprietatea b) se stabilesc urmätoarele inega-
litäli :

pn:2MBzllP(x")ll < 0, d2" 1<
I
ct

1

I

d,P (5) llP("u*,)ll 
=Y"llAhll,llP(xu)ll, 

+ llP(xu)ll . llE - P'(xo)Aoll,

b)
òo: llE - P'(x^)A"ll<¡t,,d2" '<- d,P , 6) llÐ - P'(xe*)Aoll < (llE - P'(xu)'Arll + MllAoll'zllP(xo)ll)'
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lntr-adevár unde am notat:

IIP(øor,)ll SllP(xu*,) - P(xn) -'+(xu*, - #Jll * 0¿+¡:0?*Oet¿¿

F¿+r: (Vo*200)'.
* llP(xn) + P'(x*) (*o*' - *n)ll < llP"(1n)ll

,t llxo+, - xull' + Arätäm cä:

ïP," flzh+t - þh+r <

lntr-adevär d.eoarece

+ llP(ø¡) - P'(xo) AoP(xo)ll<y llAull'zllP(xo)ll' * llP(øJll llE - P'(xo)Aull,

unde am linut cont de faptul câ 4e: fo!.9(xþ+]--*u), g ( 0 < I .çi
deoarece *" e S, xn+t eS ãste evideät cå'çi {o € S. Cu.aceasta inegali-
tatea (5) eåte d"mot stratä.

Pentru (6) avem:

llE - P'(xenr) Aa+tll : llE - P'(xn+ù Aþ(28 - P'(xe¡lAJll :

: llÐ - 2P(x¡¡)Ao * (P'(xr,+ù Au)211< llE - P'(xe¡)Aull' 1

5] (llE - P'(xo)Aoll + llP"(.i)ll llxo+' - xall ' ll,4oll)'5i
' 

-- 
(llE - P'(ro) Aoll + Mll Aoll'llP(xþ)ll)',

cleoarece çi aici ca mai sus (i q S'

lnmullind ambii membrii ai inegalitätii..(5) .cr 2MB çi tinînd cont
cä ll,,4oll <28 din (5) çi (6), folosind' notaliile introduse oblinem:

I
s19' ltn+tilh+r-¡'t+l a I

9

avem

dzþ+t-þh+r:(o'r-+rÌ''

(uuo'u - * ou 

)' +(roo'o 
-,t oo) (ro o* 

- + or),
Oþt-t dzþ+r -þþ+t -

þn+t dzþ+t -þþ+i -
Din (8) rez;r;Jtã-:

(*oo'o-* ou + zooa'r-|0)' .

o, 
=+ 

d,þþ-,þ, *u = * d,þþ-,o,

avem atunci:

0p¡1 flzþ+r - oo+' <. Z (d,
81

-þ)þo <3<18lI

(7) I
ì

P¿+r I p? * p¿ à¿

à¡+r{(ào+.2po)'
vn+,d"þ+r_oh*r 

z 
f{ar_4øo a+.

Rezultä imediat cä:

P¿+r ( 0¡¡1 ilzh+r i L dPo*t ,

ô¿+r S tt"n+t d2h+ti-iOou*',

ceeace demonstreazá" propÅetatea b).
ln cele ce urmeazä arâtâm cä are loc proprietatea c).
lntr-adevär:

llAo+rl¡ : lllP'(xn+,)l-' * Ae+, - lp,(xo+r)l-tll <
llLP'(x**')l-'ll(1 + llE - p'(xe¡1)A¡+,ll) ta(r + *or.')<zB.

(8)

Jinînd cont de ipotezele inductiei avem urmätoa¡ele inegalitäli

Din inegalitálile (7) 9i (8) deducem:

P¡+r 5 (01 * 0, t'o) do*t : 0u+''il'o*t

ào+, S (Vo * 2 0r)z ¿zn+t : ¡t"¿¡ril2þ+1 ,

$ - Revista cle analizä numericä 9i teoria aproximôliei vol, 2, fôsc. 1, 1973
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prin urmare proprietälile a), b), ") sînt adevárate pentru orice ø :
:0, 1, ..'

Vom demonstra cá çirú (x,)f:s este fundamental

7 ^suPRA 
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Deoarece ø*G S, va exista operatorul lP'(x*)l-r notat ctt A*. Avem:

llA,- A*ll : llfP'(øx)1-t - A,l¡ : lllP'(x*)l -' - lP'1x*¡l-tlP'(x*)lA"ll <
<BllE - P'(x*)A,ll( a1¡lE - P'(x,)A,,ll + llP'(x*) - P'(*,)ll ll,4"ll) <
( B1Ð,, + 2MBllx* - x,ll), unde jlP'1x*¡ - P'(x,,)llí llP"(rl)llllx**x,,ll4

l Mllx* - x,ll,

deoarece \: fr,+ 0(x* - xn),0 < 0 ( I apartine sferei S.

Rez,ultä deci cä i An 1A* çi:

,, ,'*'tt ^ ,, Bdþ" (g - ¿t"'lo- t)¡llA*-A,,ll:=#,

care sînt chiar inegalitätile (4). Cu aceasta teorema este demonstratä.

2. 1n cele de mai sus s-a f äcut^ ipote za câ operatottl P admite clerivate
Fréchet pînä la ordinul 2 inclusiv. În continuare-vom înlocui aceastå ipotezá.
prin una mult rnai generalä aceea cä P admite diferenle divizate plînä la
ordinul 2 inclusiv.

Noliunea de diferen!â divizatä pe un spaliu abstract se presupune
cunoscutä i5l, l9l, llll, ll2l

Pentru rezolvarea ecualiei operalionale (1) consideräm urmätoarea
metodä iterativä:

6

t+ñ-! nfm-l

ll,tnn^- x^ll=Ðllx,+, - x)l=D WqSl 'llP(ør)ll (

i+'h-l

<-2F, I r dþi
tsMBz í=

dþn

9MB
(l ¡ d,f+r-þ" + .., i dþ'*"'-t-L") <

. #lL ¡ d,ø"ro-l) + . . . * (d,p"tp-t))"-'l < dþn

9MB(l

Ne-am folosit de faptul cä pentru orice i : l, ' ' ', m - |

þt+i - þ" : þ"(þ - l)(pt-r + þ,-,+ ... + þ + l) 2 iþ"(þ - l),

deoarece þ > l.
Din faptul cá" d, 1 l, rez:ultá" cä çirul (x*)î:o este fundamental, spaliul

x fiind complet, el va fi gi convergent. Fie x* limita acestui çir.

Din faptul cä:

tþfr

llx,+* - fr*ll < ---:-A^ ; n' ?n: 0' l' ' ' '
SMB(t - ¿Þ"tÞ-t)¡

fäcînd ln -t æ oblinem:

tþn

llx* - x^ll< ,_^r_T,ry, tr :0, l, . . .

prin urmare inegalitälile (3)' Pentru n :0, teztllá"

ll** - xrll<

prin urmare ø* € S

Din inegalitálile b) rézt7tâ limllP(x,)ll :0, de unde tinlnd' cont de

continuitatea lui P reztlt'â P(**): 0' prin urmare ø* este solulie a
ecualiei (1).

r;.:ade xo este un punct arbitrar al spaliului X, iar Ar:Y + X un operator
Tiniar arbitrar. Prin lx, y ; Pl: X -+ Y s-a notat diferenla divizatä
de ordinul I a operatorului P pe punctele x, y. Se va nota cu
lx,y, z; Pl: X + (X+Y) diferenla divizatâ de ordinul2a operatorului P.

Relativ la ecualia operalionalá (1) çi metoda iterativä (9) avem urnrã-
tortT reatltat.

rEoRÞMA 2. Døcd î.n sferø 5: {"1 llx - xollí-----.-r} sînt înd,eþtinite con-
diliile:

l) P ad.mite cliferenle d.íaizate þî.nd. l,ø ord,inul, 2 ,inclwsia,
d,iferenl de ord.inul, 7 adtnite inaers çi lllx, y; Pl tlli B( **,
þentru €S pi lllx, y, z; Pllliru < ¡ oc, þentru orice x,y,
z€s.

2) Oþerøtorul, inilial, Ao este mörginit ;i llAol4ZA.

(e)
frn+r:xr-A*P(x*)
An+j : A"(28 - lxn, x,¡1 ', PlA,,); 0n 1
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3) Sînt søtisfd'cute inegøl'itdlile :

,,r"* 
{a 

MB2llP(xo)ll, +lüMflF@Jh, llt - lx,, x,i Pla,tt'}<f a,

und,ed,<l ti /:rs'tsl-7=\, cu þ:+-e,0<e<E=
Atønci:

l) $iruril'e (x,)i:o çi (A")i:o sônt conuergente.

2) Ecuøliø (l) ad,mite sol,u,tiø ø* € s ce se þoøte obline ca.l,imitð, a çirul'ui
(x,)i-o genera.t d'e (9).

3) Limitø çirwtui d,e oþeratori,(a*)i:o este çi |,imitø çirul'ai d,e oþerøtor¿

(1x,, tç,+ti Pf-r¡i:0. (1x,,. x.n+t-i. Pf-L existd.þentru oricen:0' l' " "
ìliohur" ilírpa- ,um- aà- iàíeçi din d'emonsttølie, ro € S þentru orice
6:Q, 1,.,.).

4) Au lôc inegal'i'tã'lile:

llx* - x,ll<- ¿Þ"tÞ-r\

lSMB(l - ¿Þ"(Þ-rl¡

cu 0o - 0r : *, : * , iar çirurile (u^)i:o çi (p"),î:o slnt generate de rela-

liile de recurenfä:

llA* - A,ll<'ilroo"-']- #nl
. I-,a fel ca în d.emonstralia teoremei I vom atâta cá aa
proprietáli:

a) xn a S, n:0,1, .'.,

br) p, : 4MB2llP(x.)ll { O*d'on < ! ap" ; n- 0, l,'''

br) 8,: llE - lxn,r, x,; P)A^llspndþnSLdo"-'i m:0, 1, "',

unde (0,)þe çi (p,)f:o sînt generate d'e relaliile d'e recurentá:

0r+1 : 0f; dou-"n-tf 0r0r-r i Trp"ndgn- 
nn-r,

l,.r+t: (ltrd'þ"-d"-t * 0ni¿n"-n"-l * 0n-t)',

c) llA)1128; n:1,2,....
Ca în demonstralia teoremei l, vom folosi metoda inducliei mate-

matice.

. Proprietälile a), br), c) sînt verificate prin ipotezele teoremei pentru
n :0, iar br) pentru n : L

Presupu_nem cä proprietälile a)-c) sînt adevärate pentru n{k çi
vrem sä le demonsträm pentru n: h * l.

Pentru proprietatea a) avem:

. llxo. , - xoll=,å llx,+, - .,ll =É M,ll .llP(øo)ll <

< ,-o g, 4 , ruA, H*

:+:e¡¿t-t+d,þ'-t+,.. + d,oo-t)1 d :,18¡48' t -' 
''l9MBll_dt--',

deoarece i(þ - l) 
= þt - l. Deci t¿+r G S

Pentru proprietälile br) çi br) stabilim inegalitälile

(r0) llP(xo.,)ll < MllAhll llP(xo)ll fll,4,ll llp(x)ll f ll,4¿_,ll llp(ø¿_,)ll) *
I llP(trh)ll llB - lxo-r, xo, PlAoll,

(11) llB - lxo, x¡¡1i PfA¡_rllS

= {llE - lxo-r,, xo; PlAoll+ MllAoll0lAnll . llP(xn)ll* llAn-,1¡'¡¡p(ør,-r)ll}.

Pn¡r : 2dn-1

ün+t: ún I &u_ t,

Demonstra.!ie
urmätoarele
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într-adevär folosind formula d.e interpolare a lui Ne'rvton în spalii abstracte
avem:

llP(øo+,)ll5íllP(xo+r) - P(xu) - lxu*r, x¡i P7(xr+r - xn)ll *
1- llP(xo) I lxat-r, x¡o; Pf(xn+r - xn)llSlllxn+t, xo, xn-t'; Plll X

X llxo+t - xnll llxo+, - x*-ll I llP(xo) I lxu-r, xu', Pl(xe¡1- %e)ll'

Din ipoteza inducliei tezr:Jtä:

llP(x;.,) I I < MllA oll llP(xo)l I (l l,4ol I I lp(øJ I I * I llo-,1 I I lP(ro-') I l) *
+ llP(rJll llE - lxu-r, xni PIAþll.

De asemenea:

llE-lxo, xn+ti PlAovrll < llE - Zlxo,xe-¡i PIAþ+(lxu, xa¡r; PlAu)'z||3

<llE - lxn, xt ¡i PlAoll'< {llE - lx*-r, xti PlAoll +

* lllxo-t, xo; P) - lxn, xn+t i P)ll ll'4ollÌ'< {llE - lxø, xa¡i Pf lrll +
+ ll,4oll ll[øo-,, n6, xn¡t; P]ll(llxo+r- xhll + llxu- xa-lll]''

de unde pe baza ipotezelor inducliei rezultä (11)'

Pebaza notaliilor introduse lntr-un mo.d analog ca în cazul demonstra-

liei teoremei I o6trinem sistemul d.e inegalitäli recurente :

p¿+r S pî* PnP¡-t t P¿8¿

8¿1rÉ(Ðo*pufpo-r)'.

Din ipoteza inducliei ave'm:

po 1 0od"n, Pn: { 0¿-¡lnn-'', 8u 1 ¡t'od'9n,

unde 0u, 0o_r, [¡t çi a¿, ø¡-1, po sînt numefe cunoscute. Din inegalitïJile (12)

deducem:

p¿+r ( \îd'"n ¡ 000¡u-rd"n+"þ-' + ïop'udna+øro - ïu*rdnn+'

à¿arS (voduo + \ud'"a ¡ \p-1d"n-'¡z:¡tto*rclstr''

Se observä cä trebuie sä avem:

&h+t: min {2ur, a.p { ø'¡-r, 
"o * Êu}

gr+r: 2 min {nu, þu, nu-r\,

1 1 ASUPRA UNOR METODE ITERATIVE. 7l

Arátäm prin induclie cä are loc inegalitatea dublä;

(13) ø" à 9" Þ ø,-1i s: 1,2,...'

Pentru s: l, inegalitatea este evidentä. Presupunem cä ea afe loc pentru
s : l, 2, . . ., l. Avem atunci:

2a,:2,22u,-1
d.t I cxt^t22a,-1à ær-, * 9,-t

% I þr22þt22ø1-12 a¿-1 I a,-r'

de unde:

min {2a,, a, i at-t, a, I þ,} 22 mit {n,, þ,, ø,-r} Þ
Þ min {2or_r,, a¡_r * dt_2, ø t-L -l- 9,_r},

deci:

æ¿¡ràþ¡¡12 u¡,

prin urmare inegalitatea dublä (13) are loc pentru orice s : 1,2, ' . '- Atunci din expresiile lui ø¿ar Çi pe¡1 rentltâ:

dh+t: up * up-t

9¿+r : 2a¡-r

(r2)
(

t

Observäm atunci cä 0¿-¡-r çi l¿¿+r sînt dati de relatiile :

0¿+f :\f;d"n-"n-t f 0¿0¿1r I0u¡todgn^"n-'

[.¿¿+r : (¡1nd9n';ún-t ¡ \uddh-dÈ-' + 0¿-r)''

Demonsträm acum cä dacä / este uÍ numär pozitiv care satisface ipote-
zele teoremei, atunci au loc inegalitäli1e :

Io-r-rdon-r- þt' | | < f, , vo*rduu*,-oo a +.

lntr-adevär:

g 
¡ *rd,on+'-Þk 

* t : 10?^d"o- 
un- t I 0u 0p-r * 0 u¡tudøn- "r, -r) don+r- Þh + |

þn+tdfp+r-tÞ : (puclgn-"r,t ¡ 0 udün-oo-, + 0o)z ¿\p¡r-oh .

j

I
æ
È
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Din ipoteza inclucliei avem:

l2 13 ASUPRA UNOR METODE ]TERATIVE 73

Avem atunci

0¡-r ( L¿Þ¡-r-"u-r, 0¡ ( !dth-"n, p* ( !dþo-'-so,
fl+ffi-l n+flr-l

llxn+*-x,ll< D llx¡+r-*¡ll s D ll1¡ll llp(ø¡)ll <

< 2B-l-"-i=' dþ''<" dþ'- ¡ + dþ'+,-;* . . + dþ,,+^-, -þo\ .
36lt4B2 =* 18 MB '

de und.e rcz.;rfltá,

0 o*rd"n 
+r-ÞÈ+r < {(a'ro 

- ru*' + zdro *oo -1 -þþ+t ) dþ'

1A IUIB
ll ¡ ¿t" + ... + (dþ"tþ-1))'n-1 +...1 < dþn

lsMB(t - ¿tr(o-rt¡9i

F*¡jlør+' -¡h a

:1
8l

!(zao'-"^-, ¡ dþh- 
t -"u -,)' duo*,-þþ :

(Unu * 4dþo-' ¡ d,2Þh-t-tþ),

Deoarece d < | rcztLtâ cá, (x,,)i:oeste fundamental deci çi convergerrt

Dacá rn + oo oblinem;

llx* - x"ll= n :0, l,

de unde observîndu-se cä dacä ¿ e I I
vin fiind poâitivi re:'zrfltâ câ: i

0¡..rd'o,,+'-lh+ 
l

1+ lr toti exponenfii ce inter-to

çi în plus pentru n :0

31
8lI

llx* - øoll 18M# _ã=\,
deci u* € S.

Din faptul cä lim llP(x")ll :0 çi din continuitatea lui P re:¿r:ltä cá.:
n-Ø

P(**): 0 deci ø* este solufie a ecualiei (l).
Arätäm cä çirul de operatori (A")i:o definit de (9) este convergent.

Avem:

l¿¿+r ill¡+r-Pþ < I 
- 

1

8lI

de unde

pr+r É lo*rdo*+' < L d,ou*'

8¡11 ( þ*+rden'r, a I o'u,

deci proprietálile bt), bJ sînt adevärate çi pentru n: h * l.
Pentru rela|ía c) avem:

ll,4¡+rll : lllxo, xn+ti Pf-r i An+t - lxo, xn+ti Pl-'ll {
ll[or, tcn+ti P)-tll(l + llE - lx*, xa+t', P]An+tll) <

<B(1 *8¿+,) .r(t **or).Tu <28.

llAt*' - A,ll : llAlzÐ - l*,, x¿¡1; PlA,) -- All <
g ll,a¡ll llE - lx,, x,.-r; PIA;ll < 2B(å'r * p¡ * pi-,) S "i p¿r'-' + d,ot).

Deci

llA-+, - A*ll= "Ë-' llAn*, - A)l 
= ï (r'Ë, ' dp'-' +"1_' oo'):

Prin urmare am demonstrat prin incluclie cä relaliile a), b.),
adevãrate pentru otice n:0, 1, ... iar br) pentru otice n: l,

c) sint
2, .,.

de unde se observä cä
slnt spalii Banach çi

çiral (A,)i6este fundamental. Deoarece d.acá. X,Y
(Y, X)* (spaliul aplicaliilor liniare çi continue defi-
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(14)
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%n*a: x,r- ArrP(xrr)

Au+L: A,,(28 - lxu+t, q(x,o¡t); P] 1,,) ; .ÏS'i
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nite pe Y cu valori în X, este.sp-atiu Banach. Cum '4,, €fI:.X)* pentru
orice'n:0, l, ... deci çirttl (A,!ff:¡ este convefgent. Fie .4* limita çirului
y',,. Avem:

llA* - A,,ll<?(roo" 'r* g¿P"-' l.' .'rru: 
S \-'" 

, 
l_dþrt (þ_\)

vom aräta cä çi çirul (lxn, 2t,,¡t; Pl-I)it este convel'gent 9i corverge
tot cätre ,4.*. Avem:

ll A, - lxn, x,¡t ; Pl-1 ll S ll 1r,,, x,,¡ti P)-L ll ll E - lxn, xu¡t; P) A,,11 <

a2! lzAt'-' + dþ") .

Deci:

llA,r - l*,,, Kn+L; P)-t ll < ll A* - A"ll+llA"- 1n,,, %t¡L; Pl, tll <

<llA* - A,ll + 

": 

(2dø"-t¡ dø") ,

c1e trnrle rcntltá cä existä limita çirului (txu, %u+t; Pl-r)i:o çi aceastå limitä
este,4*.

Cu aceasta teorema este d-emon ttatâ'
ã, Co mai sus \¡om presupune cä P admite diferenfe divizate. pîlä

ta orãinul 2 inclusiv. Vom'considera pentru rezolvarea ecualiei operalionale
(1) urmätoarea metodä iterativä : [6]. [7], t4l, [13]

3) Sî,nt î,ndeþliníte cond'iliile :

max {2MB(28 + ø)llP(rJll, llE - lxo, Q@o) i PlAoll} I'd'

cd,ecdd<1,r: *"* t' 2MB(28 l- d) IuI(28+c)Q -¿Þ-
. f I 1 ì

C : I1l1fi i-,12 1* ¿J

15

und,e

, l*L
0( 28Ia

und,eþ-2-e,0<e{1.
Atunci:

l) $irurí'l,e (x,)i:o9i (A")i:o sî'nt conuergente'

2) Ecua!4ø (l) ød,rnite solwliø r* €,s ce se þoate obline ca.l,imitã' a. çirul'ui
(x,,)T:o generat d'e (14) Si

Ax : lio- An : lx*, Q@*) ; P)-t : lP'(xt¡1-t
ltà 6

3) Au loc inegal''itd.lile :

trnd.e øo este t1n punct atl:itrat al spaliu1ur X, Ao:Y 7 X este tln operator
fi"""t årb trar, íàr Q'.X + X este irn' operator iterativ atagat lui P, adicä
äü àp"tuior óe adñrite ca 9i punct fix orice solulie a ecualiei (1)'

Se stabileçte urmátortl tez;,tltat :

rEoRÞMÀ 3. Da,cd. î,n "sfera. s: {xlll* - *ll<r} sî,nt î,nd,eþl,inite

c on cliliile :

i) Operøtorul P actnùte cl.íferenle cliaízøte l'ø orcl,inwl' 2 ,r,nclws'íu, clife-

ren¡a''rtiíizøtã. d'c orcl,inul' I ødmite'inaers^ç!, lllx, )'; P]-'ll<8.< *.oo
1>eritru orice x,yeS pi lll*,y'z;P)ll=M 4foo þeu'l'ru orice

x,y,zAS.
2\ Oberatorwl, Q søtisfa'ce conclili'ite llQ@) -QO ll<¿ ll x - yll þentru

orice 'x, y e S i lli - A@ll <llp@)ll þentrw orice x a, S-

llx* - x,,ll< -- -'- '4' : , n:0, l, "'
": M12ts lø)(1 -¿Þ"(Þ-t)¡

si

llA* - A,,ll<nr¿l'lr +-=11!¿) I n :0, 1, ...uuw 
L^ ' Po + o()(1 - dÞn(¡ -t)) l'

Demonstrø!i,e. Caçi la teoremele.preced.ente vornaräta folosind, metoda

irra"4iåï-untË-uti""'"e-pl"tru oriäe n:0, 1, '.. au loc urmätoarele
proprietäli :

a) x*eS, Q@,,)aS, n:0,1, "''

I p,:2MB(28 t a)llP(x,)ll < 0,, d"" t=cdþ' 
,b) 

t ;; : IE - 1x,,, Q(*"); pll,q,ll I r,,, ¿2" .< cdþ'',

uncle (O,)Lo çi (¡r,)Lo sînt generate de relafiile d'e recurentä:

f 0"*, : 0?, * 0"w"

ì P,*r : (*, i n'0)'; n: 0' l' ' ' "

I
t n, :0, l,

iÈ.U
,d
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cu0o:c,Vo:c

c) llA"ll <28,
Din ipotezele teo_remei desprindem_øo F S,- po(ïod: cd, go5.p.od,: ç¿,
Pent¡u a aräta Q@o) e S se calculeazá:

llQ@,) _ xoll t allP(xo)ll 
= *uffi;< r,

deci Ç(øo) € S. De asemenea:

llloll É lllxo, Q@r); Pl-r * Ao - lxo, Q@o); pl-'ll <
5( lllø0, Q@o) ; Pl-'ll(t + llE - Lxo, Q@o) ; plA,ll) <.28.

- .Prin .urmare proprietälile a);d_) au loc pentru n:0. presupunem
cá ele sînt adevärate pentru n-0, i, ..., h. Ãräftâm cä în aceste footezeele sint ad.evárate pentru n:hJ-l.

Pentru proprietatea a) avem:

ll*r+' - xoll lfrllr,*' - xtll 
= É lA,l! llp(r,)ll <,

iza *=*=g ¡ ¿t-r+ ... + d.ru-') <2MB(28 + d)'

<-* .Q¡¿o-t+.'. ¡¿nØ-u+...)< 'd- rupa + ') 
\^ r rv -|- .' ' + 4"' 

M(28 t- *¡1t - ¿t-r¡ €r'

De asemenea:

llQþnÅ - xoll 3 ll?@n+r) - xn+ll * llr¿+, - xoll S

{ ullP(rr*Jli f llxn+,- *ollS 
^r# - ,+ 

^qrB 
+;í _ dþ_\ 

<

_rd_- 2MB(28 * ") ' M(28 + u)(t - ¿Þ-r¡

Deci: lt¡¡t G S, Ç(øo*r) e S

77

Pentru demonstrarea proprietáfilor b) çi c) se stabilesc inegalitäfile:

llP(ø¡+.)ll = 
MllAþll(ll,4ollf a)llP(ø)ll'*llP(ør)ll . llî - l*o,Q@); PlAell

llÐ - lxe¡t,Q(x¡¡t); PlAn+rll < {ll¿' - lxu,Q@u); plAhll +
+ M(r i L)llAall llP(øJll),

Aceste inegalitåli se stalilesc într-un mod cu totul analog ca în cazul teo-
remelor l-2. Bazîndu-ne pe llAoll Á28 çi ctt notaliile introduse ajungem la

P¿+rSplfp¿à¿
à¿¡rS(àufø,po)2,

l+LUnde o¿' - -----j-,28ta

. Din aceste inegalit_ãfi recurente lntr-o manlerä absolut analoagä cu
demonstralia teoremei I rcatlti câ;

P¿+rS lu*rd'o*t <rÊu*t

¿+r S t'o*rd'u*' <,d!u*'

unde 1 este un numär pozitiv oriclt de aproapiat de 2.
Proprietatea d) rezultâ analog cu cazul teoremelor L)_2).
Bazîndu-ne pe proprietätile a)-d) rezultá cå:

llx,+* - xrll = "d'þn ,. ,

M(28+e)Q-dþ"þ-tl)

de und.e rezrltä. cä çirul (%)Lo este fund.amentar deci çi convergent
câl,re x* care va fi çi so1 fiá'ecuafiei (l). Aceasta ca in cazulteorem"elor
precedente reztltâ din I ptul cá lim'P(r) :0 gi din continuitatea lui p.

Eroarea cu care x, îl aproxitíJ"Tte pe %4 este d.atä de inegalitatea:

llx* - x,ll=-'dþn .. ,
M(28+a)(i-¿ÞnÞ-rl¡

de und.e reztltä. câ

ll** _ xoll l wB +#(r _ dr;\ < r,

deci ø* e S

A. DIACONU çi I. PÄVÃLOIU t7 ASUPRA UNOR METODE ITERATIVE
1.6

m :0, l,
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pentru stabilirea convergenlei çirului (A,,)i:o avem inegalitatea:

lll**, Q@*); Pl-' - A,,llÉ ll[**, Q@\; P]-lllllE - lx*, Q@\; PlA"lls

< B{llE - l%*, Q@,); P) A,,ll * lllx,, Q@); P) - l**, Q@\; Plll ll '4"11} 
<

<B{Ð, I (lllx,,, Q@,), Q@*); plllll?(ø*) - Q@-)llll'4"11} +

*lllx,,, x*, Q(x*); Plllllx"- x*ll'llA"llj<

< B{8, + M(L I l) 2Bllx* - x,ll},

de unde se observä cá:

,ti1 ll[ø*, Q@\; P)-'-- A"ll:o

de unde operatori (ArLo este convergent çi are calimitä
p" [r*, (r*)]-'' 1.nìoóuind l)** -.1,,11 "y majorantarcu-
noscutä ò.t tät" A,,îl aproximeazâ pt l**' qçxxJ; P)-'
care eSt atea:

19 ASUPR.A. UNOR METODE ITERATIVE 79

née par la relation de récurrence A,,¡r: A,(28'- B*A*) oÌt B^ est res-
pectivement

' P'(xn¡r), lxn, xn¡ti P] ou lx,*r, Q(!,+r); P],

Ç est un opérateur itératif associé à P. on démontre que l',ord.re de con-

vergence de ces trois méthodes est respectivem ent 2 - ", 
t*rl- - e et

2 -", e>0 étant arbitrairement petit.

BIBLIOGRAI..ID

[l] Co 11atz, I.., Näheyungsucrfahren höheyer Ordnung für Glei.clwngen in Banach-RrÌumen.
Archive Îot Ratiãnal Mechanics ancl Analysis, II (7), 66-75 (1958).

12) J ank o, 8., Suy Ia tlt.éorie unilaire des il,t.élhodes d,'itération þour lø,tésolution des éqtta-

t'ions oþérat,ionnell,es øon li.t'téa.ires. Publications of the Mathematical Institute
Hungatìan ,{caclemy of Sciences, II Ser. A, 301 -3tl (1961).

[B] J . u k o, 8., Rezolaørea ecual.i,ilor oþcralioøale nelin'iare îtt sþalii Banach. Bucuregti

Dditura Acaclerniei, R.S.R' (1969)

t4l päväloi.tr L, Surlamétltoded,e SteJfensenþourlavésotrutiondes équøt'ions.oþérøtion-
nelles non linéø,iyes. Revue Rournaine de Mathématiques pures et Applic[rées,
xrr (ó), 857-861 (1968).

t5l päváloi .tr, L, Interþolation d,ans des esþaaes linéaires normés et aþþIicøt'ions' llfathe-
matica (Cluj) XII (35), 7, 149-158 (1970).

t6l påväloirt, Í., Surles þrocéd,és itfuati,fsàunordreéleuédeconúergence' Mathematica,
(cluj) xil (tó)' 2, 309-324 (1970).

li) p ëLv ä I o i [, I., Consid,eralü øsuþra metodelor ileratiue obfinu( þri,ø,interþolate inaersä'

Stuclíi 9i cercetäti rnatematice, XXUI (/0)' 1545-1549 (1971)'

[B] po p oviciu, 1,, Sur tø déti,tnitøtion d.e l,'erreur d,ans tr'aþþrorimation des vøcines d'une
' équøl.ion. þlar inteyþotation t,inêøire ou quadratiqu¿. Revue Roumaine de ¡nathé-

matiques þures et appliquées, XI.IÍ, 1, 75-78 (1968).

[9] Sergeev, 4., -q., O metode hord'. SibiJ:ski mat. jurnal, x,'' (2),282-289 (1961)'

[10] T r a u b, J. Ir., Itreyatiue methods for the solution of equations. Prentice-Hall. Inc. Sngle-
rvoocl Cliffs N.J. (1964).

tlll Uf nr, S., OD obobçcennlh yazdclennîh vaznostialt' I Izv. Akad. Nauk. Estonski S.S,R.
Lß,7,13-26 (1967).

tl2l Uf rn, S., Ob obobgcennyk razd,elennylt, raznostjøh II fzv. Akad. Nauk Estonskoi S'S.R'
18, 2, 746-155 (1967).

t13] U f nr, S., Ob iteralionnyk metod.oh s þosledouatel'noi. aþþrohsi,maaü obvatnouo oþeralota
lzv. Akad.. Nauk Estonskoi S'S,R., lß, 4, 403-411 (1967).

P¡imit la a. V. 1972.

Instil'utul' d,e aøIcul d"in Cluj
øI Acad,entici Reþublicii Socialiste Rottt'ân'iø

ll,4* - A.ll=Bcd.þ'

Cu aceasta teorema este demonsttatâ.

SUR QUEL9UES MÉTHODBS ITÉRATIVDS POUR

tA RÉSOiUTroÑ DES ÉQUATTONS OpÉRATIONNELI'ES
NON-LINÉAIRES

RESUME

Dans cette note nous considéfons l',équation opérationnelle P(ø):0
orì p: X->y est unipãi"t""i non-linéairå; X, Y étant des espaces de

n"tr""h et en partant' d11 résultat de s. ul,'n [13] nous nous proposons

d,étudier 1" 
"orrrr"rgã""ã "ï 

la vitessã de convergence d.es méthod'es

%n+r: xn- A,P(xì); n:0, 1,...où la suite (A,)i:0,A,:Y -+X est don:


