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SUR QUELQUES METHODES ITERATIVES
POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS OPERATIONNELLES

par
A. DIACONU et I. PAVALOIU
(Cluj)

Dans ’application de quelques méthodes itératives a la résolution des équations
opérationnelles non-linéaires la difficulté essentielle est la nécessité de la résolution
a chaque pas d’itération d’une équation opérationnelle linéaire.

Par exemple, on considere pour la résolution de 1’équation suivante:

(1) P(z) =0,

ou P : X — Y est un opérateur non-linéaire, X,Y étant des espaces de
Banach, la méthode bienconnue de Newton-Kantorovitch:

-1

(2) Tptl = Tp — [P/ (xn)] P(z,), mn=0,1,...

On observe que pour 'application de cette méthode il este nécessaire de
résoudre a chaque pas d’itération I’équation opérationnelle linéaire suivante:

(P’ (zn)) (R) = =P (zn), n=0,1,...,

ou P'(z) : X — Y pour z fixé, est un opérateur linéaire, représentant la
dérivée de Fréchet de l'opérateur P dans le point x.

Cette difficulté se peut éliminer, si on considere outre la suite d’itérations
(zp),~, une suite d’opérateurs linéaires (Ayn),—; A, : ¥ — X tend vers
I'inverse de 'opérateur linéaire qui intervient dans la méthode itérative con-
sidérée.
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Dans le cas de la méthode de Newton ce probleme a été étudié par S. Ul'm
dans le travail [14]. Pour la résolution de ’équation S. Ul'm a considéré
la méthode itérative suivante:

(3) Tnt1 = Tp — AP (zy)
An+1 :An(QE*P(CL}H,l)An), ’I’LZO,l,...

ou Ay : Y — X est un opérateur linéaire arbitraire. On observe que A4, : Y —
X pour chaque n =0,1,...

Les résultats de S. Ul'm sont basés sur I’hypothese que ’équation admet
une solution.

Dans la travail [2] nous avons étudié la convergence du procédé itératif (3)),
sans I’hypothese de 'existence de la solution de I’equation . Nous avons
établi le théoreme suvant:

THEOREME 1. Si dans la sphére S = {x : ||x — xo|| < 1} les conditions suiv-
antes sont remplies:

1) L’opérateur P admet des dérivées de type Fréchét jusqu’a lordre 2
inclusivement, la dérivée du premier ordre de l'opérateur P, admet
une inverse bornée, c¢’est-a-dire, pour chaque x € S, ||[P' (z)]7| <
B < 400 et |[P"(z)|| < M < +o0.

2) L’élément initial xo, l'opérateur initial Ay et les constantes B et M
satisfont a la condition:

max {2M B* ||P (z)||, ||[E — P’ (20) Ao||} < &d,

ound < 1etr = W‘l_dp,l),p =2 —¢,e > 0 étant arbitrairement
petit, alors ont lieu les propriétés suivantes:

1) Les suites (xy)re o, (An)re sont convergentes

2) L’équation admet la soltuion x* € S qu’on peut obtenir comme la
limite de la suite (xy),, générée par et:

A" = lim A, = [P (x*)]_l.

n—oo

On a les inégalités suivantes:

* d n
(4) o = 2°1l < grrppemmys =01
(5) A, — A" < B 5 _0.1,...

—= 9(1_dp"(p71)) ’
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Le résultat présenté ci-déssus, établit outre la convergence du procédé itératif
I’existence de la solution de I’équation . Les inégalités et don-
nent la rapidité de convergence, une évaluation de I’erreur et montrent que le
procédé itératif a l'ordre de convergence p = 2 — ¢, € > 0 arbitrairement
petit. En fin le procédé itératif a l'ordre de convergence arbitrairement
proche de l'ordre de convergence de la méthode de Newton sans toutefois
I’atteindre.

Dans le travail [2] nous avons étudié en méme temps d’autres procédés
itératifs obtenus a partir de méthodes itératives bien connues. En partant de
la méthode de la corde nous avons considéré le procédé itératif suivant

(6) Tpt1 = T — ApP ()
An+1:An(2E_[xnaxn+1§P]An)> n=01,...
et en partant de la méthode de Steffensen le procédé:
(7) Tpt1 = Tp — AP ()
An+1 :An (2E— [l‘n+1,Q($n+1);P]An), nzO,l,...

ol xo est un élément arbitraire de ’espace X, 'opérateur Ag est un opérateur
linéaire arbitraire qui transforme l'espace Y dans X, [z,y; P] : X — Y est la
différence divisées, [6] de 'opérateur P sur les noeuds z,y € X et opérateur
@ est un opérateur itératif attaché a I’équation (1)), [7].

Relativement aux procédés @ et (|7) nous avons établi les théoremes suiv-
ants:

THEOREME 2. Si dans la sphére S = {x : ||z — zo|| < r} les conditions suiv-
antes sont remplies.

1) L’opéreateur P admet des différences divisées jusqu’a l'ordre 2 inclu-
stwement, la différence divisée du premier ordre admet une inverse et:
| [z,y; P~ || < B < +00 pour chaque z,y € S et ||[z,y,2; P]| < M <
+00 pour chaque z,y,z € S, (par [x,y,z;P] : X — (X —=Y) nous
avons désigné la différence divisée de l’ordre 2 de l'opérateur P).

2) L’opérateur Ay est borné et ||Agl| < 2B.

3) On a les inégalités:

max {AMB2 [P (xo)||, §/AMB2 [P (an)[|, | B — o, x1; P] Ao} < 44,

) d 1+v5 . .
o d <1 etr = SMB(—ar1) P = +2‘[ — e, € > 0, arbitrairement

petit,
alors ont lieu les propositions suivantes:
1) Les suites (xy),— et (An)ory . générées par @, sont convergentes.
2) L’équation admet la solution z* € S et lim x, = z*.

n—oo
3) Si A* = limy, o0 Ay, alors A* = limy, o [mn,aan;P]*l (Uopérateur
[acn,an;P]*l existe pour chaque n = 0,1,..., par ce que x, € S,

n=0,1,...).
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4) On a les inéqualités suivantes:

ar" _
(8) |la* — 2z, < M B(1-a" D)’ n=0,1,...,
* n—1 n
(9) ||A —An”g% 2dP +% 5 HZO,]_,...

THEOREME 3. Si dans la sphere S = {z : ||z — zo|| < r} les conditions
suivantes sont remplies:

1) L’opérateur P admet des différences divisées jusqu’a ordre 2 inclu-
sivement, la différence divisée du premier ordre admet une inverse,
| [z, 4; P] ' || < B < +00 pour chaque x,y,€ S et ||[x,y,2 P]|| <
M < 400 pour chaque z,y,z € S.

2) L’pérateur Q satisfait auzx conditions suivantes:

1Q(z) = QW < Lllx—yl, pour chaque z,y €S, LeRy,
e = Q@) < al[P(x)], pour chaque z €S, acRy,

3) Les condtions suivantes sont vérifiées:

max {2M B (2B + ) || P (z0)]], | E — [0, Q (o) ; P] Ao||} < cd

d + cd
B+a) M(2B+a)(1—dr—1)>

Y — QL
ond<1, r= SIB (2

_ e f1 I 1+L _ 5
c—mln{2,1+a/},a—23+a,p—2 €, >0

arbitrairement petit, alors:
1) Les suites (xy),— et (An)o" . générées par , sont convergentes.
2) L’équation admet la solution x* € S qu’on peut obtenir comme la
limite de la suite (xy),-, donnée par et:

A= lim A, =[2*,Q(«*); P! = [P’ (x*)]_l

n—o0
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(donc nous pourons conclure a lexistence de la dérivée de type Fréchet
de lopérateur P dans le point x*)
3) Sont vérifiées les inégalités:

* qr" .
(10) Hx _wn,” S M(2B+a)c(1fdpn<p71))’ n = 07 1,...

" n 2B(1+L) _
(11) HA _AnH SBcdp 1+ (2B+a)(1—dpn(1’*1)) 5 n—0,17...,

Les théoremes et montrent que 'ordre de convergence des procédés

et 1' est % — € respectivement 2 — e, € > 0 arbitrairement approché
de l'ordre de convergence de la méthode de la corde, respectivement de la
méthode de Steffensen, sans toutefois atteindre I'ordre de ces méthodes.
Pour la démonstration des théoréemes énoncés nous avons utilisé la méthode
des systemes des inéqualités récurrentes.
Pour les procédés et (7)) on emploie le systéeme suivant:

5n+1§(5n+al)n)27 n:O717"'
ol a = 2 dans le cas du procédé et a=0ao = 21B+Jfa dans le cas du procédé

. On choisit p, = 2MB?||P (z,,)| dans le cas du procédé et pp, =
2MB (2B + «) ||P (z,)|| dans le cas du procédé (7)), 6, = ||[E — P (z,,) Ay ||
dans le cas du procédé et &, = ||E — [xn, Q (x,) ; P] Ay dans le cas du
procedé @ Avec les notations ci-dessus p, et J, vérifient le systeme .

Relativement au procédé @ on choisit p, = 4MB?||P (z,)| et 6, =
|E — [xn—1,zn; P] Ayl et on démontre que 'on a les inéqalités suivantes:

(13) Pt < P+ PuPn—1+ Pn,On
5n+1 < (577, + pn + pn—1)2

Des systemes et on déduit facilement que: p, < cd”" et §, < cdP"
pour les procédés et et pn < cd’”, 6, < edP" pour le procédé @

La constante ¢ = % pour les procédés (3) et et ¢ = min {%, ﬁ} pour le

procédé 1’ p = 2 — € pour les procédés et et p = 1‘*'2—‘/5 — ¢ pour le
procédé @ , € > 0  arbitrairement petit. En
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utilisant ces inégalités on déduit facilement dans chaque cas que les suites
(zp),~, sont convergentes.

Les autres conclusions se vérifient directement par le calcul.

Nous nous posons maintenant la question suivante: si au lieu de la méthode
de type Schultz utilisée pour ’approximation des opérateurs linéaires ([P’ (xn)]_l)iozo, ([n, Tpir; P
et ([n+1, Q (®n41); Pl)pe nous utilisions une méthode plus rapidement con-
vergente, 'ordre de convergence des procédés obtenus pourrait-il devenir re-
spectivement égal a 1’ordre de convergence des méthodes de Newton, Steffensen
respectivement de la méthode de la corde?

Pour lapproximation de l'inverse d’un opérateur linéaire A : ¥ — X la
méthode suivante est bien connue.

Anp1 = A, (3E — 3AA, + (AA,)?), n=0,1,...,

qui est la méthode de Tchébischeff pour le calcul de I'inverse des opérateurs
linéaires. Cette méthode a ’ordre de convegence 3.

Cette méthode se peut combiner avec la méthode de Newton, la méthode
de la corde et de Steffensen. Nous obtenons alors les trois procédées suivants:

Tn+l = Tn — ApP (.%'n)
A [3E — 3P (2n41) An + (P (2ni1) Anﬂ . n=0,1,...
(15)
Tpt1 = Tp — Ap P (xy)
Apr1 = A, [3E =3 [zn, Tnt1; Pl An + ([T, Tnt1; P) An)Q] , n=0,1,...

(16)

Tpnt1 = T — ApP ()

Apny1=Ap [3E =3 [Tn11,Q (Tn41) ; Pl An + (241, Q (Tn11) 5 P An)Q] ;
n=0,1,...

Pour étudier les convergences des procédés itératifs et (16) nous em-
ployons le lemme suivant.

LEMME 1. Soient données les suites (pn)p—q, Pn >0, (0n)prqs On > 0 qui
satisfont auz inégalités récurrentes suivantes:

Prt1 < pi A Pun
(17) 3

On+1 < (0p + apn)”, a>1, n=0,1,...
Sipo<ad,dp<Bd,ouf<l,a<l—pFetd< m,alom les éléments
des suites données satisfont auz inégalités:
(18) pn < ad”", 6, < Bd*"
et

lim p, =0, lim §,=0.
n—oo n—0o0
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Démonstration. Nous démontrerons en utilisant la méthode de l'induction

mathématique que pour n = 0,1, ... sont vraies les inégalités suivantes.
(19) pn < 0,d*" < ad®, 6, < pund® < Bd*"
ol
01 = 03 + Oopo

20 0
(20) { = (po + abp)® d
et

en—i-l =62 + Mnen
21 " n
(21) {un+1—(un+a0n)3d2, n=12...

Pour n = 0 les inégalités résultent des hypotheses du lemme. Pour n =0

de on a:

p1 < i+ podo
81 < (60 + apo)®

d’ou

p1 < (9,% + Bopo) d? < (a2 + ap) d? < ad?
81 < (po + abp)® dd® < (B + aa)® dd* < Bd?

B

m, a > 1, alors:

parceque si B < 1et d<

a®+af <a
{ (B+ac)®d < B.

Nous supposons maintenant que les inégalités (19)) sont vraies pour n = k et
nous montrerons qu’elles ont lieu pour n =k + 1
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En effet de nous déduisons:
{ Pr1 < pi+ Pk5k3
Srt1 < (07 + apr)
d’ol, en tenant compte de et de 'hypothése de I'induction on a:

2k:+1 2k+1
<

i1 < (02 + 0pw) & < (a® +aB) d ad® ",
ki1 < (i + ab)® 32 < (B+aa)® d® d® ™ + pd® ",

par ce que des hypotheses du théoreme il résulte d < 1.
Il résulte que les inégalités sont vraies pour chaque n et tenant compte
de fait que d < 1 nous avons lim p, =0, li_>m 6n = 0. Le lemme est démontré.
n—oo n oo

O

Pour la méthode (15 nous établirons maintenant le:

LEMME 2. Soient données les suites (pn)r—qs pn = 0, (On)pey, On > 0 qui
satisfont auz inégalités récurrentes suivantes:

(22) { Pnt1 < p% + Pnpn—1 + pnén
5n+1§(5n+pn+pn—1)37 77,20,1,...

St po < ad, p1 < adP, §1 < BdP, ou p = % et a,f et d satisfont aux
conditions: d < 1, (B +2a)® < B < 1, alors:
pn < ad?”, 8, < P

et

lim p, =0, lim §,=0.
n—oo n—0o0

Démonstration. Nous montrerons en utilisant la méthode de I'induction mathématique

que pour n = 0,1,... sont vraies les inégalités suivantes:

(23) pn < O0,dP" < ad’, n=0,1,...

(24) On < pind?”" < BdP", n=1,2,...

ou
Oy = 0242 " 40,0, 1" P g, d® P =01,
fint1 = (undp"—p"‘l T i en_1)3 #T =12,

Dans les hypotheses faites il résulte que les inégalités sont vraies pour
n =0etn =1, et les inégalités sont vraies pour n = 1, g = 07 = «,
p1 = pB.
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Nous supposons que les inégalités — sont vraies pour chaque n < k.
On a:

i1 < 030%" + 0,0, 1P 4 Oy pd®”
< (92d2p’“fp’“+1 + gkgk_i_ldp’%pk_l*p’““ + gkukd%k*p

k+1
= Opr1d” .

k—1

k+1) k+1

dp

Nous montrerons que: 6,1 < . En effet dans les hypotheses du lemme et
I’hypothese de I'induction il résulte:

Or+1 < (20° +aB) = a (B +2a) < a,
parceque:
2pk_pk+1 >07 pk+pk71_pk+1zoetd< 1

De méme

!
Op1 < (Mkdpk + Ord” + 9k+1dpk 1)

= (" o gy ) @

k41
= pp1d?
pei < (B+20)* < B, par ce que 3pF — pFT > 0.
Donc il résulte que pour chaque n = 1,2, ... on a les inégalités , d’ou
on a:
lim p, =0, lim §, =0.
n—o0 n—oo

Le lemme est démontré. O
En se basant sur le lemme [I| nous établirons les deux théoreémes suivants:

THEOREME 4. Si dans la sphére S = {x € X |||z — xo|| < 7} sont vérifides
les conditions suivantes:

1) L’opérateur P admet des dérivées de type Fréchet jusqu’a l’ordre 2 in-
clusivement, la dérivée d’ordre 1 este inversable et on a
I[P (z)]7Y < B <400, z €8, et ||P"(z)]| <M < +o00, x €8.

2) 2M B2 ||P (z0)|| < ad, ||E — P’ (z0) Aol < Bd, ou

B — d
B<1,0&<1—B, d<m, T—m,

alors, on a les propriétés suivantes:
1) La méthode itérative est convergente.
2) L’équation opérationnelle admet la solution x* € S, qui peut s’obtenir
comme la limite de la suite donnée par la méthode .
3) On a les délimitations suivantes:

on
”$*._-an S RZE%%;;mj, n ::0,1,.”
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si A* =[P (%)), la suite (Ap)o2, tende vers A*et on a:

2Bd?" (20+8—pd>")

||A* - AnH < 1—d2”

Démonstration. Nous démonstrerons en utilisant l'induction mathématique

que pour chaque n = 0,1, ... sont vraies les propriétés suivantes:
(a) Ty €85,
(b) pn = 2MB? ||P ()| < ad”",
5 = ||E = P (z) Ay < Bd*",
(c) [An] < 2B.

Pour n = 0 les propriétés a) et b) sont vérifiées dans les hypotheses du
théoreme. Pour ¢) on a:

[ 4o]| < || [P (20)] " + Ao = [P’ (20)] " |
<[ [P @o)] || (1+ || E = P’ (w0) Ao]))
< B(1+ad) < 2B.

Nous supposons que a), b), ¢) sont vraies pour n = 0,1,...,k. Pour n = k+1
on a:
k k koo
|rgr — ol <Y llwipr — il < DAl - [P (@) < 2Bgzige Y d?
i=0 i=0 i=0
_ 2 22 2k d
=335 (a+ @+ d + .+ d) < i,

d’ou il résulte x,41 € S.
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Pour b) en procédant comme en [2] nous déduisons les relations:
1P ()| < BN NP (@)1 + 1P (@) ||| B = P (k) Ar|
et
3
|B = P’ (rsn) g | < (1B = P () x| + M AP 1P (@)])

d’ou avec les notations introduites on a:
{ Pe+1 < P+ sz5k3
Ort1 < (pr + 2pz)

Dans les hypotheses du théoreme il résulte que pour a = 2 sont vérifiées les
hypotheses de lemme 1, en effet on a:

k+1 k+1
pet1 < ad® ', Sy < Bd?
Pour ¢) on déduit de maniére analogue a celle du cas
[ Akl < 2B.

Les propriétés a), b), c¢) étant vraies pour n = k + 1 aussi il résulte leur
valabilité pour chaque n =0,1,...
On a maintenant:
n+m—1

|Znem + 2l < D Nl — @il
i=n
S 3‘&23 (1 + d2n+172n + d2n+272n + o + d2n+m—172n)
ad?”
< MB(1-d")’
d’ou il résulte que la suite (z,,),-, etant fondamentale, elle sera convergente
vers z*. De b) il résulte lim ||P (x,)| = 0, d’ou P (z*) = 0. Dans l'inégalité
n—oo
ci-dessus on voit facilement que z* € S et que l'on a 'inégalité suivante
a2"
H.’E*_l’nném, n:o,l,...

si A* = [P/ (z*)] " on a:
14" = Aull = || [P ()] " = Au||
<[P @) HE - P @) Al
<2B (|| B~ P (x3) Anl| + M |2* — 2, | Anl])

2Bd?" (20-+8—Bd?")
1—d2" )

IN

d’ot il résulte que (Ay),~, tend vers A*et que a lieu la délimitation donnée.
La théoreme est démontré. 0

THEOREME 5. Si dans la sphére S = {x € X : ||z — xo|| < r} sont vérifides
les conditions suivantes:
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1)

3)

Lopérateur P admet les différences divisées jousqu’a l'ordre 2 inclu-
sivement, la différence divisée du premier ordre admet une inverse
bornée, c’est-a-dire H [z, y; P]_1 H < B < 400 pour chaque x,y € S et
[z, y,z; P]|| < M < 400 pour chaque x,y,z € S.

L opérateur itératif Q satisfait aux conditions suivantes:

1Q (x) = QW < Llx—yll, pour chaque z,y € 5,
le —Q(z)|| < C||P(x)||, pour chaque x € S.

L’élément initial x¢ peut étre choisi de telle maniéere que les conditions
sutvantes soient remplies:

2M B (2B + C)||P (o) < ad,
|E — [0, Q (o) P] Aol| < B,

ot
B<1, a<l-4, d<m,
avec
a= 2113th >letr= 2&%2(12355(()1)(71{)]@7
alors:

Les suites (xy),—, et (Ay),—, données par la méthode itérative
sont convergentes.

L’équation admet une solution x* € S qu’on peut obtenir comme
la limite de la suite (xy)," et A* = Jim Ap = [2*,Q(z*); P,

On a:

2TL
||.73*—1UnH < M(2B+ag)(1—d2")’ n:O,l,...
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et

. on 20B(1+L) _
|47~ Aull < B&" |5+ Greditt i | n=0.1,...

La démonstration de ce théoreme est absolutment analogue avec la démonstration
du théoréme 4] tenant compte du lemme|l|et des relations établies a I’'occasion
de la démonstration du théoreme |3, [2].

THEOREME 6. Si dans la sphére S = {a € X | ||z — xo|| < 7} sont vérifides
les conditions suivantes:

1) L’opérateur P admet des différences divisées jusqu’a 'ordre 2 inclu-
stwement, la différence divisée du premier ordre admet une inverse
bornée, c’est-a-dire H[m,y; P]le < B < 400 pour chaque x,y € S et

|z, y, z; Pl|| < M < 400 pour z,y,z € S
2) L’opérateur Ay est borné et | Ap|| < B.
3) On a les inégalités:

AMB?||P (20)| < ad,
AMB?||P (z1)|| < oudP,

|E — [wo, x1; P] Ao|| < ¥/Bd5,

ou
p=155d<1, (B+22)°<p<1,
— ad
o1
2MB(1de)
alors:

1) Les suites (xy),- et (Ay)o—, données par sont convergentes

2) L’équation admet la solution x* € S, qu’on peut obtenir comme la
limite de la suite (z,),-, donnée par .

3) Si A* est la limite de la suite d’opérateurs (Ay),—, il est en méme
temps la limite de la suite d’opérateurs ([Tn,Tns1;P) 1),
([xn,mn_H;P]*l existe pour chaque n = 0,1,... par ce que x, € S
ce qui résulte de la démonstration);



58 A. Diaconu et 1. Pavaloiu 14

4) On a:
« ad’”
la* — ]l < —
2M B <1 —dr" f)
n—1 dpn71 52_1 1
1—dr 2 1—dp 2

Démonstration. En employant la méthode de I'induction mathématique nous
démontrerons les propriétés suivantes.

a) T, € S, n=0,1,...,

) pn =4AMB?||P (z,,)|| < adP”, n=0,1,...,
)5n:”E—[l’n,1,$n;P]An||Sﬁdpn’ n=12...,
)

1Anl <2B,  n=0,1,...,

Dans les hypotheses du théoreme il résulte que les propriétés a), b), d) sont
vérifiées pour n = 0 et ¢) pour n = 1.

Nous supposons que les propriétés a)-d) sont vérifiées pour n = k et nous
montrerons leur valabilité pour n = k + 1.

Pour la propriété a) on a:

k k
e —aoll D llwin =zl < Y N4l - 1P (22)]
=0 i=0

k

<2BY P (@)l < ot (14 @+ )
=0
d _ d _
= QMB(?_dpil) a 2MB(1O:d 52_1) -n

donc zp41 € S.
Pour les propriétés b), c¢) on établit de la méme fagon que dans [2] les

inégalités:

1P (zrq)ll <M (| AR] - 1P ()] (1 ARl - 1P (z)[] + [ Ap—1ll - [P (zr—1)I])
+ P (zp)l - |1 B — [wp—1, 71; P] Ag|| ,
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| E — [k, Try1; Pl Appa]| <

< {1 B~ lmicr.as P Al 0 A (AR P () |+ Aua 1P ()] )

d’ott vu que ||Ag|| < 2B, ||Ak—1|| < 2B avec les notations introduites, il résulte:

{ Pr1 < PR+ Pepr—1 + pg5k,
Okt1 < (O + pr + pr—1)" -

Du fait que les hypotheses du lemme 2) sont vérifiées

Pr+1 < ad”"" et Opt+1 < Bar*"
Pour le propriété d) on a:

| Ak < [k, Thy1; P | A+ |E =[xk, zhs1; Pl Akgal])
< B(l + 5k+1) < 2B.

En accord avec la principe de I'induction mathématique il résulte que les pro-
priétés a), b), d) sont vraies pour chaque n =0, 1,..., et la propriété c) pour
chaquen=1,2,...

De la méme maniere que dans la théoréeme antérieur il résulte:

n
me+n - 5571“ < ad” =T\
oMB <1—dp" 2 >

d’ot il résulte que la suite (z,,),-, étant fondamentale elle convergera vers x*
donné par l'inégalité:

||17>,< —$n|| S adpn 5—1 }
2MB<1—dP" 2 >

d’oti, en faisant n = 0 il résulte * € S. Du fait que lim p,—q il résulte que
n—oo
P (z*)=0.
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Pour la démonstration de la convergence de la suite (A, et de la derniere
inégalité on évalue:
[Ait1 — Al <
S A1 E = [, @ig1; P] As]
< 2B{[|E — [wi—1, s Pl Al + [[[mio1, @6, Tisers Pl|| - (|1 — @il - || Asl[}
<2B(a+ B)d" +2aBd""

Il en résulte

n+m—1
[Anim — Anll < Y 1[4 — Al
i=n
1 n—1 5271
n— P
<d” |2B(a+B) e +20B—L |,
1—dr" 2 1-d” 2

d’ot il résulte que la suite (Ay),~, étant fondamentale elle sera convergente.
En désignant par A* sa limite, il résulte la délimitation exprimée par 'inégalité
de 4).

Nous établirons maintenant que la suite d’opérateurs ( [T, Tnt1; P]_l )Zo:o
tend aussi vers A*. En effet:
|A* - [y Tpp1; P]7" | <
< [|A" = An[| + [|An = [wn, 2005 )|
= [|A4* = An|| + || [#n, @at1; P17 || - 1B = [0, @as1; P A
< || A* = Agll + B(a+ B)d”" +aB” ",
d’ou il résulte que: lim [z, zp41; P]_l = A*.
n—oo
La théoreme est démontré. ]
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