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SUR L’APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS A
L’AIDE DES SUITES A ELEMENTS DANS UN ESPACE DE BANACH

par
ION PAVALOIU
(Cluj-Napoca)

Soit X un espace de Banach et Y un sepace linéaire normé.
On considere I'équation:

(1) P(z) =0,

ou P: X =Y et 6 est I'élément nul de I'espace Y.
Nous désignons par ¥ = (z,),_, une suite a éléments dans P'espace X et
par k un nombre naturel arbitraire.

DEFINITION 1. On dit que la suite ¥ a l'ordre k par raport a 'application
P, s’il existe une constante non-négative p qui ne dépend pas de n, et telle
que pour chaque n = 0,1,... soient satisfaites les inégalités suivantes:

1P (ns1)ll < p 1P (za)])*

DEFINITION 2. On dit que la suite ¥ a ’ordre de convergence k par rapport
a Uapplication P, si les conditions suivantes sont remplies:

a) la suite 3 a Uordre k par rapport a lapplication P;
b) la suite ¥ este convergente.

Si S € X est un ensemble a éléments dans ’espace X, nous désignerons par
S* = [(S), lintérieur de cet ensemble.

Soit s > 2 un nombre naturel donné et P I'approximation qui détermine
I’équation ([1)).

Dans cette note nous chercherons des conditions imposées a ’application
P et a la suite X, pour que la suite X ait l'ordre de convergence s par
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rapport a I'application P et de plus, si nous désignons par x = RIEEO Ty, pour
que nous ayons alor P (z) = 6.
Par rapport au probléme ci-dessus posé, on peut énoncer le résultat suivant.

THEOREME 1. Si la suite X, l'application P et le nombre réel et positif &
sont tels que pour chaque point x € Int (S), ou S = {x € X : ||z — 9| < d},
les conditions suivantes sont remplies:

i) Uapplication P admet des dérivées du type Fréchet, jusqu’a l'ordre s
(s > 2) inclusivement, sur chaque point de l’ensenble Int (S) et

sup ||PY) (z) || < M < +oo;
z€Int(S)

ii) Il existe une constante réelle et non-négative o, que ne dépend pas de
n, telle que les inégalités suivantes sont remplies

H 5 4P (1) (w0 — ) | <allP @,
1=0

ou T, €XNS* n=0,1,...;
iii) 1l existe une constante réelle et non-négative B qui ne dépend pas de
n et telle que les inégalités suivantes sont remplies

[Zn1 = @nll < BIIP (zn)ll,

Tn € XNST, n=0,1,...;

iv) les constantes a, 3 et les nombres réels M et § satisfont auz inégalités
sutvantes:

po=v-||P(xg)] <1 et(l_ﬁﬁgdofd

1

v = (Oé+ MBS)Sila

s!

alors relativement a l’équation et a la suite X ont lieu des propriétés
sutvantes:

j) la suite X2 a lordre de convergence s et si & = Jim 2, alors P () = 0.
i) zes

1) |Zngs — ]| < 220



3 Sur Papproximation des solutions des equations 65

: - Boy"
_ < PPy
) |z =zl < v(1-pg")

V) [P (zn)] < 5

Démonstration. Nous démontrerons en premier lieu que les éléments de la suite
> sont contenus en S*, si les conditions du théoreme énoncé sont remplies.
Pour z; on a:

(2) la1 — o] < BI|1P ()] < UL < Boo o _Poo <

d’ou il résulte que x; € S*. En effet, en utilisant la formule de Taylor
généralisée on déduit

1P (1) <Hp 1) Z 1P (20) (21 — 20) H

5 4P0 a0 (@1 - 20|
=0

<M lzy — zol|° + || P (o) |I°
< (Mp® P s
<(=F + ) - |P (o),

d’ou on déduit:
(3) 1P (z1)[| < v°~" - || (20)]|° .

Nous supposons que les proprietés suivantes sont remplies:

) z; €8 i=0,1,...,m
2) |l — @i 1||g§ pi Tt i=1,2,....n
3) |IP (z)]| < v Y P(xis1)||®y i=1,2,...,n,

et dans ces hypotheses nous démontrerons que:

Tup1 € 5%, o —anl < 5p8" et [P (zar1)| < v* - [|1P ()

D’apres ce que nous avons démonstré ci-dessus, il résulte que les propriétés
1)-3) sont vérifiées pour 7 = 1.
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En multipliant par v I'inégalité 3) et en désignent par p; = v ||P (z;)||, i =
1,2,...,n, nous déduisons facilement les inégalités:

(4) pigpgi, 1=1,2,...,n.
Des inégalités et de iii) on déduit

(5) 12011 — znll < B|P (zn)]) = 22l < o6
De on déduit:

n

n .
[Zn+1 — w0l < z(:) [Zit1 — @i < %gpf) < v(ffopo) <4é
1= 1=

d’ou il résulte z,4; € S*.
L’inégalité 2) pour i = n + 1 résulte de (9).
Pour la derniére inégalité on a:
s—1
IP @i <[|P (@ni1) = 32 5P (@) (@nsr — 20)|
i=0

+| S AP0 () (5 — ) H
1=0

<(a+ %) - 1P (@)l = v HIP ()|

s!

Par conséquent les propriétés 1)—3) sont remplies pour chaque n = 1,2,...
La propriété 3) montre que la suite 3 a l'ordre s.
Nous démontrerons dans ce qui suit que la suite X est convergente. Pour
ce faire nous démontrerons d’abord que la suite ¥ est fondamentale.
Soient n et p deux nombres naturels.

On a:
n+p—1 n+p—1 ) 5 o
(6) [Zn4p — nl| < Z lzit1 — @all < 2 Z Py < U(ﬁi(;gn)-
=n =n

De I'inégalité @ il résulte que X este convergente.
Soit £ = lim x,, alors de @) il résulte 'inégalité:
n—oo
= _ Py _
||5C xn” < v(lfpgn)’ ’I’Z—O,l,...
Il en résulte que Z € S et nous avons aussi obtenu l'inégalité jv). L’inégalité
jjj) résulte de @ pour p = 1.
Il reste & démontrer que T est la solution de I’équation .
Nous avons prouvé que l'inégalité est vraie pour chaque n = 0,1,....
Alors on obtient:
Ji o =0
mais p, = v || P (x,)| et donc Jim P (xn) =P (x)=40.
Ceci acheve la démonstration du théoreme. g
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