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SUR LA CONVERGENCE D'UNE CLASSE
DE METHODES ITERATIVES DE J. F. TRAUB

par
I. PAVALOIU
(Clyj)

1. Considérons ’équation opérationnelle
(1) P(z) =9,

ou P est un opérateur défini sur ’espace de Banach X a valeurs dans 1’espace
linéaire normé Y.

Au cas ou P (z) est une fonction réelle de la variable réelle =, J.F. Traub
[4] etudie I'ordre de la fonction iterative suivante attachée a I’équation :

(2) Y (x) = ® () - 2.

Dans le travail [3], nous avons élargi la fonction itérative (2)) pour des équations
plus générales de forme et nous avons facilement étudié son ordre en em-
ployant une notion d’ordre d’un opérateur itératif, notion plus générale que
celle employée [4].

Dans la note ci-présente on étudiera la convergence du procédé itératif qui
découle de l'opérateur itératif suivant étudie par nous dans [3]

(3) R(z)=Q(x) = [P (x)]  P(Q(x)),

ou P’ (z)est la dérivée de la Fréchet de l'operateur P et @) est un opérateur
itératif arbitraire attaché a l’équation . On considérera ensuite un cas
particulier de 'opérateur (3| par la particularisation de l'opérateur Q.

2. L’opérateur itératif nous conduit évidemment a la méthode itérative
suivante:

(4)  zpp1=Q(zn) — [P/ (mn)]

-1

PQ(zn), n=0,1,..., 1€ X,
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ol pour la clarté des énoncés et des démonstrations qui suivront on supporsera
que 'opérateur @) a la forme

(5) Qx)=x+¢p(x).

Soit xg € X et § un nombre réel et positif. On désigne par S (z9,d) 'ensemble
{z € X ||z — x| <0}

On suppose que dans la sphere S (zg, §) définie antérieurement sont remplies
les conditions suivantes.

1.i) L’opérateur P (z) admet des dérivées au sens de Fréchet jusqu’a l'ordre
k inclusivement et  sup HP(:L‘)(’“) (x)” < M), < 00, 0u k 2 2 est un
9)

z€S(xo,
nombre naturel. On désigne par My = sup ||P”(x)].
z€S5(x0,0)
o 1AL pe) () k s
21) || X —5r—¥® (2) H < af|P (z)]|" pour tout x € S (xp,0) o a est un
s=0

nombre réel non-négatif.

3.1) |l (z)|| < B||P (x)| pour tout z € S (zp,d), ot S est un nombre réel
positif.

4.i) L’opérateur P’ (z) admet une inverse bornée pour tout = € S (xq,d)
c’est-a-dire il y a une constante réelle et positive B pour laquelle
I[P ()] || < B.

5.1) La différence divisée généralisée [1], [z, y; Q] de 'opérateur @) est bornée
en norme pour tout z,y € S (zp,d) c’est-a-dire il y a une constante
réelle et non-négative A pour laquelle ||[z,y; Q]| < A.

1
6.1) €0 = p§ ||P (z0)]] < 1 on

k k
po =B (M 1) [3B (M5 +a) nb~ +8] et ho = ||P(xo)]
7.1) Soit
_1 Ek+1

et

_1
% _k+1

k
' = o pf_a%% + ho] ol pg = B+ B(M= + a)hg !

on suppose que max {r,r’'} <.
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THEOREME 1. Si les hypothéses 1.1)-7.1) sont remplies alors en ce qui con-
cerne la classe des méthodes itératives (4]) on a les propriétés suivantes:

l’équation a au moins une solution T € S (x,0),
lim x, =z,
n—o0

1.c)

2.c)

3.0) |P (zn41)]| < 60 [|P ()"
~ _lE<k+1>n+1

d.c) [[zny1 — 7| SMOpOkW7 n=0,1,...

Démonstration. Pour faciliter I’écriture on écrira k 4+ 1 = p. D’abord on mon-
trera que @ (xo) € S (zo,9). En effet de (5)) on déduit

1Q (o) — @oll = [l (zo) | < BIP (o)l < 7" <,

c'est-a-dire Q (zg) € S (z0,0). En tenant compte de ceci et des hypotheses
1.i), 2.i) et 3.i) on déduit la délimiation suivante:

(6) 1P (@ @0l < (M= +a) 1P (o)

De l'inégalité précédente et de , en tenant compte des hypotheéses 3.i) et
4.i) on déduit

lz1 — 2ol| < o ||P (x0)| < 0,

c’est-a-dire z1 € S (x0,0) . En se basant sur le fait que x; € S (xo,9) et sur les
inéqualitiés précédentes on déduira facilement 'inégalité suivante:

(7) 1P (@)l < po [P (zo)[I”

ou po est la constante qui intervient dans I’hypotheses 6.1). De I'inégalité
et de 6.1) on déduit

1P (21)]] < po [P (o) [P~ || P (o) || = (pﬁ 1P (o) [1)" 1P (o)
c’est-a-dire
(8) 1P (z1)]| < [IP (z0)]l -

De l'inégalité précédente il résulte que pour les considérations ultérieures les
constantes pg et ug peuvent rester nonchangées pendant toute la démonstra-
tion. On emploiera le principe de I'induction.
On supposera qu’ont lieu les propriétés suivantes: @ (x;) € S (z9,9),
l’i+165(.7}0,(5), 1=1,2,...,n—1;
1P (@o)ll < po | P (@i-)|IP, (1P (@)l <P (zi-)l,  i=12,....n.

Dans ces hypotheéses on montrera que:

Q (xn) € S(x()ad)v Tn+l € S(x0a5)7
1P (zns)ll < po [P (z)II”, (1P (@nan) | < 1P (2n)]]-
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En effet on a

1Q (zn) — zoll < A(llzn — Tnoall + ... + [l21 — x0l]) + [|Q (20) — 20|
k+1
0

_1
< Moy Fporhi + Qo+ ) IP (o)l < 6
C’est-a-dire Q (z,,) € S. Par analogie on a

st — zoll < l@nss — all+ -+ 21 — o]
B ]
< ho|po " 12 + 1P (o) <6
ce qui nous montre que z,4+1 € S (zp,d). En procédant de la méme maniere
que dans le cas des inégalités (7)) et en tenant compte du fait que ||P (z,,)] <
I|IP (x5—1)]| on déduit I'inégalité

(9) 1P (@ni )l < po 1P (zn) 1P -

C’est-a-dire 'inégalité 3.c). En vertu du principe de I'induction et de ce qu’on
vient de prouver, il résulté que les propriétés énoncées sont vraies pour tout
nombre naturel n.

De ces considérations il résulte tout de suite les inégalités suivantes

_1 i—1
(10) i — 21|l < po * poet

Pour prouver la convergence de la suite on montrera qu’elle satisfait a la
condition de Cauchy. En effet de , on déduit

n
D
o

(11) Hmn—I—s_an SuopaEQ7 pOllI',’fl:O,l,..., 820717"'

-

Si on passe a la limite dans l'inegalité pour s — oo on a l'inégalité

_1 n
1z — 20| < popy ’“ffj, ce qui nous prouve l'inégalité (4.c). Le fait que la
0

suite est convergente résulte de et du fait que ’espace X est complet.
Ainsi la théoreme est démontré. O

REMARQUE. Dans 'ouvrage [2] on a introduit une notion de caractérisation
de lordre de convergence d’un procédé itératif (Definition 2).

Au sens de cette définition, de 6.i) et 3.c) il résulte que le procédé itératif
étudié par nous a 'ordre de convergence k + 1. O

3. En ce qui suit on utilisera le théoreme 1 pour caractériser la convergence
du procédé itératif suivant:
(12)
-1 1 _
In+l = Tp — [P/ (xn)] P(wn) - [P/ (an)] P(xn - [P/ (xn)]
o€ X, n=0,1,...

LP (),

Ce procédé est obtenu de pour Q (z) = z — [P (x)] " P(z). On observe
dans ce cas, que ¢ (z) = — [P (z)] " P (z).
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On montre en ce qui suit que certaines hypotheses du théoreme [I| sont
satisfaites par la méthode , et le reste sera modifié par nous, selon les
exigences des particularités de la méthode itérative .

Désignons par ¢’ le rayon de la sphére S qu’on a considérée dans le théoreme
M

On observe tout de suite que ’hypothese 2.i) est satisfaite dans ce cas pour
a = 0, et 'hypothese 3.1) est satisfaite pour § = B.

Dans la sphere définie précédemment supposons que sont remplies les con-
ditions suivantes relatives a la méthode itérative .

1.1%) la propriété 1.i) a lieu pour k =2 et x € S (¢, d")

i) la propriété 4.i) a lieu pour tout = € S (zg,d’)

3.1") la propriété 5.i) a lieu pour tout xz € S a:o, &)

) €0 = pollP(zo)] < 1, ot pg = [Mngho + 4B] et hg =
1P (o)
5.i") Dans I’hypothese 7.i) du théoréme 1) on suppose que

r_ X _ el
' = =it + (o + B) 1P (zo)|| et = po 7%(;_&%) + [P (o)l

O

ot po =2 (24 MyB?hy)

On suppose que max {r,r'} <¢'.

On peut alors énoncer le résultat suivant:

THEOREME 2. Si les hypotheses 11)-51") sont remplies, alors relativement
a la méthode itérative on a les propriétés suivantes:
’) L’équation a au moins une solution T € S (x¢,d")
’ hm Ty =172

¢’)
’) HP(an)\ < po [P (@n)|”, pourn=0,1,...,
¢’)

) pogg”
PO (1—60)

Evidemment d’aprés ce qu’on a vu le théoréme [I] a un caractére général
puisqu’il concerne la convergence d’une classe large de méthodes itératives. De
3.1) et 3.¢’) il résulte que la méthode a 'ordre de convergence 3. Cette
méthode a donc le méme ordre que la méthode bien connue de Tchébycheff
mais par contre la méthode a une forme plus simple et dans certains cas
on peut supposer qu’elle est d’un emploi plus facile, puisqu’ elle ne demande
pas le calcul de la deuxieme dérivée de 'opérateur P.

|zn — || < , pourn=0,1,...,
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