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SUR L’ORDRE DE CONVERGENCE DES METHODES
D'ITERATION

par
ION PAVALOIU

Dans I'ouvrage [I] C. Brezinski a défini la notion d’ordre de conver-
gence d’une suite et une notion de comparaison des vitesses de conver-
gence de deux suites.

Dans I'analyse numérique un ensemble de méthodes de résolution des
équations conduit a ’approximation des solutions des équations con-
sidérées par des éléments d’une suite convenablement construite.

Si nous pouvons construire une suite dont les termes approximent la
solution de I’équation donnée, alors il est tres important de connaitre
la vitesse de convergence de cette suite vers la solution de I’équation
considérée.

Dans cette note nous chercherons un rapport entre ’ordre de con-
vergence de deux suites qui ont la méme vitesse de convergence. Nous
appliquerons les résultats a un probleme de convergence des méthodes
numériques pour la résolution des équations.

Soit (X, p) un espace métrique et (up),—, un suite d’éléments de
I'éspace X. Nous supposons que la suite (u,),-, converge vers I’élément
u€ X.

Nous désignons par r un nombre réel et positif quelconque.

DEFINITION 1. [I]. Nous disons que la suite (uy,),, a Uordre de con-
vergence T 8’il existe deux constantes positives C1 et Co de telle maniére
que pour chaque n =0,1,..., ont lieu les inégalités
(1) Cap (Uruu)r < P(un+1,u) < Clp(unau)rv n=01,...

En ce qui concerne 'ordre de convergence d’un suite, dans ’ouvrage
[1] on démontre le théoréme suivante.

THEOREME 1. Si suite (uy),—, a l'ordre de convergence r, alors r est
UNIQUE.

Soit maintenant (un)r o, un € X, n = 0,1,..., et (vp)rey, vn €
X, n=0,1,..., deux suites qui convergent vers la méme limite u € X.
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DEFINITION 2. [I]. Nous disons que la suite (v,)y., converge au
moins aussi rapidement que (uy),- si sont vérifiées les inégalités suiv-
antes:

(2) p(vn,u)SCp(un,u), nzovla"'a

ou C' est une constante positive indépendent de n.
DEFINITION 3. [I] Nous disons que les suites (up),— o, un € X, n =

L,2,..., et (Vn)yry, n € X, n = 1,2,..., ont la méme vitesse de

convergence s’il existent deux constantes positives C1 et Cy telles que,

pour chaque n =0,1,..., sont satisfaites les inégalités:
(3) Clp (unv U) <p (Un, u) < C2p (UTH u)

REMARQUE 1. Il est facile de montrer que si les inégalités ont
lieu, alors évidemment, pour chaque n = 0,1,..., ont lieu les inégalités

(4) 5P (Un,u) < p (1) < ip (vn,u)

REMARQUE 2. En ce qui concerne 'ordre de convergence d’une suite
nous montrerons maintenant, par un exemple simple qu’il existe des
suites sans ['ordre de convergence.

Soit X = R et (an),, une suite de nombres réels définie & I'aide des
égalites.

()

La suite (z,,),., définie ci-dessus est convergente verso 0.

Nous montrerons que cette suite n’a pas d’ordre de convergence au
sens de la définition [Il

Des inégalités (1)) nous déduisons les inégalités suivantes:

p(Un1,u) _
CQSWSCL n=01,...,

d’ou il résulte que pour la suite (un);fbozo posséde un ordre de convergence
r il est néccesaire qu'il existe un r de telle maniere que la suite (6,),-

1
A2k+1 = 251> k=0,1,...,
1
a2k:kT7 k:1,2,

donnée par l'egalité 6, = W, n=0,1,..., soit bornée.
Mais, dans le cas de la suite on a
Op = "L, n=0,1,...,

suite qui n’est pas bornée, parce que sa sous-suite (do;)pe; n’est pas
bornée pour aucun r > 0 parce que nous avons:

_ kg1 k"R _
52k—(a2k)k—m, k—O,l, D

Maintenant nous démontrerons le théoréme suivant:
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THEOREME 2. Si les suites (up),—o €t (Un)pry Un,Un € X, n =
0,1,..., ont la méme vitesse de convergence, et si l'une des deuzr suites
a un ordre de convergence, alors l'autre suite a le méme ordre de con-
vergence.

Démonstration. Pour préciser les idées nous désignons par r 'ordre de
convergence de la suite (uy),~ . Parce que les deux suites ont la méme
vitesse de convergence il résulte les inégalités:

(6) C’lp(un,u) S,O(’Un,U) SCgp(un,u), n:071>"'7
et tenant compte que la suite (u,),-, a I'ordre de convergence r résulte:
(1) Clp(un,u)” < pupsr,u) < Chp (up,u)", n=0,1,...,
ou C1, Cy, C1, Ch sont des constantes positives, indépendantes de n.
De @ et ([7) on déduit:
(8) o
P (Un+17 U) < CQP (un+1a U) < CQCéP (Un, u)?“ < %P (Una U)T , = 07 ]-7 s
Toujours de @ et (7)) on déduit:

(9)
p (Un+1au) > CLO (un+1au) > 01C1p (una U)T 2 Céglp (’Uﬂau)r ;n=0,1,...

Des inégalites et @D il résulte la double inégalité:

C1C! CyCY,
(10) #p(vn,uy < p(py1,u) < é{2p(vn,u)r7 n=0,1,...

. CiC, . CCl )
ou les constantes —+ et ~5-* ne dépendent pas de n.
2 1

Du théoreme [1] il résulte que la nombre réel et positif » pour lequel
ont lieu les inégalités est unique.

Par la suite nous appliquerons les résultats exposés ci-dessus pour
préciser 'ordre de convergence des méthodes numériques de résolution
des équations opérationnelles.

Soient X et Y deux espaces linéaires normés et soit

(11) Px)=0

une équation, ou P : X — Y est une application et 8 est I’élément nul
de I'éspace Y.

Nous désignons par T € X une solution de I’équation et nous
supposons que nous avons construit une suite (z,),-, d’éléments de
I’éspace X, qui converge vers T.

En practique nous ne parvenons pas toujours a obtenir exactement la
solution x de I’équation mais nous pouvons approximer I’'élément

par un élément convenable de la suite (z,),~ .
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Il est également important de connaitre quelle est la vitesse de con-
vergence de la suite (), vers Z et d’évaluer quel est le nombre de pas
tel que ], considéré comme une appoximation de la solution Z puisse
remplacer cette solution avec un précision donnée a ’avance.

Mais nous ne connaissons pas 1’élément Z et c’est pourquoi il est tres
difficile d’appliquer les résultats exposés dans cette note pour étudier la
vitesse de convergence de la suite (z,),~ .

Un critérium simple pour vérifier que x,,approche z est de voir quelle
est la distance entre le nombre réel | P (x,)|| et 0. A partir de cette
remarque nous proposons de’étudier la vitesse de convergence de la suite
(P ()20

Nous supposons maintenant que 'application P est continue et alors
du fait que z = lim x,, il résulte que lim ||P (z,)|| = 0.

n—oo n—oo

Par des notions analogues aux notions présentées dans la premiere
partie de cet ouvrage, nous pouvons préciser la notion d’ordre de con-
vergence pour la suite ()52, qui approche la solution Z de 1'équation

(). O

DEFINITION 4. Nous disons que la suite ()., a lordre de conver-
gence r relativement a l'équation (11)), sl existe deux constantes posi-
tives, p1, p2 de telle maniere que pour chaque n =0,1,..., on ait:

(12) PP (za)[” < 1P (@nin) ]| < p2 [P ()]

o0

7
n—p & lordre de

Il résulte évidemment du théoreme |1 que si (z,)
convergence 7, alors r est unique.

Nous considérons maintenant deux suites (z,),—, et (yn),—, dont
nous supposons qu’elles ont le méme limite & € X ou T est la solution
de I’équation .

Par analogie avec les notions précisées dans les définitions [2| et [3| nous
présentons les définitions suivantes:

DEFINITION 5. Nous disons que la suite (xy),—, converge au moins
aussi rapidement que (yn),—, relativement & l'équation st sont
vérifiées les inégalités:

(13) 1P (@)l < plIP(yn)ll,  n=0,1,...
ot p > 1 est une constante indépendante de n.

DEFINITION 6. Nous disons que les suites (xy),- €t (Yn),—o ont la
méme vitesse de convergence relativement a l’équation s’il existe
deuz constantes positives p1 et pa de telle maniére que pour chaque n =
0,1,..., on ait:

prLP (@)l <P (yn)ll < p2 ([P (2n)] -
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Une conséquence du théoreme [2| est la suivante.

THEOREME 3. Si les suites (xy),—q €t (Yn)pep ont la méme vitesse
de convergence relativement a l’équation (11)) et si l'une des deux suites
a un ordre de convergence relativement a l’équation alors, 'autre
suite a le méme ordre de convergence relativement a I’équation .
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