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ESTIMATION DES ERREURS DANS LA RESOLUTION
NUMERIQUE DES SYSTEMES D’EQUATIONS DANS
DES ESPACES METRIQUES*)

ION PAVALOIU

Désignons par (X, p;), i = 1,2 deux espaces métriques complets et
par X = X; x X3 le produit cartésien de ces espaces.

Nous désignons par F; : X — X et Fo : X — X5 deux applications
et nous considérons le systeme d’équations suivant:

(1) Ir1 = F1 (a:l,xg)
xg = Iy (21, 22), (x1,22) € X.

Pour la résolution du systeme d’équations nous considérons le
procédé itératif suivant, du type Gauss-Seidel:

@2 " = A (o7, a")
:):(2n+l) =F (acgnﬂ),xgn)) , n=20,1,..., <x§0)7x50)> € X.
En ce qui concerne la convergence des suites nous avons le Théoreme
suivant [1]:
THEOREME 1. Si les applications Fy et Fs vérifient les conditions
p1 (F1 (z1,91)  Fi (2,92)) < ap1 (21, 22) + Bp2 (1, y2)
p2 (F2 (z1,91) , F2 (2,92)) < ap1 (21, 22) + bpz (y1,92)

*) This paper is in a final form and no version of it will be submitted for publication
elsewhere.
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pour tous les (x1,y1), (x2,y2) € X, ou «, 5,a et b sont des nombres réels
nonnégatifs;
Si les nombres «, B,a et b vérifient les relations

a+b+af <2
(I1-a)(1—-0b)>ap, b>0, a>0

alors le systéme admet une seul solution (T1,T2) € X et les suites

(x(n))oo ( (n)

1 n=0° Ty )n:O SONT CONVETGENTES:

lim l‘gn) =1, lim $én) = T9.
n—o0o n—oo

Démonstration. Nous désignons par (fn),—q et (gn),— deux suites de

nombres non-négatifs dont les éléments vérifient les relations

(3) fn < afp—1+ Bon-1
gn < afn + bgn—1, n=12...

Nous associons aux relations le systeme d’équations en les inconnues
h et k suivant
(4) a+ Sh = hk
ak +b=nk
Nous montrerons par la suite que le systéeme admet une solutions
réelle (h;, k;) pour laquelle 0 < h;k; < 1 si et seulement si les nombres
a,b,a et f remplissent les conditions du Théoreme
Nous supposons que le systeme (4]) admet les solutions (h;, k;), i = 1,2
pour lesquelles les conditons 0 < h;k; < 1 sont remplies. On vérifie
immediatement que du systeme résultent les équations suivantes:
(5) Bh? — (b+Ba—a)h—aa=0
ak? — (a+ fa—b)k—pBb=0

et

(6) p*—(b+Ba+a)p—ba=0
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ou l'on a désigné par p le produit hk. Les équations (|5)) nous montrent
que les solutions (h;,k;), ¢ = 1,2 du systéme sont réelles et de
I’équation @ et des conditions 0 < p; < 1, ¢ = 1,2 il résulte f(0) > 0,
f()>0etb+pa+a<2 ouf(p) =p®>—(b+Ba+a)p+ba Il est
évident que la condition f(0) > 0 est remplie parce que o > 0,b > 0,
f(1) > 0et b+ af + o < 2 représentent les relations de I’hypothese du
Théoréme [l

Si nous supposons a présent que les relations de I’hypothese du Théo-
réme (1] sont vérifiées, alors il est évident que f (1) > 0, f(0) > 0 et
b+af + a < 2, ce qui nous montre que ’équation @ a ses deux racines
positives et moindres que 'unité. En tenant compte des équations ,
nous constatons facilement que le systeme (4f) admet une solution (hq, k1)
pour laquelle h; > 0, k; > 0.

Nous montrons & présent que si les éléments des suites (fy),—, et
(gn)p— vérifient les relations ou les nombres «, 8,a et b vérifient
I’hypothése du théoreme [I], alors il existe une constante C' > 0, indé-
pendente de n telle que pour chaque n = 1,2,... ont lieu les relations

(7) fo < CRYTEDT!
gn < Ch?llk?_l

et les séries Y 7 fi et D2, g; sont convergentes.
Désignons par C' un nombre réel qui vérifie I'inégalité

(8) C > max {afo+ﬂgo,%}

ot (h1, k1) est la solution positive du systeme ().
De et nous déduisons pour n =1

f1i<C and g1 <Chy

donc les relations sont vérifiées pour n = 1.
Nous supposons que les inégalités suivantes ont lieu:

i <CRF2ER 2 g <o R g
De (3) et (4)) nous déduisons
fo < afat + Bgn1 < CRY2K™ (o + Bha) = Chy ™ k™!
gn < afn+bgn-1 < C TR (aky +b) = ChYRY ™!

ce qui nous montre que les relations on lieu pour tout n € N.
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Il est évident que les séries Y .0 fi et > o0, g; sont convergentes, parce
que de il s’ensuit qu’elles sont majorées par deux séries géométriques
a raison moindre que 'unité.

De et de I’hypothese du Théoreme |1| nous déduisons les relations:

(9)
o1 (70,2 < apr (a2 ) + pn (o, 25

2 <w§n+1),x§n)> < ap: (af( ) (n)> + bps < (n) a:én_l)> , n=0,1,...

Nousposonsaprésenten@)fZ =pm ( (H) ()) ,Gi = P2 ( (i+1) acg)),

1 =20,1,2,... et nous obtenons les relatlons . En tenant compte des
hypotheses du Théoreme [I] nous en déduisons les relations

(10) p1 (IL‘SH_I) (Z)) < C hz 1 k,z 1

m(ﬁ“)“§<0hlm*,i:Lzm

o0 (e 9]
Nous montrerons a présent que suites <$§n)> et (én)) sont con-
=0 =0
vergentes. " "

Nous avons en effet

(11> o1 <$§n+s)a () ) < fn+s 1+ fn+s 2o+ ...+ fn

_ _ C n—1
<p7f 10(1—1—}71 +p%+...—|—p‘i 1) < 1111p1
ou pP1 = hll{il.
Nous déduisons de la méme facon
Chipt™?!
(12) P2 (xgn+8)7 (n )> < Onts—1+ Gnts—2+ ...+ gn < 11,p;1 .

En tenant compte que 0 < p; < 1 et du fait que les espaces Xi et
X5 sont complets, il résulte que les suites (azgn))zo: et ( (n))n:O sont
convergentes.
Si nous posons 1 = lim xgn) and To = lim $§n) alors en tenant
n—oo n—oo
compte de la continuité des applications F} et F5 et en passant a la limite
dans les égalités lorsque n — oo il résulte que (Z1, Z2) répresente une

solution du systeme .
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En ce qui concerne l'unicité de la solution, nous supposerons par
I’absurde que le systeme n’a pas une solution unique.

Désignons par (z1,Z2) et (71,72) deux solutions du systéme . 1
résulte de la premiere condition du théoreme

p1(Z1,71) < ap1 (T1,71) + Bp2 (Z2,72)
p2 (Z2,92) < a p1 (T1,91) + bp2 (Z2, §2)

ou

(1—a)p1(ZT1, 5

S~—
IN
=
)
N
~—
&
5\"
NS
[\]
S~—

Nous en déduisons

p1 (Z1,71) < (1_5)%01 (T1,71)
et
p2 (T2,92) < (1,5)%02 (T2,72) ,
: B
mais (l—a)(al—b)
seulement si 1 = 1 et To = 7.

Il résulte de et pour s — o0

_ n) c.prt
pl(xl,x§ ) < T—p1

< 1 par conséquent les derniere inégalités ont lieu si et

et p?(j;Qv‘ngn)) S Clvillf)fb7 n = 1727 cee

O
Désignons a présent par F}" : X — Xj, Fy : X — Xo deux autres
applications qui vérifient aupres de Fj et F5 les conditions
(13) p1 (FY (u,v), Fi (u,v)) < 61
p2 (Fy (u,v), F (u,v)) < b2
pour tout (u,v) € X, o d; > 0, d3 > 0 sont deux nombres réels donnés.

A cote du procédé itératif nous considérons le procédé itératif
suivant:

(14 Y = Fy (e,€")
Y =By (), o (6€9,60) e x.

En ce qui suit nous procéderons a la délimitation des erreurs au cas
ou la racine (Z1,Z2) du systéme est approchée par des éléments
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des suites (én ) (52 ) générées a ’aide du procédé . Nous
n= n=

n’avons évidemment aucune mformatlon concernant les applications FY'
et Fy si non qu'elles vérifient les relations ([13)), c’est pourquoi nous ne

pouvons rien affirmer relativement & la convergence des suites <§§n))
et (5271))
n=0
Nous montrerons par la suite que le processus du calcul des éléments

o0 (e 9]
des suites <£§R)> . et §§n)> peut étre certainement arrété quand
n=

n=0

£1 < YLH), gn) < g1 et po ( énﬂ),f;)) < €9, si €1 et €9 sont conven-

ablement choisis par rapport aux nombres 41, d2, a, b, @ et (.

Nous avons en effet
n : <€1n 1) £ gn 1)))

p (6707) = (1 (.60 1
<o (11 (o) o (. )
()

o (B (67.67).F
o (B (68 Y) R (60 Y)
<apr (67,€"7V) + Bpa (687,677 + 201,

Pour ps (§§n+1)7 fgn)> nous avons de la méme manieére

po (670,687 ) < apn (6, 6™) + b (87,6877 + 265,

Sinous écrivons maintenant f;; = p; <§§n+1),§1n)> gy = p2 ( (n+1) 75271)) ,
n=20,1,... alors les inégalités ci-dessus s’écrivent

(15) fo < afp 1+ B gn 1+ 20
gt <a fi+bgt |+ 20.

Si nous nous plagon dans les hypothéses du Théoreme [1| alors il existe
une constante C7 indépendente de n, telle que nous avons les relations
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suivantes:
* n—17n—1 2[Bd2+(1-b)é
(16) fr < Cuhy Tyt 4 B 00
* nin— 2[(1—a)d2+ad
gn§01h1k1 1+W, TL:LQ,...

ou (hy, k1) est la solution du systeme qui vérifie les conditions: 0 <
hiki1 <1, hy >0, k1 > 0.
En effet, si nous choisissons C tel que

afg + Bat + 26, — ALHIZON

I

Ci > max{

« % 2[(1-a)da+ad
h%‘afl +bgo+252—%

)

alors il est évident que

i <afg +ﬁgo+251§01+%

gi Sa f{+bgl+ 26 < Crhy + Aliolzied]

et les inégalités sont vérifiées pour n = 1.
Nous supposons que les relations sont vérifiées pour chaque n =

1,2,...s et nous montrerons qu’elles ont lieu également pour n = s+ 1.
Nous déduisons de

* s—17.5— S$17.8— 2a[ 86 1-b)6 28[(1—a)d2+ad
fs-l—l < aclhl 1kl ! + 5 Clhlkl ! + (1[_503(-3(_1))_)@%} + g!a)(l)_z;__a}j] + 201

= C1hy T (ot B ) + 20D

S 1.8 6 —b)d
= Cihik + G-

On montre de la méme maniere que la seconde inégalité (16 a égalament
lieu pour n = s + 1.
Si a pre’sent nous supposons que

2[B82+(1—b)5
(17) &1 > Ao e

2[(1—a)d2+ad
€2 > 7(1[(%)(%721))7;23

alors les relations nous assurent qu’il existe un n’ € N tel que
pour tout m > n’' nous ayons les inégalités p; (f%nﬂ),fgn)) < €1 et

P2 ( 5”“), én)> < g9. Désignons par €1 et €5 deux nombres positifs qui

vérifient les relations et n > n’ + 1. Nous proposons d’évaluer dans
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ces conditions les distances entre 1 et §§n+1) et Ty et §§n+1), c’est -a-dire
la délimitation des erreurs au cas de la résolution du systeme a l’aide
d’un procédé d’approximation de la forme ([14]) ot les applications F} et
F5 dépendent de Fy et F» par les relations. En tenant compte des
hypotheses dans lesquelles nous nous sommes placés, nous aurons

P (5:1,55“”) =p1 (Fl (Z1, 7o) , FY <§1n)7 y)))
< (Fi @) B (67.67))
o (B (67.67) F (6717))
<ap; (fl,én)) + Bpa (@,55"’) + 41

. _ 1
Nous avons de maniere analogue pour ps (932, §§n+ )) :

P2 (532,%”“)) <ap (fl,é:%nﬂ)) +0 p2 (532,%")) + 02

Nous déduisons des inégalités ci-dessus

(1—a)m (i‘1>§§n+1)) < aer + Bp2 <j2,5§”)> + 01
(L—=0)p2 (fz,ﬁéml)) <ap (fl,énﬂ)) +bex+ 62
c’est-a-dire
(18) p1 (551, YZH)) < (ﬁfl + 1202 (351755”)) + 1%)
P2 (»’7327 énﬂ)) < 1501 (32‘17557”1)) + e + 122
d’ott il résulte

(19) P2 ('@27 én—’—l)) < a(affjfffl)jg)(i;g)az + 872

Du fait que n > n’ + 1, il résulte que la seconde inégalité de (|18)) a lieu
aussi au cas ol nous mettons n a la place de n + 1, c’est-a-dire

P2 (@,én)) < 150 <f1,f§n)> + % + %
Cette inégalité et la premiere inégalité nous donnent

) pr (mne™) < MR +
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