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SUR UNE GENERALISATION DE LA METHODE DE
STEFFENSEN

ION PAVALOIU
(Cluj-Napoca)

Soit X un espace de Banach et

(1) flz)=10
une équation, ou f : X — X est une application et 0 est I’élément nul de
I'espace X.

Désignons par [u,v; f] la différence divisées du premier ordre de I’appli-
cation f sur les points u,v € X et par [u,v,w; f] la différence divisée
de deuxieme ordre de cette application sur les points u,v,w € X. Ces
différences ont été introduites dans les travaux [1], [2], [5], [6], [7]. Sup-
posons leur symétrie comme fonctions des points sur lesquels elles sont
définies. A coté de I’équation nous considérons une application g :
X — X alaide de laquelle nous construisons la suite (z,,),., fournie par
le procédé itératif suivant:

(2) Tptl = Tpn — [xmg(xn);.ﬂ_lf(xn)? neN
To étant un élément arbitraire de X.

Il est bien connu que la différence divisée [z, g () ; f] est une appli-
cation linéaire de X en lui méme, la suite (z,),-, sera bien définie dans
le cas ou cette application admettra une inverse pour chaque n € N.

Nous admettrons le fait que l'applicaiton [zg, g (z¢) ; f] admet un inverse
[0, 9 (z0); f]f1 et nous donnerons des conditions suplémentaires pour que
tous les éléments de la suite ([z,, g (2n); f]),—, soient inversables. En
méme temp nous donnerons des conditions pour la convergence de la suite
(xn),—, fournie par la relation .

On remarque que la suite (x,),_, fournie par la méthode ([2)), coincide
avec la suite (yy), -, donnée par les égalités suivantes:

(3) YUnt1 =9 Wn) = [Yn: 9 (Wn) s 1177 £ (9 (y)),
ou yo=ux9, n=12,...
Considérons les nombres réels et positifs By, K, «a, p, A et dy =

1S (o)l

Désignons par ¢ > 2 un nombre réel quelconque. Considérons ’ensemble
(4) S={xe X :|z—mx <A}, xo € X
et désignons par a la plus petite racine de I’équation:

(5) I+p)t2 =20 +p)+adl |t +1+p=0.
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En ce qui concerne la convergence de la suite (z,),-, fournie par (2)) on
a le théoreme suivant:

THEOREME 1. Si les applications f et g et les nombres réels By, K, «,
p, A et q vérifient les conditions suivantes:
i If (g (@) < allf (@) pour chague x € S;
ii. la différence divisée [u,v;g| est symétrique comme fonction de u et
v et ||[u,v; 9]l < p, pour chaque u,v € S
iii. ||[u,v,w; f]|| < K, pour chaque u,v,w € S
iv. il existe Uapplication [xo, g (xo); f]™" et || [z0, g (z0) ; 1t | < Bo;
. BEK (1+p) |If (z0)]| < as
vi. A > max (s, + [|g (z0) — wol]} o

—-

<

p=BobhiT.— 0 .— L, gR2,
0 1_(650)q717 (1—@)27 0

1
0g = ba—Td;
vii. cdg < 1;

alors l’équation a au moins une solution x € S, x =lim xz, et on a
la délimitation suivante:

1 n
T — -1 (cd0)?
|7 = wnll < Bob™ 77 - = S8y
Démonstration. Désignons par:
Di=[z;,9(x);f] etTy=D;', i=0,1,...

Si nous envisageons les notations ci-dessus, nous déduisons de et
les relations suivantes:

(6) z1 =20 — Lo~ f (20)
(7) x1 =g (x0) —To- f (g9 (x0))
d’ou 'on déduit:

(8) |21 — 20| < Bodo

9) lz1 — g (x0)|| < Boad§™

En employant l'identité:

f(@1) = f (zo)+[zo, g (o) ; f] (21 — m0)+[x1, %0, 9 (w0) 5 ] (21 — @0) (21 — g (20))
de iii, @, , , et de 'hypothese x1 € S on déduit.

(10) I (z1)|l < K Bjadg.

Pour prouver que x1 € S nous remarquons que la plus petite racine de

I’equation vérifie la relation 0 < a < 1, donc ¢ = ﬁ > 1.
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Alors de il résulte que:

H.’El - 330” S Bgdo S Bob_q—i1 . qu%ldo S BO . b_‘l—L1 . 650 S 1% S A

c’est’d’dire z1 € S.

Par la suit nous prouvons l'existence de 'application I'y = D L

En employant les propriétés des différences divisées et les et les hy-
potheses du théoreme on a:

(11) [|Do — Ds| =
= [llzo, g (x0); f] = [1, 9 (1) ; fI
< w0, g (x0) 5 f1 = [21, 9 (x0) ; Il + [llz1, g (o) ; ] = [21g (1) ; £
< K Body + KpBydy = K (1 + p) Bodp.

Pour établir la derniere inégalité on emploie le fait que g (zo), g (z1) €
S. Démontrons maintenant ces appartenances. En effet on a:

llg (z0) — zol| < |lg (w0) — zol| + pp < A
et

lg (z1 = zo)[| < llg (x1) — g (o)l +|lg (z0) — zoll < ppu+Ilg (x0) — 2ol < A.
De on déduit:
ITo - (Do — D1)|| < BK (1+6)do < a.
Du fait que 0 < a < 1 et de 'hypothése (vi) il résulte qu’on peut inverser
I'opérateur
Hy=1-Ty(Dy— Dy),

ou I représente ’application identique.
On a:

|57 < %

Remarquons par la suite que:

Hy=ToD1
c’est-a-dire

Hy'= D7t Tyt
d’ou ’on déduit
D'=Ty=Hy' Ty

et

I < 2.
Si nous désignons par Bj l'expression ||I'1]|, 'inégalité ci-dessus devient:

(12) B < £
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Prouvons maintenant que:
B?K (1+p)d; < a.
En effet de et on déduit

BAK?(1+p)add _ [B§~K~(1+p)d0]2
(1—a)® (1—a)*(14p)

2 442
a“ad, o

= 1—a2(1+p) ¢

BiK (1+p)dy < ca-di?

La derniere égalité est justifiée du fait que a représente la plus petite racine
de I'équation .
Supposons par la suite que les hypotheses suivantes sont vérifiées:

«) il existe les opérateurs I'g, I'1, ..., I's;
B) Bi<E=lou B = ||| i=1,2,...,s;

—a

'7) BSQK(1+p)dS <a,ds = Hf(xs)Hv
0) z; €8, g(x;) €S, pouri=1,2,...,s+1

Dans ces hypotheses, en employant une identité analogue a celle de
laquelle on a déduit la relaiton , on a l'inégalité suivante:

(13) If (@sr)| < KB ||f (as)]|°
c’est-a-dire:

dey1 < KB2ad!
Mais de f3) il résulte I'inégalité suivante:

KB2ad!
d8+1 — (170(1)2:

N

ou

(14) ds+1 < bedl.

Des hypothéses de I'induction il résulte les inégalités suivantes:
dis1 < bc'd, i=0,1,...,s.

En muiltipliant par bq%l les termes des derniéres inégalités et en désignant

par 9; 'expression:
_1 )
0; =b a-1d;, 1=0,1,...,s
nous obtenons:
Siy1 < - 8% i=0,1,...,s.
Admettons maintenant ’existence des nombres:

a;et B;,, 1=0,1,...,s
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tels que:
6 < i, i=1,2,....s
ou By =1 et ag = 0. Alors on a:
5i+1 S Cicqai(sgiq
c’est-a-dire
5’i+1 S quzi—i-i(;giq — CaH_l A 6€i+1
ou ajy1 = qoy +i a9 =04 =0,1,....8 et Bix1 = q- 5,00 =11 =

0,1,...,s.
Des relations ci-dessus nous déduisons facilement que:

i—1—ig+q’ i .
aZ:Tf)Qq IBZQZ, Z:0,17...7S.

Alors si nous envisageons le fait que ¢ > 1, nous déduisons les inégalités
suivantes:
i+1

(15) 5i+1 < (650) qq 3 1 :0,1,...78.

Démontrons maintenant que 'applicaiton I's; existe.
En effet on a:

[Ds = Dsi1ll = [[[zs, 9 (x5) 5 f] = [s41, 9 (xs11) 5 f]I| < K (1 + p) (Bsds)

et
ITs (Ds = Dss1)l| < K (14 p) Bids < a.

Par conséquent ’applicaiton
Hy=1-Ts-(Ds—Dsr1) =TsDspq
admet une inverse pour laquelle
4] <
Des relations ci-dessus nous déduisons que:
DZ-_Jrll =T =H"T;
c’est-a-dire

IDipa] < 2

1—a

ce qui nous conduit & 'inégalité suivante:

(16) Bs+1 é 1lisa

c’est-a-dire a I'inégalité ) pour i = s + 1.
Démontrons maintenant qu’on a 'inégalite ) pour s + 1 c’est-a-dire:

B§+1K (1+4+p)dsy1 < a.
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En effet de (15)) il résulte ds < dy et alors de et déduisons:

2
B2 K (14 p)de1 < BE2 K B2 g0

= (1—(1)2
B2K(14p)ds _ 19—2 a?adi™?

— s < S <
(1-a2(1+p) % = =)’ (140) = ¢

Démontrons par la suite 'appartenance de x;11 et celle de g (zs+1) a la
sphere S.

On démontre facilement que ozs+1+% < ¢**1, pour ¢ > 2, pour chaque
s € N; alors on déduit de ([2)

|Zstr2 — Toq1|| < || Dsqall - | f (xsg1)]] < ujﬁ
< By e gl e

1
41 — =
< Cas+1+f52 i 5,35+1 - Bob q—1

__1_ s+1
< Bpb a1 (050)11
Des relations ci-dessus il résulte les inégalités suivantes:

s+1 s+1

1 k
[2s+2 = xoll < Y llanr — k]l < Bob 51 ) (edo)*
k=0 k=0
=
Bgb= """ ¢
< e T S KA

et

|9 (zs+2) — 20l <
<|lg(zs+2) =g (@s+1)|| + -+ llg (1) — g (o) || + [|g (z0) — 20|
< pp+ g (zo) — zol| < A,

c’'est-a-~dire x50 € S et g(xs42) € S.

Nous étudions par la suite la convergence de la suite (), .
Des inégalités.

k
[ Tpt1 — 2k < 22 (cdo)? |

ba—

que sont vraies pour chaque k € N, il résulte

n+p—1 n+p—1

1 k
A7) Nznp —@all < Y0 Nagpr —apl < Bob™a71 - Y7 - (edo)?
k=n k=n

__1_ n
Bob a-1 (650)q

< 7
= 1—(cbp) @ Ve

pour chaque n, p € N.
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En envisageant le fait que c¢-dg < 1 et le fait que I’espace X est complet,
il résulte que la suite (z,,),-, est convergente.
Désignons par x la limite; nh—>Holo ZTyn. Del’inégalité en y faisant p — oo
on déduit: .
_ Bob_ 7T ()"
||£E - xn” < 10_(650)0171(;(1"
De 6, < (¢6o)?" il résulte que:

lim f (x,) = f (2) = 0

n—oo
ce qui signifie que Z est la solution de ’équation . O
BIBLIOGRAPHIE

[1] Balasz M. si Goldner G., Diferente divizate in spatii Banach si unele aplicatii ale lor.
St. cerc. mat. 21, 7, (1969), pp. 985-995.

[2] | Diaconu A., Interpolation dans les espaces arbitraits. Méthodes itératives pour ld
résolution des équations opérationnelles obtenus par l'interpolations inverse. I11. Re-
search Seminar of Functional Analysis and Numerical Methodes, Preprint Nr.1 1985,
pp. 21-70. [

[3] Licd Dionis, Analiza functionald $i rezolvarea aproximativd a ecuatiilor neliniare.
Editura Stiintifica, Kiginau, 1975.

[4] | Pavaloiu I. Sur la méthode de Steffensen pour la résolution des équations opéra-
tionnelles non linéaires, Revue Roumaine de Mathematiques pures et appliquées.
XIIT, 1, (1968), pp. 149-158. [&

f"'\] Pavaloin 1| Introdiucere in._teorio_anrorimdarii_solutiilor ecuatiilor Fd._ Dacia _Clnj-
Napoca, 1976.

[6] Ul'm, S., Ob obobscennih razdelennih raznostiah I, Izv. Acad. Nauk. Estonskoi S.S.R.
16, 1, (1967), pp. 13-26.

[7] Ul'm, S. Ob obobscennih razdelennih raznostiah II, Izv. Acad. Nauk. Estonskoi S.
S.R. 16, 2, (1967), pp. 146-155

Recu le 20.XII. 1990

Institutul de Calcul
Str. Republicii, 37
3400 Cluj-Napoca

Romania


http://ictp.acad.ro/adrian-diaconu
http://ictp.acad.ro/adrian-diaconu
http://ictp.acad.ro/adrian-diaconu
http://ictp.acad.ro/adrian-diaconu
http://ictp.acad.ro/steffensen-method-solving-nonlinear-operator-equations/
http://ictp.acad.ro/steffensen-method-solving-nonlinear-operator-equations/
http://ictp.acad.ro/steffensen-method-solving-nonlinear-operator-equations/
http://ictp.acad.ro/introduction-theory-approximating-solutions-equations
http://ictp.acad.ro/introduction-theory-approximating-solutions-equations
http://ictp.acad.ro/introduction-theory-approximating-solutions-equations
http://ictp.acad.ro/introduction-theory-approximating-solutions-equations

	Bibliographie

