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SUR DES METHODES ITERATIVES OPTIMALES

par
ION PAVALOIU et IOAN SERB

Dans ce travail nous étudions des méthodes itératives pour la résolution
de I’équation:
(1) z=¢p(x),
ou ¢ : I — X est une aplication donnée et (X, p) est un espace métrique
complet.

A D'application ¢ nous attacherons une aplication F : X* — X, qui a
la propriété suivante:
(2) F(z,z,...,x)=¢(x), xz€lX.
Pour résoudre 1’équation nous considerons la méthode itérative a
plusieurs pas, de la forme:

(3) Tn+1 :F(xnvxn—17"'7xn*k+1)7 n:k_17k7k+17

Sidg, 41, -..,9_1 est une permutation des nombres 0,1,..., k— 1, alors
io+n—k+1, i1+n—k+1,...,i4_1+n—k+ 1 sera une permutation
qui correspond aux nombresn —k+1, n—k+2,...,n.

Pour une telle permutation on obtient une nouvelle méthode itérative
a plusieurs pas:

(4) Tnt1 = F (Tigtn—kt1> Tiy bkt 1s - - - > iy tn—kot1) »
oun=k—1, k,...

De cette maniere, a partir de I’application donnée F', on obtient k!
méthodes itératives, qui sont en général distinctes.

Si dans certaines conditions imposéea a 'application F', toutes ces

k! méthodes itératives convergent vers une solution de I’équation ,
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le probleme se pose de choisir la méthode pour laquelle on obtient la
meilleure délimitation de I'erreur.
Dans ce qui suit nous supposerons que F' vérifie la relation suivante:

k 1
(5) p(F(Ul,UQ,...7Uk),F(’Ul,vz,...,’l)k)) < (Zaip(uhvi)ﬁ)B)
=1

quele que soient les éléments uq, uo, ..., ug, v1,v2,...,v € X, 0ot a; >0
et B > 0 sont données et 0 < Zle a; < 1.

On remarque que si F' vérifie les conditions et alors ¢ vérifie
la condition:

ple (), o)) =p(F(x,z,....x), F(y,y,...,9))

< (o)) = (L) e,
=1

i=1

et du fait que 0 < Zle a; < 1, il résulte que ¢ est une contraction,
c’est-a-dire que ’équation a une seul solution.

D’autre part, si nous désignons par Fg (a1, as,...,a;) 'ensemble des
fonctions F' vérifiant les conditions et , alors si 8 < (3 il résulte
.7:5 ((11,(12, .. .,ak) C .7:5/ (al, ag, ... ak).

Pour 8 < ' on déduit de 'inégalité de Holder:

(St} = (5 (rtun)o )
=1

i=1
i / L/ k -8 /67/ ﬁ,;/ﬁ
£ (Suvten ) 55 (H)7]
i=1 i=1
k ) L/ k B -8
= (Zaip(ui,vi)ﬁ )B (Zai) pe
i=1 i=1
k L
< (Zaip(uijvi)ﬁ )5/
=1

donc Fs (a1, a2,...,ar) C Fa (a1, a2,...,ak).
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Considérons les nombres «; € R, ¢ = 1,2,...,k, qui vérifient les
relations:
(6) ap > > > g > oy >0,
et

k
(6) 0<) oy <L
=1

Nous considérons a présent les équations

(7) Pu)=u"—oguf™t — .. —ap_qu—ap =0,

(8) Qu) =uf —apuft — .. —aou—a; =0,

et

(9) R (u) :uk—ailuk_l — o — oy u—ag, =0,

ou 41,19, ...,% est une permutation quelconque des nombres 1,2,..., k.

LEMME. Siaq, as,...,ar vérifient les conditions @ et @ alors chaque
équation de la forme @ a une seule racine positive. Si nous désignons
par a la racine positive de l’équation (7)) et par b la racine positive de
l’équation , alors la racine positive ¢ de l’équation @ vérifie les
inégalités suivantes:

(10) 0<a<c<b<l.
Démonstration. Soit i1, 19, ..., 4, une permutation des nombres 1,2, ...,k
et soit s le plue grand indice pour lequel «;, # 0.
Nous avons évidement «;, ., = o, = -+ = a5, = 0 et o, # 0.
Considérons la fonction v (u) = R (u) /u*~5. Alors ¢ (0) = —a;, < 0
et 1/1(1) :R(l): 1—0@1 — T QG — Oy =1l—a;—...—a; >0.

Donc 9 (u) a une racine positive dans l'intervalles (0,1). II résulte
que R (u) = u*~%¢ (u) a une racine dans I'intervalle (0, 1).

L’unicité de cette racine résulte immédiatement en considérant I’équation
f (v) = —vFR(1/v) = 0, pour laquelle f’'(v) > 0siv>0et f(0) = —1.
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Pour prouver l'inégalité il suffit de montrer que R (a) < R(¢) =0
et R(b) > R(c) =0. En effet, on a:
R (a) =ad" — ailakfl — G0 —
=(g — ail)ak_l + (a2 — ay) a2+ o — a,
=(a—1) (a1 —ay,) a2+ (g +ag — g, —ayy) a3+ ..+
-+ (al—i—ag—i—...—i—ak,g—ail —aiQ—...—aik_Q)a—i—
+ (a1+a2+...+ak_1—ail —aiQ—...—aikfl) <0,
parce que 0 < a < 1 et de @ il résulte que
o toas+ ... tas—oy —oy, — ... —ay, > 0;

pour chaque s =1,2,...,k— 1.

De maniere analogue on montre que R (b) > 0, Q.E.D.

Maintenant, nous rangeons les coefficients a; de en ordre décroissant,
c’est-a-~dire:

(11) i, > @iy > ... > a;, >0,

et nous écrivons

(11 as =a;, s=1,2,... k.

Nous considérons 'application G : X* — X, donnée par la relation
(12) G (ur,ug,...,ug) = F (wi, Wiy, ..., Ui, ),

ol 1,192, ..., 1 est la permutation des nombres 1, 2, ...,k qui correspond

a la relation . On obtient alors de , pour G, la condition

k B
(13) p(G (ul,uQ,...,uk),G(vl,Ug,...,vk)) < <Z Ozip(uijpi)ﬁ> ,
i=1
quels que soient les éléments uy,us, ..., ur, v1,v2,...,0 € X, ol

am>o>.. >ap>0, >0....0<> ;<1

Pour résoudre 1’équation nous considerons la méthode itérative suiv-
ante:

(14) Tpt1 = G (Tn, Tp1y. .y Tp_ky1), n=k—1,k...,
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ou xg,x1,...,TE_1 € X.

Si nous écrivons ¢; = p (z;, zi+1), i = 0,1,..., alors de et
on obtient

1
k B
" qz:(Zastf_s) ik
s=1

Si dans I’équation a1, g, . .., ar sont données par (11') et si a est la
1
racine positive de I’équation 1} alors a? € (0,1).
Soit C' une constante positive telle que:

gs < Ca®® pour s =0,1,....k—1.
De on obtient:

k B k B
5 < (z asq5_8> < (c zasaz—s>
s=1 s=1

1
k B
= C a(l_k)/ﬂ (Z asak_s) — C a(l_k)/ﬂak/ﬂ — C ai/ﬁ’
s=1

i =kk+1,...,. Puisque a'/? € (0,1) il résulte que la suite (@n)’p
est fondamentale. Désignons par T sa limite. Il est évident que T est
I'unique solution de I’équation et

_ n/B
(16) p (5, 3n) < CEL2

Alors, en utilisant le lemma on obtient le théoréme suivante:

THEOREME. Supposons que F' € Fg(ai,az,...,ax) et que l'on donne
les k! méthodes itératives de la forme , attachées a F'.

La méthode itérative pour laquelle on obtient la meilleure délimitation
de lerreur est celle donnée par , avec G définie par et qui
corresponds a ordre décreoissante de la suite des coefficients a;, i =
1,2,...,k, de ().

Remarques. 1) Parce que, de la F' € Fg(a1,az,...,a;) il résulte que ¢

1/B
est une contraction, avec la constante de Lipschitz (Zle ai> , il est
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clair que la méthode itérative
(17) Tne1 =@ (zn), o€ X, n=0,1,...

converge vers la solution z de I’équation ([1). De plus, nous avons

p o\ /8
(18) p(Z,1) < Cy <§1a) s
NN

Nous démontrerons que Zle a; < a, ou a est la solution de I’équation

, avec ag, s = 1,2,...,k données par la formule (11')).
On a:

d’ou il résulte que Zle a; < a.

Soit maintenant F' € Fg(ai,as,...,a;) et ¢ (x) = F(z,z,..., ).
Les formules et valables pour une métrique quelconque et pour
chaque paire (F, ), avec les propriétés ci-dessus, nous montrent que
pour la méthode itérative on obtient une délimitation de ’erreur
meilleure que dans le cas des autres méthodes de la forme . Ceci
ne signifie pas que pour chaque choix des points initiaux et chaque apl-
ciation F, la méthode converge plus vite que toutes les méthodes
itératives de la forme .

Soit, par example, X = R, p = ||, ¢(2) = gsinz, F(z,y) =
%stcos2 On a

|F (x1,51) = F (22,92) | < 1

| 172’+4|yl |
pour chaque x1,x2,y1,y2 € R; ' € F; (4, 4) et F(z,z) = ¢ (x).
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On considere les méthodes itératives suivantes:

1 _
(19) Tpy1 = gsinz,, n=0,1,..., xg= 7,
(20) $n+2:%Sinxn2+l COS%’L, n:o,].,..., x0:g7 x1:0,
(21) IL‘n+2:%COSI"2+1 sin%, n=0,1,..., wg=7%, v1=0.

Dans ce cas la suite converge plus vite que la suite ou la suite
1)

2) 1l existe des méthodes itératives de la forme respectivement
, pour lesquelles les délimitations respectivement ne peu-

vent pas s’améliorer, c’est-a-dire:

lim p (z,2,) "™ = a'/”,

n—oo
respectivement
k /B
nli_)rgop (z, xn)l/n B (2; ai) '
i=
Ezemple. Soit X =R, p=|, ¢(z) = %m,

|F (z1,1) — F (v2,92)| < g |o1 — 22| + 3 ly1 — 2|, B=1.

Soit

(22) Tnp1 = Sxp, n=0,1,... , o =1.

(23) Tpto = %$n+1 + %:cn, n=0,1,... , 29=1, 1 = 1.
(24) Tpio = %Jln+1 + %xn, n=0,1,... <zg=1, 21 =1.

Dans ce cas on obtient respectivement les formules:

1
(22) Jim (2n)n =3 =3 +3,

(23") lim z}/™ = a,

n
n—o0
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ol a est la racine positive de 1’équation 22 — %IL‘ — % = 0, c’est-a-dire

a= 3+17 557 De la méme maniére on obtient

(24" lim zX/™ =,
n—oo
. s Ny . 4oe s 2 1 1
ou b est la racine positive de I'équation caractéristique x* — sz — 5 =
0 c’est-a~dire b = HT V19 1] est clair que % < % < HT V19,
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