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SUR QUELQUES METHODES ITERATIVES DE TYPE
INTERPOLATOIRE A VITESSE DE CONVERGENCE OPTIMALE

par
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Dans cet article nous étudions une classe de méthodes itefatives pour la
résolution des équations de la forme:

(1) f(z) =0,

ou f : I — R est une fonction réelle d’'une variable réelle et I est un
invervalle de I'axe réel.

Désignons par x1,x2,...,Tnr1, n+ 1 points distincts de 'intervalle I et
par ai, @2, ...,0n+1, 1+ 1 nombres naturels tels que:
(2) a1 +as+ ...t aprr =m+1,
oum € N. ‘

Il est bien connu que quels que soiient les nombres y/, j =0, 1,...,a; —
1,i=1,2,...,n+1, il existe un seul polynéme H; de degré au plus m qui
vérifie les conditions:

(3) HY (z) =9, j=0,1,...,00—1, i=1,2,...,n+1.

Le polynéme H; déterminé par les conditions a la forme:

n+la;—1oa;—j—1

; r—z)i (k) wl
CRETEES 5 SED SIFTA (= [ -

—z; (x—x;
i=1 j=0 k=0 w=a; (¢=1)

ou

(5) w(@) =TI (o -2
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Si on suppose que la fonction f admet une dérivée d’ordre m + 1 sur
Vintervalle I et si y! = fU) (2;), 5 =0,1,...,0; — 1, i = 1,2,...,n+1,
alors Hi, le polynéme d’Hermite de la fonction f, relativement aux noeuds
x;, aux ordres de mutiplicité «;, vérifie I’égalité:

(m+1)
(6) f (@) = Hi(z) = Lo qipw (@),
ou¢e€l.

Dans ce qui suit on suppose que f’(z) # 0 quelque soit € I et on
désigne par F' = f(I). Il résulte que f : I — F est une fonction bijective
et il existe f~' : F — I. La fonction inverse f~! admet une dérivée d’ordre
m 4+ 1, pour tout x € F.

La dérivée d’ordre k,k < m + 1 sur un point yo = f (z9), yo € F peut
se calculer par la formule:

) (k)
-1 _ (2k—i1=2)1A)F 1 (o) Vit f (xo) \i2 T (a0) \ ik

(f ) (?JO) - 12!.”%!(}0/(330))%—1 ( 1! ) ( 2! ) te ( k! ) )
ou la somme ci-dessus est étendue a toutes les solutions entiéres et nonné-
gatives du systeme:

(8) i2+2i3+...+(k*1)ik:k*1
iW+is+...+i,=k—1.

Si on suppose que ’équation a une racine dans l'intervalle I, cette racine
est unique parce que f’(x) # 0 quel que soit x € I et nous la désignerons
par Z. Alors de f (z) = 0 il résulte que = f~1(0).

Dans ce qui suit, dans I’expression du polynéme d’interpolation donnée
par on prendra comme noeuds d’interpolation les valeurs y; = f (;), i =

1,2,...,n+1 et comme valeurs y! les valeurs des dérivées (f1) @) (yi), i=
1,2,...,n=1, j=0,1,..., a;— 1. Par conséquent on obtient le polynéme
d’interpolation d’Hermite pour la fonction inverse f~!. Ce polynome a
alors la forme suivante:

nt+lao;—la;—j—1

O Ho=X > > (1) o [y]? e

i=1 j=0 k=0 v=y; (4=

ou
n+1 o
(10) w(y) = Il (v —y)™ .
1=
De @ il résulte ’égalité

_1)(m+1)
i) - 1) = Y P ),
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ounekF.
Siy=0,alors z = f~1(0) et

(F )" )
(m+1)!

ou mest un point du plus petit intervalle contenant les points:

va($l)""af($n+l)'

Si on désigne par Fj cet intervalle et par

(11) T—H(0) = w(0),

_1\(m+1)
Mpia = sup (7)™ ().
yeh
alors
& — H (0)] < frzdy [w (0)] -
De et du fait que y; = f (z;), i =1,2,...,n+ 1 on déduit
(12) @ — H (0)] < oz | (@)™ - [f (@2)[2 | f (@ng) |
De l'inégalité (12)) il résulte que si x1, z9, ..., x, 1 sont dans un voisinage

suffisamment petit de , alors [ | f (acl)\al se trouvera dans un voisinage
donné d’avance de 0. En conséquence, nous pouvons supposer que H (0)
est un approximant de la racine x de ’équation .

Si |x — H (0)| n’est pas suffisamment petit, alors, par des itérations
successives on peut obtenir des approximations meilleures. Désignons
par x1,x2,...,Tn+1, 7 + 1 approximations initiales de la racine z de .
Soit x40 = H (0) = H (y1, 15+ -3 Ynit1, ¥ng150) , ot H(yr, a1y, 005 . .5
Yn+1, Wn+1;Y) est le polyndme d’interpolation d’Hermite @ de la fonction

! relatif aux noeuds 41,9, ..., Yns1 aux ordres de multiplicité respec-
tifs g, a0,. .., ant1 et y; = f(x;), i =1,2,...,n+ 1. Sinous considérons
maintenant le nouveau systeme de noeuds x3, 3, ..., Tnt+1, T2 an obtient
une nouvelle approximation x,4+3 = H (Y2, a1; Y3, @25 . . . ; Yn+2, @n+1;0) et
ainsi de suite.

Mais, si nous rangeons les noeuds x1, Z2, . . ., Tn+1 dans U'ordre x;,, zi,, . . .,

x;,,, on obtient une nouvelle suite d’approximations de Z, donnée par les
formules

(13)
Tpyo=H (yiuah; Yig, Wiy - - - ;yin+1;ain+1;0) =H (0)
Tntst2=H (y’is+1’ai1; e Y1 O Yn+2, Qo o5 s Ynds 1y By 0) )
s=1,2,...,n
Tppsto=H (ys+17 Qg3 Ys+2, Nigs - -+ 3 Ynts+1, Xipy g3 O) ,y s=n+1,n+2,...

ouny, = f(x;), i=1,2,...



86

1. Pavaloiu et 1. Serb 4

Pour chaque permutation des nombres 1,2,...,n 4+ 1 on obtient une
suite d’approximations de  donnée par . En tout, il y a (n+ 1)!
suites d’approximations de .

On pose la question de choisir parmi ces (n + 1)! suites, celle qui assure
la vitesse de convergence maximale.

Pour résoudre ce probléme, on considere les équations suivantes

(14) P (t) =t — Api1t" — ant" ' — ... —agt —a; =0,
(15) Q (1) =t"T —at" —ast" ™t — ... —ant —apy =0,
(16) R(t) =t"" —aut" — ... —aj,t —a;,,, =0,

ou ai,as,...,ant1 € R vérifient les relations

(17) a1 +as + ...+ apye1 >1, a; >0, 1=1,2,...,n+1,

(18) Ant1 >0p > ... > ag > ay,

et 11,142, ...,1,+1 est une permutation quelconque de 1,2,...,n + 1.
LEMME 1. 5% a1,a9,...,an+1 vérifient la relation , alors chaque

équation de la forme a une seule racine plus grande que l'unité. Si,

de plus, ai,as,...,ant1 vérifient la condition (18|) et si a,b,c sont respec-

tivement les racine positives des équaitons (|14]), ou , alors on a

les inégalités

(19) l1<b<c<a

Démonstration. On désigne par s le plus grand nombre pour lequel a;, # 0.
Alors a;, ., = aj ., = ... = a;, = a;,,, = 0, a;; # 0. Désignons par ¢ la
fonction définie par ¢ (t) = R (t) /t"~**1. Ona (1) = 1—a;,—...—a;, <0

et tli)m ¥ (t) = 0o, donc I'équation ¢ (t) = 0 admet une racine plus grande
oo

que l'unité. Alors, I’équation R (t) = 0 a une racine plus grande que 1.
L’unicité de cette racine résulte immédiatement en considérant la fonction
f ()= —t""1R(1\t) qui vérifie la condition f’(t) > 0 pour ¢t > 0.

Pour prouver les inégalites il suffit de montrer que R (b) < 0 et
R (a) > 0. En effet

R(b) =R (b) — Q(b)
= (a1 — i) 0" + (a2 — ap) " P+ o+ (an — i) b+ ang1 — ai, s
=(b—1)[(a1 —ai)b" " + (a1 + a2 —a;; —a,) b2+
+(a+ax+...+ap-1—aj; —aj, —...—a;,_,)b
+ar+...an,—a, —ai, —...—a;,] <0
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parce que b > 1 et de ([18]) il résulte
a1 +ax+...+as—a;y; —aj, —...—a;, <0, pour s =1,2,...,n.

De maniére analogue on montre que R (a) > 0.

Soit maintenant 4y, ig, . .., i,4+1 une permutation des nombres 1,2, ..., n+
1, pour laquelle les nombres naturels ay, as, ..., a,+1 qui vérifient la rela-
tion peuvent se ranger en ordre croissant

(20) (679 < Ay <...< (07 < iy -

Le suite correspondante des noeuds est z;,,x;,, ..., ., et la suite cor-
respondante des approximations successive de Z est donnée par (13). Si
nous désignons par

(21) as=a;,s=12....n+1
et par
(22) us =, s=1,2,...,n+1,

alors la suite d’approximations (13)) devient (u,),.; ou

(23) Tptst2 = H (Yst1,015Ys42,025 .5 Ysnt1, Any1;0)

s=0,1,....00y; = f(u;), i=1,2,... .
L’inégalité devient

(24) [z —H(O)| =2 — wnral < 2oy [F (@)™ .. f (s

ou M = sup ‘(f_l)(mﬂ) (y)‘ Si nous désignons par § = sup |f’ (z)| alors

yelF zel
de et on obtient
_ m+1 _
(25) |Z — upyo| < %L@—uﬂal c T = U |
En général, is les éléments de la suite (uy,), -, sont dans l'intervalle I, alors
_ mAl _
(26) 1 — tnpsia] < MBS 1T — ug]™ L |E — g

s=1,2,.... Si nous écrivons p; :Bﬁ%li—uﬂ ,i=1,2,..., alors de
on obtient

(27) Prtstl < Pps o1 - IS,

s=1,2,....

Nous supposons maintenant qu’il existe un nombre d,0 < d < 1 tel que

(28) g <d¥,  i=1,2,...,n+1,
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ou w est I'unique racine positive de I’équation
(29) "t —ant™ ! — . —agt —ay = 0.

Si on suppose que pour un s fixé s > 2 nous avons

(30) prrs < d°F°
alors de , et il résulte immédiatement que
(B1)  pageqt < dint L qenet T gaawtT L g

o dan+1wn+s+anwn+sfl+_”+a2ws+l+a1ws o dwn+5+1
- - Y

et par induction il résulte que
(32) pon <d*n=1,2...

La solution w de I'équation (29) s’appelle l'ordre de convergence de la
méthode itérative . On a

(33) ]ﬁ—un\gﬁd‘“n,nzlﬂ,...,
Ky (m+1)!

d’ou il résulte que lim u, = x. O
n—oo

On remarque que l'ordre de convergence des méthodes dépend de
la racine positive w de 'equation .

En tenant compte du lemme et des considérations ci-dessus on obtient
le théoréme suivant:

THEOREME 1. Soit i1,19,...,inr1 une permutation de 1,2,...,n + 1
et M (i1,i2,...,in+1) la méthode itérative correspondante. Si o;, <
iy <o <y, 0U agyest Uordre de multiplicité du noeud y;; = f(xy;),

7 =1,2,....n+ 1, alors dans les conditions méthode assure
lordre de convergence w mazimal, parmi les (n + 1)! méthodes itératives
de la forme (13)).
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