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RESOLUTION DES RQUATIONS A L'AIDE DES FONCTIONS
.- RAPIONNELLES D*INTERPOLATION INVERSE

C. Tancu et I. Piviloiu

T Désignons par f3 IR . une fonction réelle d'une vari-
able r&elle, od I est un intervalle de 1'axe réel.
.- Désignons par X .x‘.l_,x2 trols points distincts de I . Con-

sidérons l'ensemble ‘fa, ;“ﬁ des fonctions ds la forme :

“ax + b .
(.P(x).- . x£ 0
dx+p

o ol a,h d @ 7 sont des parambtres réels qu'il s'aglt de déter-

miner de telle mi&re que la fonction 99 coincide avec la fonc-
tion f aux points x ,xl et Xy c'est-b~dire

(2 q’(x) = rtx 3z Plxy) = 2(x)) ,  Pxy) = 2(x,)

{ : wx
Fous supposerons d'abord que ::a--é X5 xli le')(eg f{xo) #

G R g £(x)) # 2(x) , Flxe)ak Fe2).

!m déduisons de (1) et (2)

)i o b ; b - b
) _EL‘.'_ =2(x) , R Bkt = £2(x,) |, R Al = 2(x,) .
BETRY S ey oy +

Le systime (3) contient & inconnues, dont 3 seulement sont

. essentielles. Bi aux équations (3) nous ajoutons (1) et &li-
fiait li.nm les ﬁu'nnhm n.h.x. (8 » mous obtenons . 1'égalité

i W ?m - f05) m_:z> - 2x) - 5, - x)

Prx) - .ﬂ‘")-_ | - ”xy) - r(::LJ {x - x)(x, - x;)
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d'otr i1 résulte

P - 2xy))  [xaFif] XX
$(x) —.f(xo) (z,0x0it] = -2,

()

De (5) “nous déduisons pour les paramdtres a,b,ot, B les

expressions suivantes

£(x,) [x,sxp3f] = £(= )[xl,xz,f]

a =

b= x f(xo)[xl,xz;f] - X, f(xl)'[xo,xa;f]
(6> '

o = [xo,xz-,:f_] - [xl,xaif]

po= [xl.xazf] X - Lxé,.xzsf] X,
ol nous avons désigné par [%.3:f] 1la dgifférence divisée de

i1a fonction £ suriles{points x et § .

De cetie manidre 1a fonction &P donnée par (1) qui vérifie
les conditions (2) est parfaitement déterminée.

Dans ce qui suit nous d8signons, pour Pixer les idées, par
F 1'image de l'intervalle I par 1a fonction £ et nous sup-
poserons qu'il existe £l PoeneI .

Si X¥eI est une racine de 1'8quation
7 £2(x) =0 -, ' :
alors O€&F et evidemment X = f;l(O) {

Considérons & présent 1'ensemble ﬁan.",ﬁ’"x.', ﬁ' des fonctions
définies sur-R-{— %k & va.leurs dans R, de la forme suivante:
a'y + b' A :
wy e p

Nous déterminerons les paramdtres a',b’, c&'--,p’ de telle sorte

(8) W) = a0 .

que la fomechion (8) wvérifie les conditions

(2 "P(x) = xo.- 1 ‘F(yl) = Il » (P(Ia) ’=x.2 . ¥

. e
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ﬂﬁ) ' 1'1!2a5o:'

En procéd.ant conme ei.dessus nous déduisons pour les para—

méms a'.b',ﬁ:’.p‘ J.es>. expressijons sulvantes 1

-e' = xl [L: l,xaaf] x,[ x, ,xf-;f]
g b' = f(xl) xo on,xz,f] - f(x ) xlf_xl,xa,f]
'“’ [x}_-‘a-f] == '_"2'f.1. i e
/3.: : f(xi) { xu-,xagf_l i f(:ge) [_ xl,ngi_’] _
it La fonction L domﬁéef—pg.r‘ (8) ol a.',b',o(',/_s’ ont les
valeurs (10) fe_prés’ent-g la fonction : rationnelle d'interpolation
inverse de la.fqnetion-' £ o, lne approximation pour la racine X

de 1'équation (7) s'obtient de la sorte :

(11) x:e"F(o) 3 Hx) xemst] - @y £0x) [ x)xpet]
£(x)) [ x5,xp32] - m)[xl 3t ]

En ut,ilisant_(,,l»l)_ on peut obtenir diverses méthodes itératives

pour la r8solutions de l'équation (7).

On obtient une premidre méthode en se donpant les points X
v 0

et x, et en pr-em’mt x5, = Z, » 11 résalte alors de (11) la

méthode itérntive suivante 3

(12) a % £(x;) [z .Bnlr_J % £(x )[xl,g 2]
orl T f(xljtxo,ﬁnifj_- f{xo)["]_-‘nlfj [ zo = xz 1

D= 0, ly sees -
Nous supposerons que . £(x,)/2(x) #[ x,%:£] / [x,,x:£]
et que les &léments_ de la suite. (z'n):’ ) peuvent &tre déterminés.

81 la suite  (z, ) co €8 convergente et ’H.% z, = X , 11 s'ensuit

"immédiatement que ‘ £(X) = 0, c'est-B-dire que X est la racine
‘de Yf&quation. £(x) =0 .,

- On peut obtenir une autre méthode itérative en se donnant ,

par exemple , .
mp » le point x, el:_ en prenant X =%, o XemZy.
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Il résulte alors de (11) ey R
x, (3, 1) [zo.z tr]- 3p.) £(x,) '-':a:l’ ;'in' sf]._

£2(z,_,) [xo.zn;f ] : ',' £2(x,) [5n_195n‘f]

(1%) Tnel =

ol T, =% 4 % = X5 n=1,25ees s

On prouve facilement, dan%.es conditions analogues. h calles

de la mbéthode (12) que sl la suite (zn&générée par (13) est

0
Remarque 1. L'approximation donnée par (11) pour X peuk

convergente et X = lim =z, , alors £(x) =0 .
: By

se mettre sous la forme

() X e=x 5 ){'11'12‘11
x -
o ot ] - e romat)

Remarque 2. Supposons que X < X)& Xy et. max{(x‘l'-xo) >

(ax )‘_ Z [xﬂ'xzif] . Ceci nous assure gque ‘la; fonction (P
! 2 L X X% i
donnée par (1) oz'av ¢ 2a,b, <y p donnés par (6) est continue et

ind%‘inimeht dérivable dans l'intervalle [X5,X5] , cbest--dire
vl ¢ [xo’XZ} 7
Si=x e[_xo,xz], et 5i nous supposons que la fonction £ admet
des dérivées jusqu'au 3-8me ordre inclusivement dans l*intervalle
(xo,x2) , alors 11 est facile de volr qu'il existe au moins un:
point ‘Ee (xo,xz) tel que '

f'“(;) 1 ngn(g)
6

cr(x) ’

(15)  2(x) -Ax) =

ea*(a -OC{-).
o 1-/5)
En ajoutant aux hypothéses ci-dessus les conditions f£'(x) £0
quelque soit x € (xo,:a) et max { If(x]_)-—r(xo)[ ,lr(xzj-f(xl)” <

ot wX(x) = (I-xo)(x-xl)(x-xa) &t CP"'(:E) =

b T X X3P |
£x10% 10 o' 1 ] on obtient de (15) 1'Avaluation sui-
[xo.xl,xa;f_]

e

(8

L (19) TE— =

(£ 1(!3)-" - .
' . “_’ ® ‘lfcxomﬂxﬁuﬂxau

lr‘ltn) - ‘-f(0)|
. Gc“(dﬂ a:‘l_)

....oﬁ. (‘Fnuc!) = (et'!h-p)" Fe (u,\r)

fu.m{:(:J ‘ rcxz)} ot v=m{f(x) £(x,)}s

1 propos de ld délimitation (15) nous avons supposé qus |
1'-5quatin:n_ f{x) =0 a au moins une racine dans l'intervalle

yA :I.négalité (16) repr&aente une délimitation de 1'erreur

i -comm.is.z en approx:l.mant la racine X de 1'équation f(x) =0
V.:__pas.' z,. dnnnée par 1'expression (11) §

7
On remque dans (16) que ./.a"‘_,.. approche X d'autant mieux

' ”que f(x ), f(xl) £(x,) sont plus proches de zéro.

Hous nous proposcns A présent de déterminer une fonction de

: J.n. forme (a) qu.‘l. vérifie les conditions

b (17) Py, = T, 4 @y = We(x) 3 L) =x

Nous déduisons de ces conditions pour les coefficients a', b' ,tx',/e/

les expressions suivantes

a' = x; [xo,xlgr] - x, £'(x.)

b.. = f(x;) x, £'(x,) - £(x)) x [Io'r‘l;f].
e [xo_,xiaf] - £'(x,)

‘6' = f(zl?..r' (x,) - r(xo) L xo,xlifl
qui nous conduisent & 1'approximation suivante pour X

B ox, £(xy) £'(x) - x) £0x.).[%,,%37]

Ao 2(x;) £7(x) - 2(x) [x,,%;3f ]
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Dans 1'hypothdse £'(x) 4 O dans i'intervalle (x,x) i1

existe la délimitation suivante 3 .
ey ey - @@

(20) ,x - E" P =

ot Felu',v') , ot ‘u' = min} :E(Ixo), f(xljka gt v =

= ma_x( f(xo), f(xl)} , et la fonction £ a 1la forme {8) avec s

. 2
| 2xl “expl

les coefficients donnds par (18) .

Nous allons supposer & présent que nous connaissons les va=
leurs de la fonction £ aux points xoc'x].{ caeLEp ol x'ié'I §
i = o0,l,...,n ainsi que la valeur de la dérivée de la f,pynqtion :
£ au point X . Nous 48signerons , pour fixer les idées, pax é
le plus petit nombre naturel pour lequel 1*équation £(x) =0 ]
admet une racine dans 1l'intervalle (x_, xs«-l) . Nous supposerons
que £Wx)»0 , ¥ xel . Soonmm I | ’

Nous désignons par ("Po ] [f(xo) 3 f(xl)]-—-»m une fonction

de la forme

&y + bq’

(21) L) = m '
Si nous exigeons gque ..(Fo gatisfasse aux conditions
(22) P =%, + Falyg) = VEGx) « Hlyy) =x

obh ¥y = £(x,) , i=0,1,...,n , alors les coefficients &a,; By,
i i (e} o

Oo ,/50 ont la forme suivante s

&

o = Xy (Xge 3] =gt (x,)

(23) %o = f(xi) x, £90xg) = £(x,) x; L’_‘o'xlifl
oo= [%,0%,52] - £x) S

p= £(x) )24 (x,) — _f(x‘,'))“[xo,,xlif]

o

Nous déterminemons A présent les fonctions
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Y [2(x;),. 80xy, ] —R , ob
a:y + bi

(24) (‘Fi(:v) = ai—y%— N T B

de telle manidre gu'elle satisfassent aux conditions @

(25)  Fi(3p) =% 0 LI = Fia0F) L) = Fpe1 o
i =1,2y000y.8 =
Rous considérons alors comme une approximation pour la racine X

de 1'&quation (7) 1le nombre
;p = CFS(O) .

14
8i nous crivens Ty ; = l/‘@_q(yi) , alors nous cbtenons/ pour
les coefficlents a;, by, Ol';,,[% de (24) les expressions suivan-

tes ¢
ay = Xy [Xxp, s8] - % Ty

by = 2xy,p) X5 Tyg - T0ey) Xy [%%g001]

e o= [x30%5,08) - T
o= Exyy) Ty - 200 [X5exgit]

Il résulte de la condition X = ‘-65(0) 1'expression sui-

véﬁte_ pour 1'approximation de la racine X @

(27) X e %E 5 f(lml) *s TB"l = f(zg) sl [xs,xm_l;fl
Jod % r(::aﬂ) 2 4" £(x) [xﬁ'xm-l-'fl
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