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1 Introducere

Ecuatiile diferentiale reprezinta o aplicatie importanta a calculului diferential
si integral. De aceea, ele isi gasesc locul firesc atat in manualele de liceu, cat
si in programele facultatilor de stiinte. Exemplele ilustrative, daca sunt bine
alese, vor arata elevilor si studentilor atat puterea, cat si rolul unificator
al matematicii in intelegerea fenomenelor naturii. Este necesar ca astfel de
exemple legate de practica sa apara mai mult in manuale, cum se procedeaza
in alte tari (vezi [2]).

2 Exemple si notiuni de ecuatii diferentiale
de ordinul al doilea

In manualul [1] existd o sectiune (9.6) dedicatd ecuatiilor diferentiale, care
in partea introductiva cuprinde trei exemple:
1. Ecuatia caderii libere a unui punct material pe verticala

d*z
az —9; (1)



2. Ecuatia miscarii rectilinii a unui punct material (legea lui Newton),
pentru care ecuatia (1) este un caz particular

mz" = F (t); (2)
3. Ecuatia legii racirii
dr
— = —kT. 3

Mentiondm c& ecuatia (3) este de ordinul intai dar, printr-o derivare,
poate fi scrisa ca o ecuatie de ordinul al doilea, si anume

T" + kT = 0. (4)

Ecuatiile (1), (2) si (4) sunt cazuri particulare de ecuatii liniare de ordinul
al doilea

V' +a(@)y +b(x)y=f(z), z €l (5)
Ecuatiei neomogene (5) i se atageazd ecuatia omogena
v +a(x)y +b(x)y=0, x €l. (6)
Daca 1 si yo sunt solutii liniar independente (sau, echivalent, wronskianul
Y1 Y2
W (y1,y2) =
(yl Y2) v

este diferit de zero pentru orice z € ), atunci solutia generald a ecuatiei
omogene (6) este

Yo = Ciyr + Caye, (7)
unde C si C5 sunt constante arbitrare.

Pentru ecuatia neomogena (5), solutia generald va fi data de
Y=Y+ Yp, (8)

unde yo este solutia generald (7) a ecuatiei omogene atasate, iar y, este o
solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Un tip de ecuatii care modeleaza fenomene importante, si care au o
metoda simpla de rezolvare, il constituie ecuatiile omogene cu coeficienti
constanti, si anume

Ay +By +C =0, A,B,C eR, A#0. (9)
Ecuatiei (9) 1 se asociazd ecuatia caracteristicd
Ar? + Br+C =0,

care va avea radacinile r; si ro. Indicam forma solutiei generale a ecuatiei
omogene (9) in functie de natura rad&cinilor r; si ro:



1,72 Solutia ecuatiei (9)
reale si distincte Yo = Cre™* + (he™*
reale gi confundate r =r; =ry | yo = € (Cy + Cax)
complexe distincte ry 5 = a + 5i | yo = e** (C} cos Sz + Cy sin fx)

3 Modelul unui circuit electric simplu (RLC)

Un circuit RLC (reprezentat schematic in Fig.1) este format din:

- un rezistor cu rezistenta de R ohmi (2);

- 0 bobina cu inductanta de L henryi (H);

- un condensator cu capacitatea de C' farazi (F),
in serie cu o sursa de tensiune (baterie sau generator), care produce o tensiune
de E (t) volti la momentul t.
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Fig.1: Schema unui circuit RLC

Cand circuitul se inchide, apare un curent cu intensitatea de I (¢) amperi
(A) si o sarcind de @ (t) coulombi (C') pe condensator la momentul ¢, cu

dQ

— =1(t). 10

=1 (1 (10)
Caderile de tensiune corespunzatoare sunt: L%, RI, %Q. Legea lui Kirch-

hoff se scrie agadar

dl 1
Y vk to—ew.
g TRt Ee=E0)

Tinand cont de (10), aceasta relatie devine o ecuatie diferentiala de ordinul
al doilea in )

LQ" + RQ' + é@ = FE(t). (11)
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Deoarece in electrotehnica si in electronica intereseaza intensitatea I (t)
a curentului in circuit, prin derivare obtinem din ecuatia (11) o ecuatie de
ordinul al doilea in

1
LI"+ RI' + 51 =FE(t). (12)

Agadar, aceeasi ecuatie (5) modeleaza un sistem mecanic (1) sau (2), un
proces termodinamic (4), dar si circuitul electric din Fig.1, care este blocul de
baza in sisteme electrice si retele. Prin abstractizare matematica, fenomene
atat de diferite din natura si tehnica pot fi studiate in mod similar, ecuatia
diferentiala corespunzatoare putand fi rezolvata cu usurinta.

4 Rezolvarea ecuatiei (12) si interpretarea so-
lutiilor

Ecuatia omogena atagata ecuatiei (12) are coeficienti constanti, si metoda
mentionatd in Sectiunea 2 poate fi aplicata. Ecuatia caracteristica este

1
Lr* + Rr + =0 (13)

cu A = R? — %&. Coeficientii ecuatiei (13) fiind pozitivi, indiferent de sem-
nul lui A, réd4cinile (respectiv partea lor reald) vor fi negative, gi din forma
solutiei ecuatiei omogene atasate ecuatiei (12) se observa ca Iy (t) — 0 pen-
tru t — oo. Aceasta proprietate justifica denumirea de curent tranzitoriu
pentru [ (se mai numeste si curent in regim liber), care din punct de vedere
matematic reprezinta solutia generala a ecuatiei omogene.

Observatie. Daci tensiunea F este constantd, ecuatia (12), care mode-
leaza circuitul, este omogena. Din cele de mai sus rezulta ca, dupa un anumit
timp, intensitatea curentului devine practic nula.

Mai interesant, si foarte des intalnit in practica, este cazul cand tensiunea
E este generatd de un curent alternativ, adica E (t) = Eysinwt. Ecuatia (12)
se scrie in acest caz

1
LI" + RI' + 6] = wEy cos wt. (14)

Pentru a obtine solutia generald a ecuatiei neomogene (14) I = I + I,
mai trebuie sa dispunem de o solutie particulara I,. Se poate verifica faptul
ca

Eqy cos (wt — )

Ip (t) =
VB + (WL - L)’

(15)
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este intr-adevar solutie pentru ecuatia (14), unghiul « fiind determinat din

relatia tg a = %ML, si purtand numele de unghi de faza. Solutia particulara
wC

I,, se numeste curent periodic.

Marimea
1\?2

care intervine in expresia (15) a curentului periodic se numeste impedanta
circuitului, si putem scrie

I,(t) = % cos (wt — ) . (16)

Deoarece tensiunea la bornele circuitului a fost exprimata ca functie de
sinus, se prefera ca gi intensitatea curentului periodic sa se exprime prin sinus
(nu prin cosinus), pentru a se evidentia astfel diferenta de faza intre tensiune
si intensitate. Avem sin (% + :U) = cos 7 §i, punand § = a— 7 in (16) obtinem

E
I(t) = 70 sin (wt — 6) (17)
wL—-L .
cutgd = «¢  Expresia
1
S=wlL—- —

wC

se numeste reactanta circuitului.

Se observa ca notiuni pe care elevii sau studentii le cunosc de la orele de
fizica sau electrotehnica apar in mod natural rezolvand pur si simplu ecuatia
diferentiala de ordinul al doilea.

5 Aplicatie

O ecuatie de tip (5), care ar putea modela un circuit electric, este propusa
in manualul [1] ca exercitiu, gi anume

y" +y' + 4y = 2cos 2x.

Consideram ca este foarte instructiv sa se propuna o problema reala,
pentru care sa se construiasca modelul matematic, si abia apoi sa se rezolve.
Problema. Un circuit RLC cu R=50Q, L =0,2 Hsi C = 1073F se
conecteaza la reteaua de curent (care are tensiunea Fy = 220 V si frecventa



de 50 Hz). Se cere si se determine intensitatea curentului care apare in
circuit.

Rezolvare.  Frecventei de 50 Hz ii corespunde w = 27 - 50 rad/s =
314 rad/s.

Ecuatia (12) se va scrie

0,21" 4+ 501" + 10001 = 69080 cos 314¢.

Se obtin radacini reale (negative) pentru ecuatia caracteristica (conducénd
la curentul tranzitoriu care tinde la 0). Se determind apoi curentul periodic
din (15) sau (17).

6 Concluzii

Modelele care provin din electricitate sunt foarte adecvate pentru a fi prezen-
tate elevilor si studentilor, deoarece:

- sunt simple, dar reprezinta fenomene complexe;

- pentru rezolvarea lor se aplica o serie de cunostinte matematice pe care
elevii le au deja;

- se face o fixare a cunostintelor de fizica, putdndu-se urmari legatura
dintre fenomenele fizice si reprezentarea lor matematica,;

- se deschide orizontul tinerilor prin sublinierea faptului ca aceeasi ecuatie
(5) modeleaza si fenomene electrice, i mecanice; mai concret, ecuatia (5) per-
mite construirea de modele electrice (mai ieftine si permitdnd masurari ugor
de facut) prin care pot fi anticipate performantele unor sisteme mecanice.
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