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f1 dieser Arbeit wird eine allgemeine Dualitätstheorie für Optirrrie-
nktion eine konvexe Abbildung ist,

""i:ît"Îïtuoä5,";*H"*,,Ï5Jll""u
eorie können verschiedene, in clen

letzterr Jahren bekannt gewordene Verallgemeinetulgen des Ðualitätssat-
zes uncl ães Sattelpunktsãtzes aus der linearen Optimierung in endlichdimerr-
sionalen Vektorräïrnen einheitlich und auf sehi einfache Weise hergeleitet
n'erden.

$ 1. Ilinlcituna

Sind Ø, Ø' zwei nichtleere Teilnengen einer nicirtleeren l\{enge_-F,
clie nrit einer binären Relation p versehen-ist, so kann man tlie folgenclen
beiden Aufgaben stellen :

L Beslt'irnrne ein El'em'ent zo aon Ø, so d,øss es h,ein z e Ø. tnit zpzo

g,ibt. '

'II. Bestiøtme ein, Eleuoent z'o aon Ø' , so d'ass es ltein z' e, Ø' mit z[pz'
gibt. '

A d,es Tqtbs I heissen Minin ben in (F,p) tt'nrJ

ihre L minitn"øíe El,emente, uìihrend' Tyþs II Mø'vítn'ie-
rotngsanfgaben in (F,fl wrd, i,ltre Lösøtngen na:vimøle E|ew¿em,te genannl'
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X* uird von Y*, clenn bekanntlich kann X* mit X und- Y* rnit Y identifi-
ziert werderr.

Ðie beiden P¡:obleme, deren Zusammenhang in der linearen Optirnie-
rung untersuctrt rvird, lauten dantr :

(Fr) : lsf Z nicl.tt leet', so bestimnte ein zo ç2, für d.as

x'iþoi):inf. {x'6'þ): z eZ}
gi,u

(Frr) : I.sl Z' n,icltt leer, so bestímtne ein z{ eZ', für cl,øs

zð'(y o) : sup {r* U o) : z* e Z'}
gilt.

Setzt man F : R, p.: <, g : {x6*þ): z e
z* eZ'j, so bemerkt man, dass im Falle äes' Þroble
Elemente tron Ø. uud im F'alle des Problems lp-.) di
yon.P' gesucht rverden. (Pr) uncl (prr) sinhäso
ftt f4,.<). Wi" bekannt. (vgl-. -2. S. €o!¡,arz r,. und. w. wDTTERr,rNc [16,S. 601), sincl sie durch den folgenden Satz verknüpft:

¡;n'rz. F'ür clie Problenr'e (PrJ u.n'd, (prr) gerten die folgend,en aotssøpen :f Gílt ü'(ro) t eZ und, ein z{: dZ', ,o ¿ti ir"ii,r)
Lösung a_on (Pt) w on (Prr).

2' I_st zo cine iV-'eiäín z{ a Z' mit, x,o,þo) : z{(yo).3' Isl zfi' einc gibt es cin"zo q Z mit x{izi¡ : ,.fi:y"ri'
Dieser Satz besag.t jedoch nichts anderes rungsauf_

gaber: (P) und (Prr)-in (R, <) dual zueina der Rela_trolr : . l)aher llennen wir ihn das Dualität Optimie_rung in endlichclimensionalen Vektorräumen.

. lDem Problem (Pr) ka'n r-*an statt (prr) auch folgendes problenr. zu-olclnen :

(Frrr) : Das Funktionøl L: X X y* --> R sei clotrch

L(x, y") : xlØ) - 1,x'(tî(x) - yo) für (x, yoo) € X x y*
rlefini'ert. Best,inune t*,.1o.a X mit ,o-4lry.??Q ,r:" rðgy* mít zf è 0y*,so døss (zo, zÐ ein Søttàtpwnkt vlon L-ezii,gl,ir-i, d;r-'M;"g,

M : {(*, y*) € X y lt;: x2 0y,1* 2 0y*}ist, ol. h. døss gitt

L(zo, y,r) { L(zo, zå,) < L(x, 2.f;) für øIte (x, ya,) e M,

- Dieses P'oblern 
'ennt rnan d.as sattelpunktproblern cler linearen op-trnrierung.

6 \,\/OLFGANG W. BRECI(NGR )

aon Ø., so gibt es ein zå e Ø, mit

,"prrl. 
Ist z[ ein møxítnøIes Elencent uon Ø,', so gibt es ein zo Ç. Ø. nt,it

Z : {* e X: x2 0*, n(x) 2y¡},
Z' -.- 7t,s, e,y,i,:y,i, à 0r*, ?r:i:(1,x) < ni¡Ì

Dabei bezeichnet 0*. clas Nullelenren t lrot:r X, 0n* cLas Nullelerrent desclualen Raumes V* rron Y, rc'i die z1J ir adj uugrerte Abbildung
also auch

clie liomponentenu'eise Flalbordrr ung von X und von Y1),
und {
die von

r) Zur \¡ereinfach'rrg cler-,sch¡eibs'cise l¡ezeichue' rvir alle Halb.rdnunge' die in rlrsererA'l reit 1'6¡¡.o,r rrrr er n r it .t""n,.,.11,",i'Zä;l;;;; å_:"'"
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NcHDlr \\¡. [25] tlnr clie Ilualitäts- rrnd
Optimierung auf Optinierungsaufga-
trenr¡'ert eiues reel1r'ertigen konr.e-

' "ir Y::,1: J,î"i ",l,ililï ï."ilt¿:,x
: T/ - 1l uncl untersuchte die folgen-

,'(Qr) , Ist (I lI/ niclrt leer, so bestinune ein zn c U fì V, Jiir das

: : ç(zo)- ü(r.) : inf {,eþ) -ù(r) :z=U lV}
gilt.

(Qrr) : /sl U' (\'V t'ticltt leer, so bestin,une ein z'f € U' n 'V, f,ür døs

'{(z,T) - p'(z;*) : sup {'r!(z*) - q'(z*)'. zt' e, u' n'V)
gi.lt, zaobei. d,ie Fotnhtionale,g','þ, d,ie tnqn d,as zøt g bzw. ztt, þ konjtry'ierte
Ftntl¿t,ional nennt, für alle y* ç X"s clotrclø

q'(x*) : snP {x*(lt) - ç(w) :rt, ç. (l),

þ(**) : inf {ørr(z) - ù(r) :u e V}

tt,n,l t.r', 'l/ clorch,

Ui .-, {x'; € X*' :g'(x"") < +".}, 'V : {yx e, X" :'þ@,r) > -oc}
d,ef,in,i er t si,tr,cl.

r]nter zasätzTichen voraussetzungen zeigte w. rìenchel, dass diese
beiderr 

_ 
optimierungsaufgaben in (R, k) cluaT zueinander sind bàztiglich

det Relation :.
,'Ferrchels lJntersnchungen u,urden von RocKÄrrELrr¡.R rì.. T. 1141,rrr6'¡.to u. [20], [21], lnncrNDR \\'. \,. und r. xor,urmÁN [10], roFFE e, o. orr.l

TI. l't. '1J¡¡srln1¡¡sv 130] fortgesetzt uncl auf optimierungsaufgaben in allge-
ugierte F'unktionale \¡o11 konvexetr
ektorräunren definiert sind, rvurden
rJAU J. J [41] und rvN;aNSKrrN.T.
r,rr¡R R. at. 1461, sroER J. uncl c.

gemeinerung,des Begriffes des kon-
'ocEL rv. [53] und l¡Ðrss n.-e. i541.
konjugierten Funktionale beruhencle
1. rirrìrrn r;. [19]), ist nicht bekannt,

imierungsatrfgaben bel'iesenen Duali-
clen einfachsten Fa11, nämlich cler

linearen Optimierung, nruss 11Ìan

WOLFGANG W. I]RECKNER
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"Ûber das verhält'is der probleme (pr) und (Irrr) ,ueiira'clerigilt derfolgende Sattelpunktsatz (vg7. z. R. r<¡Rl,¡n S. [81, S. I2ll): -- :]- *"
s,.'Í'.. Ein Eletnent zo G, x ist gena.,u, d,ønn eine Löst,r,,g cres prr,tbrents

\lr),.*tnn es ein zik s f+; gibt, so ciass (20,, z;l) ei.iielïr,rrg des probterts
(Prrr) isl.

Nattirlich stellt nan sich die F_rage, ob sich cliese rìrgebnisse ¡ichtauch für Probleme_.verallgemeinern lasïsei, bei ã"nen"ãntrvecler die Zjel-furrktiou, cl.h. die Funktion nach cleren Uist, oder bei denen die Restriktio
Aufgaben dieser Art bezeichnet man
Die Notr,endigkeit einer
class die rneisten Optirnier
linear sincl und es nicht imin lineare äberzuführen. Der .lvirkl
clurch das nrathematische Moclell nur ungenau rvi kannrrolkommen, dass die I,ösung_des idealïsierten eirrenschlechten Näherungsr,r'ert für:das Optimunr clei schenProblenrs liefert.

Fúr die Entwicklung der Theorie cler nichtlirlearelr
clie Arbeit von KUHN ¡r.-w uncl A. \\,. TucKnn f3g] vori
Becleutung. fn dieser Arbeit rv'rcle erstntals dns 'probl
Optinrierung in endlichdimensionalen \/ek rt urrd eirre4¿; 'i::tl"*: fJä::, ä?'ffîJ'"îOpti ivenn man in ãer F'ormuliestatt konvexes be
linéartio'ar ff:iä5,ît'i:
fu11g

H' W. Kuhn uncl A' W. Tucker befassten sich in ihrer Arbeit rruchnrit- der ,,Maximierung" eilrer konk L'e' ^4t nri¿"tiã;;;R" in -Rp (r > r)urrcl berviesen erstmali einen Satte punktsatz fiir "in sot"ir"r 
'pìáUf"rl

fhre cliesbezäglichen IJntersuchung"r,\,,
K. J,, L. I]
Problem U i,
schen Vek i
das (Prrr) verallgenreinert. - Eine \¡
l'clírr nrall statt (Pr) die voll I,. I-Irrr
au1'g_abe arrnintrnt, rvurde vori BRlic
gegcben.

spunkt auch für die lJntersuchrLngen
einen rein mengentheoretischeir Zu-
mieruragsaufgaben eröffnete. Seine
1.341, [35] r'erallgeneinert urn eine
die Theorie der Infraelementel ein-

c)
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$ Z. Bezeiehnungen aus der Thooric der halbgcordneten Vektorråiurnc

2.1 . Halbgeordnete Vektorräume
Ëin halbgeordneter Vektorraum ist ein reeller Vektorraum F, der

¡rit einer reflexiven, transitiven und antisymrretrischen binären Relation
ist, die fik a17e fi , f, € F folgende

f,+f für a1le f eI.
für alle ), ) 0.
albgeordneten Vektorraunes -F sind

ne der Beziehungen fi1.f", frlÍ, gi1t. Sind die E1e-
fr) aF x F vergleichbar, so heisstF geordnet.
.f, ¿ Ír, so schreiben s'ir der I(ürze halber Í, < f ,.

Bezeichnet 0r, das Nullelement eines halbgeordneten Vektorraumes 1,
so sind clie nlengen

I(F: {f =P:0,S,f}, Iç : {Í eP :0,, {-f}
tonvexe Kegel rnit 0" a1s Scheitel und nenut sie Kegel der positiven bz¡'.
cler strikt positiven Elemente aus tr'

Gibt es fär jecles Element / eines halbgeordneten \¡ektorraunes -F
ein /a ç I{, n:rrt f I l't,, so heisst 1l gerichtet.

ì,Ian stel1t sofort fest, dass ein halbgeordneter Vektorraum F genau
clarrrr gerichtet ist, l'enn gilt F : KF -- KF.

Ein halbgeorclneter Vektorraum F mit Kil -tØ heisst archimediscir,
\yelu1 es zu ietLern Paar (f, s) cF x 1(Ë eine natärliche zahTn gibt,so class
f < ng gilt."

Offensichtlich ist jeder archimedische halbgeorclnete Vektorrarlm ge-
richtet.

Ist M eine nichtleere konvexe Teihnenge eines reellen od.er komple-
xen Vektorratlmes und. P eine Abbildung r.oã M in ei:nen halbgeordneien
\rel<torraurrr I, so heisst P konvex (bzrvlkonkarr), lvenn

P(tutt, + (1 - ),)mr) 1(bzu,. Þ ) xp(rnr) + (1 - ),)p(,m.r)

lär alle nLL, jn2 ç 114 uncl alle ). = I 0, 1[ gi1t.

2.2. H a1b ge or d.ne t e t op ol o gis che \/ekt orr ä urne

, ten \¡ektorraum li neten topo-rog rvenn auf F eine erklärt ist,
SO

vor t'.Uy f") - .f t i f" 0, fl -+ ),f
sind.
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komplizierte Überlegungen anstellen (vg1. DrÐTERU. [20]). Daher bringerr
manche Autoren (t.B.KÀRrrrN s. [31]) getrennte Darstellungen fär die
Theorie der konvexen Optinierungsaufgaben und. für die lheorie der kon-
jugierten Funktionale.

RocKAFELrraR r{. 1'. [45] versuchte diese Nachteile der Theorie der'
konjugierten Funktionale durch Modifikation der von W. Fenchel betr¿rchte-
ten Probleme (Qr) und- (Qrr) zu beseitigen, Er ging aus von zrvei reellen
topologischen Vektorräurnen X und Y, einer nichtleeren konr¡exen Teil-
merlge [/ von X, einer nichtleeren konvexen Teilnenge V von Y, einem
naclr ttnten halbstetigen konvexen Funktional g i U -+ R, einem nach
oben halbstetigen konkaven Funktional þ:V -> R, einer stetigen linearen
Abbilclung ñ iX ---+ Y und. stellte dann die folgenden beiden Aufgaben :

(Rt) : Isú clie Menge Z : {* aU: n(x) eV} n'ich't |'eer, so bestitnme
ein zx eZ, für cløs

eþo) - r]l('(ro)) : inf {ç(e) - ü("(")) : z a Z}
gi.It.

(Rrr) : Ist clie Ã[enge Z' : {y* â'V: n*(y*) eU'} nich,t leer, so besl'ím-
nte ein z{ e Z' , fi,ir cløs

'ü(rot') - ç'(n'r(zt)): suP {'ü(r*') - e'(æe"(z't'))'.zt' = Z'}

gilt, uobei æa'die zrt n ad,ju,ngierte Abbildøn't'g bezeicltnet, uährend U','V, g'
r.r,nd'þ clie gl,eiche Becle'wtu,ng uie'in d.er Form,u,l,ierwng uon (Qr¡) loøben, ll.Llr
inuss rna.% bei'V,'þ statt X* clen Røot'm Y* nehrnen.

Aus dem fär cliese beiden Optimierungsaufgaben beu'iesenen Dualitäts-
prinzip folgt das Dualitätsprinzip cler linearen Optinierung auf sehr ein-
fache Weise, doch siud Rockafellars Voraussetzullgen, dass æ lineat und g,
r,L reelh'i'ertig sind, zu eiuschränkend. um eine Reihe bekannter Optirnie-
rungsaufgaben in der Formu.lierung (Rr) erfassen zu können. Ausser den
schon erwähnten Arbeiten von H. W. Kuhn uncl A. W. Tucker, I,.
I{urrvicz, S. I{arlin, W. W. Breckner und I. Kolumbán, haben nänrlich
auch curra A. 1271, BoD p. [6], rcr,rNcnR A. [32], 1331, cuaNc s. s. r,. 1121,
DA cuNrrA tr. o. und D. polAK [17], [18.l, cEoFFRroN A. ì[. [26], r,EoNTE a. [40],
RUDDANU s. [50], Ar,TrraN rr. 11l, l2l, nov B. 147), BrruilrÞNrgAr, n. [5] in ihren
Arbeiten darauf hingerviesen, dass bei An'rvendungen sehr oft Optinien.ngs-
aufgaben auftreten, deren Zielfunktionen Werte in einer halbgeordneten
Menge annehmen. lr{DcKNER\v, w. 17] gab daher eine Verallgerneinerung der
Aufgaben (Rr) und (Rrr) an, bei cler auf Rockafellars Einschränkungen verzich-
tet s'urd.e und entrvickelte eine Dualitätstheorie in halbgeordneten topo-
logischen Vektorrâumen. Diese Theorie, in die sich auch clie von yatrasÀKr rr.
[56] behandelten Aufgaben einordnen, enthä1t als Spezialfä11e sowohl die
Dualitätstheorie der konvexen Optimierung, a1s auch clie auf d.en konju-
gierten Funktionalen beruhende Dualitätstheorie und die Herleitung dieser
beiden Theorien bietet keinerlei Schrvierigkeiten.

In der vorliegenden Arbeit bringen lvir eine neue Darstellung der all-
gemeinen Dualitatitheorie aus [7], rvobei die Hauptergebnisse dieser'Iheorie
unter schwächeren Voraussetzungen als it 17) berviesen s'erden.
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lich iì'ïj'"ï¿åîïå,"':ffï¿:l'lå:;iå,î iî'f¿ll'j:na1e, F. Definiert man Íi+ Í'¡. ftir /;r, ./i s ¡*uncl ¡f i' für 7, € 1?, .fi' E; lî'k clurch

(/i + f'E)0 - f'f U) -F f:¿^(Í),

(v-)ff) : v*(f)

fär- a1le f çl,so r¡'ircl .F'r ei' reeller vektorraum. Falls F =r, [OrJ eiu g"-
richteter halbgeordneter topologischer \¡ektorraum ist, kann àråä i" þ-'r
eine Halbordnung- einführen, inilem man sagt Íi =Íi 

gilt genau cla¡ri,
wenu./ik(/) 

=f"t'U) 
fär a1le Í e. tf n ist. Der Keg"i-aer päsìil-,"ñ brl.,. s.trfi

posttiven Elemente aus F,k ist dann

I(î,r : {/'* e F',, : f¿,(l) } 0 fär alle f e 1(r,},

Itli*: {,f* e I{¡o:3f e I(n mit /,r(/) > 0}.

Ausser diesen beiden_ Kegeln tt'eLden u'ir in unseten Ausfäluungen auch
noch folgenden I{egel benutzen:

Ki*' == {,f* e F,t : f,rç¡¡ > 0 ftir a1le / e /f;'}

Iìs gilt dann I{¡i..,.J c Ki* ¿ I(p*.
Bin halbgeordneter

damentalraun, \\¡enn er
(tr,) F ist gerichtet
(Fr) 1{ri* : Iti;,!.
Es ist leicht ersichtlicb, class jeder archinieclische halbgeorclnete topo-

logische Vektorraunr eirr Ììunclanientalraum ist. \A/eit"ere ErgefrLriiserìbeI ar-.chinrediscire halbgeordnete \rektorräunre u.nd- l.'¡¡clamentã1ränne
finclet man bei IJRDcKNETì- rlr, 11'. [B].

,S il. Ilic alìgeurcine IlualiÍätsthcorie

3.1. Die liorrunlierung cler prinären undcler clualen Optinrier ung.saufgabe

Gegeben seien :

ein reeller oder konrple¡rel \/ektoLraum X,
ein reeller topologischer Vektorrauur l,-
eirr gerichtet'er''irnrr., g"otan;;;ì' 

.' 
f;ì,"io gischer

nii I{î* --¿ Ø,
\/ektorraunr F- =t {0n}

topologischer Vektorrau n F + {0"\ heisst Fnn-
folgcnde Ëigeuschafteu besitzt : 

' -'

9 
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d) zwei nichtleere Mengen U Ç X lund V CY,
eÍ drei Abbildungen g:U ->F, r:U -+Y und rf :V -->F.
' trln RautrL X bilden rvir rlie Menge

Z:{r€,U:æ(z)aV}

trncl bezeichneu jedes z G Z a1s zulässiges Blemerrt.
Def irrition 3.1.1. Ein 2u,l,ässiges Element zo h,eisst Minitna,lele-

menl, zuett'n es /t'ein' z 
=' 

Z 'nt"it

q(z) - þ("(z)) < q(zo) - ù("(rJ)
gibt.

_ 
Als primäre _optimigrungsaufga re 

" 
bezeichnen wir nun das folgencle

Problem: ist d,ie Menge Z nicht leer, so best,irnme d,ie Minitnølel,em,ente.-
Um eine weitere Optimierungsaufgabe stellen zu können, clefilieren

rvir zunächst auf dem Produktraum Y,, x Kl* die folgenden beiden Funk-
tionale, die wir das zu g bzw. zu tf.r konjugierte Funktional nellnen:

e'(),'r, /*) : sup {yt(æ(xt)) - f,t,(ç(rr)):u q U},

'þbt,, f*) - 1fi {5tt,(y) -/r,(ú(u)) :u aV}.

NIit ihrer Hilfe bilderr wir die Mengen

U' : {(y*,,f*) eY* x /{Ë*: e'(),*,,f*) < f"o},
IT/ 

- 
J" : i(J,*,"f*) q Y* x 1{rì :'þ(J,",,f*) > --}

urrd.bezeichnen jedes (y"..f*) G I/' rì 'v als zulässiges Funktional. wei-tcrnnt setzen wir Z' : U, O,V,
. Def inition 3.1.2. Ein El,enrentf øws F ke,isstrnd,ih,øtor d,es zulds-sigen, Fu,nhtionøls (y*, f \, *r"" L, Arì "Ctr;itrung

f*0 : ,þ(yr,,,/t,) _ g,(y,,,, Ín)
genügt.

Man stellt sofort. fest, d.ass jedes zurässige Funktional wenigstens ei-Iten rnd-ikator bcsitzt. -. pi" irung.- a"t ïndikatore' *i""r ,îizi..igãr,rrunktionals b,*,.f*) bezcichrren rrlir'mit JU,;,Í4- 
-wãitàrr,i" 

clefinicie'\y1r

J : {f € F:t(y{,,./r.) s Z' mit Í eJ(y*, f*.)},

, Def initio' 3.1.S, Ein Element f¡aJ heisst Møximalind,ih,,_to/, u)enn es hein f a g-glttt,-ti"aoli"j'r'a¡ gitt. Ein zril,dssiges Fu,nhtionøI

B

a)
b)
c)
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Anclerersàits resultiert aus der Definition \rolt'{i(-l''r,/'r') und g'(y'r, /'l') clie

IJnglcichuug

'þ(y'r, Í*) - e'(y*, f '') 1f"(q(z) - þ(rc(z))),

clie irrr \\¡iclerspruch zt (3.2.2) steht'

3.9. Ilulchschuittss àtze z\7t Charakterisierung cl er
IIi n i m a 1e I e m e n t e u n cl c1 e r f,{ a xi m a 1f u n k ti o n a 1e

Hilf ssatz 3.3.1. Die Menge

l(1, çl: {U, g) € y x F:lw e. U mit æþt) - :\' Ç.1,V, ç(u) =g}
ist honuer.

Beweis. Es seien h:0r, gr) und þr: (J,2, gr) Elemente aus lU, ç1.
Darin gibt es in U zwei Elemente u,tnd u,r, so dass liúr i:1, 2 die-Bezie-
lrungcn æþt,,) - !¿ a W und g(u) 1& gelten. Ist nun I eine Zahl aus
dern fntervall l0- 1[ Fld setzt man 0L: 

^ut 
+ (1 - ].)u,r, so folgt einer-

seits dass tt, Ç.U, rþ,t) -- (ÀJ,, + (1 - t)¡,r) € I4,- und. ãnderersðits class

ç(tù < ).e(ø,) -F (1 - ),)e(r4) _:< 7,s, -l- (1 - r)3,

gi1t. l)cnurach ist ).þ, + (1 - ì)1, ein Elemcnt r.on lU, 9l

Flil f ss at z 3.3.2. Fi,i,r ølte f øus F ist

lV, ,þ )-Íl: {$,, s) e.V X rì:g<ù(l)+/}
eitrc honaexe Il[enge.

Baaeis. Es -seien 
91 

: (),1, gt) uncl Çz U
Jz, { t /l rst ),. eine zaht aií '¿Ë- rrrt"rr,äl òí
)9rr -f (l - À)-1,, € Z uncl otrd"r"tr"its

,, &")
11,

Elemente vol1
so gilt einerseits

)'s,-| (1 - À)g,sÀú(y,) +)f + (1 - i)ü(y,) + (1 - Ày<
('.1.,(19,. + (1 - ),)yr) + Í.

I)emnach ist tq, + (l - À)g, ein Element von lV, ú +/1.

lI i 1f s s a t z 5.5.3. Ist (J, nicltt lee.y, so íst

lU,, e,l : {((y*, l*), ") = 
(J, x R : q,(y,r,.f*) < n}

eine leonuexe Menge,
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(1,;',"/ó') heisst Møxim,alføtnktíonal, zuentt, die ì[etr,ge J(y';, f'6') eitr.en nfaxi-
m,alin rl'iltalor ex,th, ält.

Als duale Optimierungsaufgabe bezeichnen r¡'ir nun das folgerrde
Problem: ist die Menge Z' nicltt l,eer, so besl,i.mnte d,íe lV[ax,inralfu,nlttiotr.øle.

Ziel unseleL l'eitelen Ausführungen ist es øt zeigen, dass die prirnäre
uncl die duale Optinierungsaufgabe in (F, <) clual zueinancler sincl (inr
Sinne der Definition aus der Ei¡rleitung) bczüglich einer bestimnrten birrä-
ren Relation. \)aztt benötigen n'ir jedoch noch die folgenden zusätzlichel
Voraussetztlrlgen :

(i) U uncl Z sind konvexe l{engen ;

(ii) es gibt eine Teihnenge !tr/ s,on Y, die das Nullelement 0o enthält
urrcl ftir die V + T4/ C V gilt;

( j) 9 und -{,, sind konvexe Abbilclungen;
(jj) gehören clie Elemente r(ttr) - '1,, und i'c(ru") - 1r, der l{enge W an,

n'obei ,¿t,7, i,Lz aus U und y,, y2 alus Y sind, dann gilt
rc(t r,t,, -l- (1 -- ^)ur) - 

(11,, -i- (1 x)yr) eW
fiir alle ). e 10, I l;

(jji) gehört n(u) - J/c1er Menge lV a:n,'n'obei Lt, a17s [/ rrnd ! ars V
ist, tlann gilt clie Ungleichung ú(f,) < ú('(")).

fm folgenden setzen u'ir voraus, class cliese Voraussetzungerr er{iìl1t
sincl.

3.2. Ztt'e t ,Satze tiber Indikator-e u

sxtz 3.2.1. Zuei Indileatorett' eittes nilässigett' Flr'nh,Líort'els (y'!, f*) ni¡
¡':' g Illir sind, entweder gleicl'r, oder nich,t aerglei,chbar.

Bezøe'is. Es seien f, GIt und. /re.Iì fndikatoren des Funktionals (r,t', /x)'
Wir nehmen an es gelte f, I Ír. Da ¡r'r aus 1(i;l ist, folgt clarau"s die
Ungleichung /*(/r) <f"U,). Beachtet man nun, class wegen Definition
3,1.2 clie Beziehung

Í,rU) --,t|(-1,'.,,f*) _ q,(y,,,, /'F) fär i : 7, 2

gilt, so ergibt sich

'þ(),,r, f,,,) -,?'(),,,,, Ír,) <'ü(J,", f'r) - g'(J,r., f,,,).

Dernnach mtissen /, uncl /, ents'eder gleich oder nicht vergleichbar sein.

strz 3.2,2. I st z e'in' zttlässi,ges Elenrctt't t+ncl (it* , f 'r) e'in' zr.tlassige s

Fu,nhlional nr,'it J" € /(fiF, so gibt es h,ein, Í e,J(y'r, ¡t') n'it

(3,2,1) q(z) - ü("(r)) </.
Beweis. Wir nachen d.ie Annahme es gebe ein Í =J$t'r, ir*), für das

Beziehung (3.2.1) gilt. Wegen ,f'* e /(^r uncl Definition 3.1.2 ist d¿rnu

(3.2.2) Í''(ç(z) - ü("(r))) < Í*(Í) :'þ()"r, Í*) - ç'(y*, Í'').
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geber,i., I)antl hätten s'ir aber

(æ(2,), <p(zr)) e lLr,,Pl a lV,,l,,* p(z') - Ù(rr(z'))1,

\\¡as rlnseler \¡oraussetzuug rviderspricht'

s*z 3.3,2. Ein Eletvtent f o oets J ist gettcttr' dann ein Maxintølínd,il¿ator,
teter't'ro gill'

(3.3.11 lU', q'l O l'tr','('þ + f)l:Ø fi,ir øl'l'e I eI n'it fo 1f.

Bezøeís. Noluen'cligleeit. Es sei /o ein Maximalindikator. Wir nehrnen
an es gebe ein lilernent f a -F, so class ,/o ( / und

lU' , ç' J Oi'tr/, '(,1, -1/) ) +ø
gilt. Ist (b,",.f"'), ø.) ein Ðlernent dieses Durchschrritts, so haben lvir

g'(!*,-f") < u1'þ(y",Ír') -f"(Í),
Wir uhterscheiclerr nun zrvei Fel1e :

1' Iìs ist

(3.3..{) p'(y",./t') < 'þ(y"', f") - f'rï)

e' (),", f'') :'þ(y'i', 1"') - .f"U).

Diese Gleichnng besagt, d.ass./ ein InclikatoL r¡on (y',',.f',') ist. Wegen f o <fist dann /o kein MaximaliucLikator'. Das rvideispricht jecloch rlnserer
Aulrahme.

2o Es ist

, : | ..,t-,',

l)a tler Raunl , so
Wegen,f'* e K rnit
tuau nun /¿: Wir
uatiirliche Zah

dass /{ l,o

Í"

(3.3.5) f\,(ntt) ;, ,.1,(1,*, 
l',,) - e,(y',, f*)

gi1t. Die I-Iilfsfunktion ':

P().) :'+(y",f") - e,(yr.,Ír,) - ),1,r(Í) _ (1 _ ),)fx(tùo)

d nimmt \\¡egen
Daher gibt es ei
),,)nh,, so gilt al

rvieclerurrr cler

2 - Rcvttc d ¿¡n.rLvse nr[nóri<1ue et (le le théorie cle I,approximaLion, tome 1, 1g72.
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Bewe|s. Die Behauptung ergibt sich sofort, wenn man beachtet; class

g'lu, ein konvexes !'unktio¡a1 ist.

H i 1f s s a t z 3.3.4, Ist 'I/ nicl't't leer, so 'íst

L'V, '((, +/)l = {((1,", f"'), u) é.'V x R:a.3'þb'*, f*) -/'*(/)}

fiir dle f g F eùt'c l¡ottuc-vc Mut'gc.J.. 
Beãeis. Die Behauptung ergit t sich sofort, \\¡enn lrlan beachtet, dass

'ùl,n ein konkaves Funktional is.b.

Anmerkü11g. Ist /-0F, so schreiben l'ir statt tV,'l/-i"fl'
l'V,'( +/)1, einfach lV, þ) uncl ['2, 't]1.

\¡ermittels der irr derr obigen Hilfssätzen eingeführteu }lengen -karur
man clie l\{inimaleleiriente uncf clie }Iaximalfunktionale c}rarakterisier-en.

Es geiten nämlich clic folgencleu l)urchschnittssätze :

s¡rz 3.3.7. E'iu, zltläss,iges Eletnent zo íst genøu, datn eitt, x'[inintøIele'
nlnnt, wenn gilt

(3,3.1) lU, ql n tr, þ + il:Øftu'attef eF tnitf < e(zo) - ü("('J)'

Beueis. Notaendiglteit. Fs sei zn ein Minimalelement' Wil lrehmen all

es gebe ein Element'f e F mit f < çQo) - rf(n(zo)) uncl

lu, q7O lv, Ù + fl +Ø'
Ist (y, g) eil1 Elernent tlieses Durchschnitts, so gibt es cin tt' = 

(i mit
n(rt) - )t G,III t::n<l

(3.8.2) ,p(or,) 3g < Qb,) -l- /.

Da y atrs V ist, gilt rf(y) <þ("(")).Aus (3.3'2) folgt dann

q(ot) - þ("(r)) < Q(y) - þ(r(øt')) + Í =f'
Demnach ist

ç(or) - þ("(r)) < ç(zo) - ü("(r.)),

u,as cler Minimalität von zo rn'iderspricht.

Himtängt'ickkeit. Es sei (3.3.1) erfüdlt. Wäre zo kein }linirnalelerneut'
so lvärde eõ ein zu1ässiges Elernent z, mit

e@,) -..þ("(r')) < q(zol - til("(r'))
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senägt. Ats n(rl) - \) e.w :u.nd. i Çv..ergibt sich aber ü(y) < Q(^(r)).
l_l"rr't"?-n",r.rtzang 'oir 

(3.4.3) und (3.4.4) erhält man also

q(u) - þ("(r)) < s - ak - þ(æ(u,)) < s - þ("(r)) < q(zò - t|l("(ro)).

Widerspruch zu cler Voraussetzung,

ass auch die Annahme (1,, g) sei ein
rr(zo))], auf einen Wiclerspruch führt.
r).

I( o r o 11a r 3.4.1. Bed'ingwl,g (B') sei Jnir øll'e f a.u's F erfüllt. Isl
d,ie Menge Z' leer, so g'ibt es itt, Z h'eine Minimalelen'Iet'tte.

Hilf s satz 3.4.1. Ist zo ein zu'ltissiges Element, so sind, clie folgenden
A'tt ssøgen äqrtiaalent :

1" Es gi,lt

((y'r,Í'î), q'(),'ór,,/ð-)) e lU', ç'l Ã L'V, '(ú + p(zo) - ,|('("J))1.

2" (),à',Íi) itt ein ntldssiges Funl¿tional mit

(3,4,5) e'(J,f, /f) : y{(r(zs)) - "f;"(ç(zJ),
(3,4.6) 'þ(yü, /f) : yl6þo)) - /tr(ü("(zJ)).

3" q(zò - ù("(zo)) ist ein Ind,iltøtoy d,es zul,tissigen, Fomlatiotoats (y{', f l,).
Beweis. Aus 1o ergibt sich die Ungleichung

(3.4.7) p'(),'¡^,/r*) < ,þ(y¡, Í.t\ -,fð*(p(zo) - ü(rr(rr)))
Hieraus folgt

s'(y'í^,/ð') < j,¡'(æ(z)) -/å*(ü("(rn))) -/¿*(q(2.) - ü("(zJ)) :
: yd'(zr(zJ) -,f¡'(p(zo)).

Andererseits ist aber

j,i (æ(zJ) _ /¿Í(e(2,)) < p,(yór.,./ó*).

Dcturach gilt Gleichuug (8.4.5).
unter Benutzung von 1S,+.2¡ erb.ält rnan

vð"(zr(z o)) - "fd.(ù("(zo))) : y¿l ("( z o)) -.fð- (p (2,)) -l- /¿*(p (zJ -
- ü("(2.))) Se'(J,1,/ò-) +/å|(q(zJ - ù("(2,))) 5i'ù(yü,,fô*).
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Hinldnglich.heit. Es sei
ist, gibt es ein zulässiges
f o < -f. Daraus folgt aber

l3 3j3) erfiïllt. {enn /o- ke.in i\{aximalindikator
Funktiorral (J,'*, -/'t) uncl ein I e J(ttr',/t.) ï;i

(b,*,.f"), e'(),'N,,f")) e l(l', g'l n |v, '(,.l, +/)l
Die Annahme, ,/o sei kein lVlaximalinclikator, fiìhrt also auf ei'en \Vicler_
sprucir.

I{or-o11ar 3.3.1. Ein zotlri.ss,iges Ftntl¿tiotLel (f,r,fi,,) ,ist genatr, clann
e'in lvlax'iunlfitnktional,, wenn cs eíncñ, lnrtil¿otor.l-oej,"ltii¡írt, ro"dnr., ts;r;;_
ltr.r,ng (3.3.3) gilt.

3.4' ch a r akt er isie ru rr g cr e r I{i'i n ar el e rr e'te
c1ur cir Maximalf u n kti ona1e

Unr die iVlininalelemente d.urch l{aximalfunktionale charakterisier.en
zasâtzliche Bedingu ng ;

d Ll/_, ,þ + Íl ltöch,stens ltønd,þunlete
nes F beze,icltnet, d.ønn. ist d,er Ðutch-

t leø'.

st'rz 3.4.1. Betlingung (8,.) sei für al,le J a,u,s F erfi,iilt. Ist zo qZ ein,
M'inintalelenenl,, so gill

(3.4.1) LU', q'l O l'V,'(ü * q(zo) - þ(æ(2,)\l t;@.

Beweis. Die Mengen LU., pl und lZ, ü * ç(zo) - ú(rr(zr))l haben
höchste_'s Randpunkte_ gemeinsam, weil- ein' g"-èiürottrËi Þ"iilt 1y, g¡

9i9.gt Mengen s'eder dem rnneren vorl lu, e] nocrr clerr rnneren "r,on

lV,! +.qQò -,1,("(zo))] angehören kann. In'äer Tat, uehmen wir an
þ', g) s"i ein innerer Punkt vbn fu, g], so gibt es eine ûrrrgebwg e,{ von
0" trrrcl eirre IJmgebungrt? von 0. ttrit

(3,4.2) (t,, e) -f (2 x e) c [U, p].

wälrlerr 1r,ir nurr ein Element lo a:us K.å, so gibt es dafür eine zahl a. > 0
rrrit (- nh) F(0. Aus (3.4.2) folgt also (!, g"-o.h) e. tU,eì. Das bcdeutet
aber, dass cin Dlernertt tt. e, U existiert ìniã z(u) - ll e.l4l urrd

(3.4.3) q(w)<g-u/r.
Anclerer-seits resultiert,ags (j,, g) e lV,,þ -l p(eo) - ù("(zr))1, class y cTer
Metrge Z angehört und der Ungleiclturg

(3.4.4) s<üb, *ç(zo)-,þ("(2,))
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Bezaeis. Wil nehnrcrr indirekt an eo sci kein ilIinirnalelcment. Darirr

gifrt ãs-"iu zulässiges lilernent z' tttit

p(2,) -,þ("(r,)) < eþo) - ü('"(2,)),

rvoratls \\'egen fi' e I(r.' clie Uugleichulg

(3.4.e) r;'@(z) - ü(^("'))) < "f¿*(q("o) -- ù(?r(2,)))

folet.'' Arrtlererseits erhä1t man alls ((yå-, 
"fo'), 

ø) e l'V, '(ü -F p(zo) - ù("(rr)))l

jt'6'(n(21\ - Ílk@')) - u" : j,{(r(21)) - /f(.{,(^(zr))) - * -
- f't@k) - t("(r,))) Þ'ú(J,on, /ð') - o.- ft(p(2,) - ú("(2,))) _>

Z Í'l @@,) - ü("(r') )) - :t''[ @ (2,) -,1,(zr(r,) )).

Wegen (3,4.9) ist also

(3,4,10) yi'@Q1)) - fi'k@)) - ø. > 0.

Beachtet ûran nun, dass ((y;r, /f), ".) auch der I\{enge lU', g') angehör:t,
so erhä1t rnan

3''¡'(n(21)) -/å'(ç(zr)) - o.19'(y'i" r"i) - t s0
inr Wiclclspruch zu (3.4.10).

Nach Hilfssatz 3.4.1 folgen arrs d.icscnr Satz
I( o r o 11a r 3.4.4. Ist zo es Eler.tent omd, gibt es e,in rtträs-

siges I;utlelional, (y6\, f{) ryl,t f'{ d,¿ts clie Beziehrin,gen (8.4.5) unct(3.4.6) gettcn, to'íit' ir'r,i* ír'l,t
I{ o'o 11a r 3.4.5. 1sl zo eir't, zuläss'iges Erentent tm,d, g,ibt a$,,øin nil,cis-

s,,íE,es..lìrt,ttktior.ta.l (j,i,,.f{) :y¡! Íi e,l(l;r fiir rtas 9@o) ü(rr(zJ) ein f nrlí._rtator rst., so ,ist zn ciu," ll,Iiu,ùiàtelerneht.

Das Ifauptergebnis dieses Abschnitts ist
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Anclererseits ist aber

'ù(yó', /å,.) < -y¡1'("(¿o)) - /d'(ù(''(2.))),

IJeirruach.giit auch Glejchuug (316) Irolglich rcsultiert Aussage 2o aus 1o.
Atrs (3.4.5) uncl (3.4.6) erhZilt nran duLch Subtraktion clie Gleichlng

(3.4.8) , "/,i'(ç(zo) - ,!(n(zr))) _-- ',1(_j,ö', /ð) - ,p'ß,'i',1ã').

Diese b-esagt, class g(20) - {,(.,r(rr)) eiu Inclikatol cles znlässigen Ilnnlitio¡als
(liÍ,./f) ist. Ilemnach folgt Atrssage 3o aus 2o.

Aus Aussage 3o folgt wegerr (3.a.8) sofort 1".

Beachtet man clicsen Hilfssatz, so kann man für satz 3.4.1 noch clie
tolgenden beiclen liornrulieru.ngen angeben :

Ii o r o 11a r 3.4.2. Bctlii,Lgxtng (Br) sød fi.ir alle f aots l¡ .erfül,lt, Ist
z, e 7 e'in Min,ínrølelentent, so gi,bt es eín zotlässiges lìm,tltliounl (y{.,l¡") f¿A
dns die Bez,ieltotngen (3.4.5) r,tnd. (3.4.6) gelten.

I{orollar 3.4.3. Bedi,ltgr,tng (Br) sei für all,e f aus F erfni,l,l,t. Ist
zo e Z ein Minim,ølel,etnent, so gi,bt es ein ntl,cissiges l¡on.tltt,ioy,al f,ür d,øs

?(zù - t(-(zr)) ein, Incliltølor t'.sl..

Es elhebt sich rrurr nattirlich die lirage, ob auch clie Unrkeh.rung' rron
I{orollar 3.4.3 (also auch die Urnkehrrtrg von l(oro11at 3.4.2 uncl Satz 3.4.1)
gilt, d. h. ob jedes zulässige Element zofù\r clas es ein zu1ässig;es Funlitionai
mit dem frrclikator ç(zo) - ù("(zr)) gibt ein l\4inimalelement ist. W'ir rverclen
ini foigènds11 ,zeigen, dass das unter passenden ZusatzvoLa.ussetzungen clet:
Fa1I ist. Ohne Zusatzvoraus,setzrlngen kornnl" tnan dabei nicht aus, u,ie
aus folgendem Beispiel ersichtlich ist.

Es sei X --Y: /1, Lr : T/ - [0, -l--[, 14/ : {0}, I,- : Rz versehen
ririt cler l<ornponerrtcrru eiser Halborduurry ; 

- g(rt) - 
'(2rr,, (l), þþr) : (u, 1)

ttncl r(u) : u fij¡r a77e u € [/. Man ste11t sofolt fest, dass zo : 1 ein za7às-
sigcs Blement, jedoch l<ein Mininrlelement ist. Flingegen ist gþo) -.

- ü(tt(rr))'= (1, -1) eirr fnclikator cles zu1ässigen Funktior-Lels (1,i, f;"),
r¡'oltei y6' uncl /6' durch

l,t"U)-0 fära77ey¿1,

.f 
'ô-(f) 

- Í, ftir aiie f : U,, Í,) e I,

definiert sincl, clenn es ist g'(yj', f'd') :0 u.nc1 'þ(1,t,/ót') - - 1.

snl'z 3.4.2. Ist zo eiu, ztr,là,ssiges Eletnent rrutl gibt es ei,n

rn,ít f{ 6 l(¡i;|, so ,ist zo ei.tr. Min,hnqlelem,ent
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rlie ii' Wiclerspruch zttr Definition des fnfimums steht. Demnach ist z¡

eiu l\4illimaleletuent'

llei A¡rverrdungen ist es oft schrvierig direkt festzustellen, ob Bediu-
guns (ts,) für al1e f arc I erftì,Ilt ist, Wir geben daher zum Abschluss dieses
e¡.õ¡ìtittr noch eirre Bedingung an die es uns ermöglicht{bei vielen kon-
kreten Aufgaberr auf dieses Nachprtifen za verzichten. Zlunàdnst bes'eisen
rvir jedoch

lIilf ss¿rt z 3.4.2. Gilt für (y",f*, ø) eY* x F'r' X R die Urtglei-
clnung

(3,4.12) sup {r,{'(1,) - .f 
*@) : (y, g) e LU, pl} < ",

dawt,'ist fr' att,s I(7,*.
Beueis. Ðs sei/ ein beliebiges Element des l(egels ,I{r, und n,o au.s (J.

Dann gilt
(x(uo), e(rto) + nf) e lU, çl fär alle n e. N,

rvobci N c1ìe Ìlrenge der natärlichet zahlen bezeichnet. wegen (9.4.12)
ist demnach

1,'o(æ(zrn)) - lr.\q(,,rn) -F nÍ) < ø ftir alle n e N,
woraus clurch ljrnforruen

n-1ly't'(n(lt,o)) - fr.(q(wo)) - "l <fr.(il frir alle ,n e N
folgt' l'tir n + (x) hat clie linke Seite dieser Ungleichung clen GrenzrvertNu1l. Demnach ist /",(, > 0.

salz 3.4.5. Es gelte rnind,este,s eine cler beid,en Vorctussetzungen :

'z) Irrt (M) bezeich¡rct clas Iuuetc rJ.er Xlenge M

2o Die Behauptung ergibt sich aus I(orollar S.4,5.

Bernerkung. Aussage lo
Becli-rlgung (Br) nicht für alle/ãusF-wir -Y:Y:F: R, (I:f - oo,0]
rþt') : u, f;jr a71e u,=,(J und rl.,(u)
ist 0 ein Minirrralclemeut. - Aía

U' : {(!*,,f*) q R2 : /+, } 0, J,,,, +,f* > 0},

'V : {(y*,,f*,) q Rz: yr, > 0, "fr,> 0}
und

g'(),"',/*) : 0 fär alle (yu,,.f*) a (J',
tþ(5t';,f'r¡: 

- (4yu)-1(/,ß), fùr alle (y*,f\ e,V.
IJenurach jst Z'-'v, docþ..sibt es in diese^r Menge kein Funktional mitdem.lndikator e(0) - ü("(0))-: 0. Satz g,a.B isiìi diil; Fo1l 

"i;hi ;_rvendbar.
I( o r o 11 a r 3,4.G. Ist F eòn Fund,ømentalrøu,,nt,, so gilt:
7" Ist Bedingwng (Br) f,ü,r al,l,e f a.as F erfüilt wncl zo ã Z ,¿n Minimøt-

elent,etr.t, so gibt es ein FwnhtionøI ,ff e Kf-, cløs cler Gl,eichung

(3.4.i1) Í'f(q(2,) - ú("(2.))) :inf {/o',(q(z) _ þ(æ(z))):z eZ}
getr,iigt.

2" G¿It Gl,eichwng, (B.4.ll) für ein zwltissi,ges Element zo wnd, fi,r;r ein
Funktional ff aws K¡F*, so ist zo ein Minimølehment.

Beweis. 1o Nach Satz 3.4.8 gibt es ein zulässiges Funktional (y.f , f¡a),clas clel Gleichnng

ff @þ,) - ú("(2,))) :,þ(yi.,/ð.) _- ç,(yð,, -fð,)

genägt. Hieraus folgt

"ff(q(r,) - ü(?!(2,))) <yå,("(z)) -/d,({("(z))) - yt@þ)) l-
+/J'(e(z)) : ft(eþ) - ü("(z)))

für alle z a:us Z. Also gilt (B.4,ll).
2 o VIir nehmen an es gebe ein zulässiges Element z, rrrit

q(2,) - ú('(r,)) < ç(zJ - ù("(rJ).

Hieraus ergibt sich wegen /¡{. q r<fJ und wegen (g.4.lt) die Uugleichung

/f(p(s,) - ü("(r,))) < i'.f {/ð,(qØ _ ú("(z))) : z e e,



24 \4IOLFC^^*C \V. JlRt .J(NtR
20

i:ii|- ïrrt36, 
S. 1911) ei' Fu'ktioral 1.'t e (Y x 1ì),i rrrrr1 eiue reelle

(3.4.13) sup {rx(t) :t e lU, ql} < ø. linf ll,"(r) : t e lt/,,p ¡.f l},

(3.4.14) t,t(t) < ø für a1le I € Lrr. flLr, ql).

Defì'iert 1lra1r nr1l1 clie lì'nl<tio'a1e ,t,'j, ,rcl .¡r,F cl.rch

J"'b') 't"'(b,, 0n)) fiir alle .)) eY,
.f"'(g) - - l'*((ot, g)) für alle g e F,

so gilt J,x € Y'-'r', ,Ê'i' € I'i u'cl

t't (t) -- ),,1 (),) _ /'i(g) fiir atle t _ (1,, S) e l, x I;.

Die Bczichtllrgerr (3.4.13) uncl (3.4. 14) kann nrau ¿rlso arrch 1,ie folgt sclrr.ci-bcrr :

(3.1.15) sup fi,'r,(1,) - f',@):(,t,, g) € i¿/, plÌ _< ø. S
< inf {3,,t (,_tt) _ Í,r(g): (.t, S) e lV, + I /lì,

(3.4.16) ),,,,(),) -,f*(g) < ø frir a1lc (:i,, S) e rnt (ltr, 9-l)"

N¿rclr I-Iilfssatz Í1.4.2 folgt zrus (8.4.15), class.f',k clenr I(c.gcl /í7,* angchi;rt.
finr ztt zeige', class;f't, sogar arls Ii;!. ist, *,ühleir *,ir eili Iilenre't

3,r, gn) q Iut (lU,,p¡1 }t (V >< ¡;¡.

I)anrr ist (yo, üb,o) -l-l) aus lI/,,! -fll uncl \\/egclr (3.4.16), (3.4.1S) .qilt

Aa -1,':'(-l,o) .["'(gn) -i.t-ll),'k(J,o) - í"||/b,r) , t).Also ist

(3.4.17) Í*kn -- ,.I,(t,o) -./) > rt.

Da cler Raunr l¡ gerichtet uncl l" 
=L {0n} ist, gibt t:s eirr lt, e riti tníL go,--'

t (3.4.17) ist darrrr ,.r'¡(/r) ) 0, rl. fu. /'r i=a aus I(i*;
dass (:r(er), 9(zr)) iirr-alle r¿ aus U dcr }lcrrge ltl,,?)ar1 4.15) dass; (y,,,, f") G ú/, nrcl 9,(1t'r., ¡,t¡ < d. Gcnatr.

.so

(r, þ(r) -l /) € lV,,! l./t itir. il1e u e. I/,

21 
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ZS.

class (r,;',Jr'!) ars 'V ist und clel lJnglerichurrg'

o' ='Q(!*,l") - Í"U)

geniìg't. l)errtuoch haben rvir

((yr,,Í,r), a,.) e. lt', q'll L'tr,,(,! ) f)J.

¡)s sci nnn Voraussetzung (B,) erfiì11t. Wie vorhirr folgt die Existc¡2.
zrvcicl l'urrlitioualc yt' € Y"", .f'' €. f i' uurl ci¡er rcellcn TabI ø,, so rlass
(íì.'1.l5) ttntl

(3.,1.1t1) o.<)ì'(y) -f''@) liir alle (1,, g) e Int (fl,¡, ,t -l- Íl)
gilt. Nach,Ililfssatz 3.4.2 lst /'i' aus -1i¡'*. LTur zn zeiee¡, class rf i clenr I{egc1
/(jlr* ang^ehiir-L, bernerken wir, dass (æ(øro) , go j,/) ein inuereL punkt r-on
lI/,,'¿ i /l ist. Wegen (3.4.15) uncl (3.4.18) gilt also

¡y¿'(n(øt,o)) - Í'r(q(ttr)) { a. { y't' (nþt,,,)) - ft @, * Í),
\voraris <1ie [fngleiclrurg;

f"'(ç(rr,o) so - /) )' o

lolgt l)cr lc'iteIe Beri'cis verläult 11111 \\ie ilrr lol-lrclgehc.rrclc-ii I,'a11 ,

3.5. S attelprr l hts iìtz e

Ï{i1f ssatz 3.5.7.. Ist_z.o s lìlerneul, tuttl (..t,1,, ffl ein zulü.s_siges 
,Iì,rmlttio,nal, so getten cti\ ,¡r;sag¿n. :1" Isl g(zo) , þ\n(zo\ eù aon"(v[, fi), so gi,tt

(3.5.1) L,@(zo),J,'r.) 
= 

L,(æ(z¡),1,ö,) < I-.(u, yi.)

f iir atl,c 1\t,i. tLu s

Ui: ¡,'r ç Jz'i: ; (-:,,r, -fl) e U,j
ttnl. qllc ,u (¿us I/, zaobei L, d,urcl.t

Lrþt, y,r) -- jt,r@) _/;,(,þ(r)) _- q,(t,,,,, fì.)

Í¡¡, atle (a,y,*) € tl x ui erl¡lrirt ist.
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2" Gi,l,t Bezieh,ung (3.5.1) otnel

(3.5.2) sup {y*(æ(zo)) - ç'(y*, Íl): y'' e Ui} : "fð(p(zo)),

so ist ç(zn) - Q(n(ro)) ein Intliha.tor aon (yË', fl).
Beueis. 1" Istg(eo) - û("(rJ) ein fndikator vorl Uf ,Íf), so haben rvir

(3.s.3) flk@,) - ü("(ro))) :'þ(yt,.fi) - e'(yð', å').

Andererseits gilt aber

'þUl, Í";) - p'(),f ,/d') < L'(a, y6*)

ftir a1le z aus I/ rrncl

L,(n(zo), ),¿') < y^'(n(zo)) - /ô*(ü("(r.))) -

- (1t¿'(r(zo)) -/ð'(ç(r,))) :/¿'(q(zr) - ü("(zJ))

ftïr a1le y* aus t/1. Beachtet man (3.5.3), so folgt also

L'(n(zo), v") s,fd'(pþo) - {('(zo))) 1L'(u, y{)

fär alley* aus I/i und alle z aus Z. Hieraus ergibt sich sofort (3.5.1).
2o Es seien nun (3.5.1) und (3.5.2) erfüllt. Aus

Lr(n(zo),J,t') < Lr(rc(zo),yf) für a17e yo'eU',

erhä1t man danu die Uugleichung

sup {y*(æ(zo)) - ç'(y*',1Ð: y* e Ui) - /ð'(ü("(ro))) É ¿r("(zo), yòo).

Wegen (3.5.2) gilt also

/d'(e(2,) - t("(rJ)) <, L,(r(zo), y'i-).

Beachtet man auclererseits, dass

Lr(n(z), yð') < Lr(o, yf) filr alle a aV
clie Ungleichung

L,(æ(zo), yJ') <'*Ul, ft) - q'Ul, Íð')

zur Folge hat, so ergibt sich

"fð'(p(r,) - *("(",))) <'.þ(yð0, /å') - ç'Uf , ft).

27

Aus der Definition von '{.,(yf;, /N') und von g'(yo{', /f) resultiert aber

'ü(vf, /f) - ç'(vË, /f) </Ë(ç(r.) - ú("(z')))'

Demnach gilt Gleichung (3.5.3), d. h. 9(eo) - ü(rc(ro)) ist ein fndikator
cles zulässigen F'unktionals (yå*, /ð).

Bemerkung. Beziehung (3.5.1) besagt, class (æ(zo),yi') ein Sattel-
punkt von l.1 beztiglich der Menge V x Ui ist"

Beachtet man obigen Hilfssatz, so ergeben sich aus l(orol1ar 3.4.3
bzrr,'. aus I(oro11ar 3.4.5 die folgenclen beiden Sätze:

sarz 3.5.1. Beclingung (Bt) søø für al'l'e f aus F erfül'lt. Ist z¡ e,Z ein
Minimølel'ement, so gibt-es ein zul,ässiges Funhtionø|, (yf,/ff) fíir d'øs d'ie Ungl'ei-
chungem (3.5. 1) gelten.

strz 3,5.2, Ist z, øin zul,rissiges El,ernent und' gibt es e'in zwl,ìiss'iges

Futcktionøl' (yd-,,ff) mit ff eKf*+ für d,as d,ie Beziekungen (3.5.1) u'nd (3.5.2)
gel,ten, so ist zo ein M'inirnal'el'etn,ent.

weiterhin erhält ma11 wegen I{ilfssatz 3.5,1 aus satz 3.4.4 clen folgen-
clen Sattelpunktsatz:

s,trz 3.5.3. Ist F ein Fund,øntentalløum, so gilt:
1' -[sl Berlingung (Bt) für alle f mts F erfül'lt uncl zo e.Z ein

element, so gibt es ei'n lWøiimølfit'nhtíonal (y{,ll) fA, das die Ungl'
(3.5.1) gelten.

2" Ist zo e'ín zwl,ti.ssiges El,em'ent und' gibt es ein Møximal'fwnkt'ionø1,
(y;", /ð) fär cta.s d'i'e Beziettwngen (3.5.1) uncl (3'5.2) gelten, so ist zo ein M'íni-
mølel,ement.

i\.hn1ich wie Itilfssatz 3.5.1 beweist man den
Hilf ssat z 3.5.2. Ist zoein zul,tissigesEl,ementat'nd'(y{,f{) ein zuläs'

s'iges Funhtional, so gelten d,ie fol'genden Aussagen :" 
1 " 1sú qþo) - ù"("("0)) e¿ñ ln¿¿nøtor uon (yf, ,fð), so gilt

(3.5.4) Lr(zr, y") l Lr(zo, Yð') < Lr(u, 3t{)

Jär alle u ûlts U und' øl'l'e y* øus

'Vz : {y* e'Y* : (y¿', f l) e'V},

uobei L, clwrch'

Lr(u, y*) : - y*(r(u)) * /d'(q(¿t)) l'ÙU", fl)

fi,ir al'l'e (*, y*) aU x'V, erhlä.rt ist.
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2' Gilt Bezielr,ung (3.5.4) u,nd,

(3.5.5) inf {j,"(n(zo)) - 'þ(y'r, Íl): y', = 'V,} : ,f;*(ü("(ro))),

so 'ist 9Qo) - ü("(zr)) ein Inclih,ator aon (f,ð',,,/å*).

rn diese.r I'a1l besagt_(35.4), dass (zo, ¡rf) ei' serttclpu'kt rron zz
beztiglich der l{euge U x'V, ist.

Beachtet nran Hilfssatz 3.5.2, so ergeben sich aus Kolollar 8.4.8 bzu,.
aus I(orollar 3.4.5 die folgenden beiden Sätze :

s¡'tz 3.5.4. Bed.ingotng (Br) sei für alle f ør.r,s F
IVIitrirn,al,el,eulcnt, so gibt es ein ntlässi,ges lìtmhtionctl,
U ngleiclr,ul gen, (3.5. 4) gelten.

sel'z 3.5.5, Ist zo ein zukissiges Eleruent u,nd, g,ibt es ein, zu,l,tissiges
Iìttnhtional. (yd',/t) mltft.e I{};t ¡¿¡, d,as d,ie I\eziehot,,ngett, (8.5.4) und (B.S.S)
gelten,, so rsl :n eitt, M'inimølcletnent.

Atrs Satz 3.4.4 erhàLt man nun uoch clen folgenclen Sattelpuuktsatz. :

serz 3.5.6. Ist þ- ein Fu,nd,øntentalr&tnn,, so gilt :
1' lsl Bed,ingung (er) f,itr alle f atts F' er;fi.il,lt uncl zo ç Z ei,n. M,ittiøoøl-

element, so gibt es ein ùIøximnlfunkt'ictnal (jt¡, f{) fti,r d,øs cl,ie Lingl,eichøntgen,
(3,5.4) gelten.

. ?.Ist \ ein, zul,rissiges Eleucent u.nd gibt es ein ùIøxintølfu,nhtional
(f,;,, 

"fd,) fi,ir d,as d.ie lSezieh,otngen (3.5.4) tnr.d (3.5.5) gelten,, so,ist zn eiti lVl,htímat-
eletnent.
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Beueis. Es sei/ein Maximali'dikator vo' (rrj,,/$,). Nach satz 8.2.2gilt clann

lu',q'f nfv, '(Q*s)l:Ø ftir alle g=F,f <e.
Hieraus folgt

(3'6.n) LU,çlOlV, ü+sl 4Ø fttr a1le g eF, Í<g,
deurr rväre der Durchschnitt LU, çl ì ltrZ, t],, -þ g] lecr fi.ir eiu s G F, f .. n'
so rnässte rach Bedingung (Br) lU', p'l O ff ,-,(û *g)1 rriõniteá;,ù;.
Jst nun ,(yr.Ià aus.l[/, l] ì lV, { J-g.'t, so-gibt"cs ei'ri Elerneut ;;r¿-ü
rrrit n(zr) - J,g € lA nnd

(3.6.2) ç(u,) S.f ,t ù(r,r) -F s.

Weggl ),r^F I' ist aber rc(tt,r) ars V r,ncl es gilt ü(yr) < þ("@à), Also folgt
aus (3.6.2)

(3.6.3) e(lrc) - þfu("ù = e.

Denruach besagt".(3.6.1),..da_s¡ es.fär jede_s_g.e F, f <g, ein zulässiges
{lenrent ls slbt fär' das die_ungleichung (8.6.3) gilt. îacñ Bedi'gnng (Ëu)grbt es also eirr zulässiges Dlement zo mìt

p(åo) - ,þ(ll(rr)) (g für a1le g ç,F, f < g.

Daraus folgt

,(3.6.4) .ff(p(".) - ù("(2,))) </f (s) frir a1le s e F, f < s.

lfa cler Raum Tì_gerichtet und F + {0r} ist, gibt es ein gr € 1G, so.class / ( g, gi1t. l,,Iit Hilfe dieses Elemenis-í<onrirtî"r",, rvir diä'F;lgË' ""

g":f +2'-,(gr-f) f:Èr nçtN.

Mair stellt sofort fest, dass dann / { g,, fär alle n e N gilt und

,11^. 'f";(9") : Íiu)

lnfoigeclessen ist \\¡egel1 (3.6.4)

(3.6.5) ff(q/o) - .'j,("(r,))) </d*(/)
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erfäl,lt. Ist zo e Z eiru

b,t, f t") fi.ir døs d,ie

3.6. Char akterisierung cl e r IIaxi m alf un kti o n a 1e
c1ur c h Mini rn aIei e nrent e

Um die 1\¡Iaxirualfunktionale clurchllinimaleletrente charakterisieren
ztr können, beirötigeu wir u'eiteLe ztsatzliche Beclingungell 11. z1\¡. :

(Bn) Au; lU, pl À LV,,i, +/l -kJ ;t'olgt Ul',,p'l] l_'V, '(q I f)l:1,Ø.

(ts) Gibf es Jür jedes g ÇF,Í 1g, ein. ntl,rissiges Elenteu,L zrnt,it g(zr) -
- tþ("(rr)) 1g, dann gibt es ein zulässi,ges Elentcnt z uti.t g(z) ù("(r)) < S
Jiir al,l,e gaF,l<5.

fn beiden Bedingungen bezeichnet / ein Element des Raurnes -F.

sarz 3.6.7. Die (r--n) wr,rl (Bu) le.f øu,s F crf,üllt.
Q"t', Ít) e. Z' ein ktionat, so gi,bt ssiges EletninL zo,
d,er Eigenscltøft, ù("(2.)) ein [n, (t,i;, ïf) ist.



30 WOLFGANG \A/. BRECKNER 26 27

aus

Beachtet 
'''an 

nun einerseits, gqrl / ei' rndikator des Funktionals (yð., ,fð.)ist, und andererseits die Ungleichung

'þUl,/;') - ç'3,'t,/,ì') 
=./ð'(qQo) - {('(2,))),

so folgt aus (3.6.5)

Í'î (q(2,) - ü("(2.))) : "þ(yð,,/å') - ç' ul, f .¡"),

d. h. <p(eo) - ü(r("J) ist auch ein Indikator von (yf,/¡.),

(l' : {(y't,,f*) e }12 : ).,'r < 0, "i* > 0},

'v : {(),", "f*) e R2: y'r > 0,,/"' > 0}

I(oro1lar 3.6.1. Die Bed,ingu,tr,ge" (B';) wnct (Bu) sei.en für atte J-
øots F /d.) e Z' ein M onql rnit ft e ICII, ¿øni,
Slbt .gs enr,ent zo tnit cler d.ass qQo\ - ,p1n1z'o¡¡ einIndihø ) ist.

Beweis. Die Behauptu'g folgt aus satz 8.6.1 uncl I(orollar s.4.s.

2. Ist (ft,/;t) ei,rr. zotltissiges J^f e. Xi;run¿gi,bt l,rissiges Elenrent zo 1n.it .del E çèr) - t|lir(rr))ein aon, (jt!., f{) ist, so i,st (y;;*, f,}, mh,tlíonøt:.'
Beueis. Die Behauptung folgt aus Satz 3.2.2.

Korollar 3.6.1 und Satz 3.6.2 ergeben nun das Hauptergebnis dieses
Abschnitts :

se, z 3.6.3. Ist F eiø þ-wndantentølrøoutt,, so gilt:
l" Si,n xgen u) Jür ail.e f aør,s F erJüth outd, ist

(y{, f"¡) ein tiona ds-ein Minîmøl,elem,etit zo, so d.ass
p(zo) - ..f (?t ator ist.

. 2". Ist _(o qin Mittintølelentent untl g/o) - ú("(rr)) ein Inclil¡,ator des
ztrlrissi.getr, Iìu,nktionøls (y't, Í'{), so isl (f,å*, "fð) ein Mcixitnalfunktional.

B e r¡. e r k u n g. Aussage 1" dieses Satzes gilt 'icht \\)en11 1na11
auf Bedingung (Bu) verzichtet, Das zeigt folgendes Eeispiel:

Es sei X :Y :-F : R, U - V - 10, *-1, W : {0}; q(tr,) : e-L,
!(rt). - 0 u'd r(tt) - u. fllir a71e xt e. (i. I)an' is\ Z : ¿¡ì 'je¿óôt gibt es
iu dieser n'Iertge keíne Minimalelemente. lVlan stellt sofort fesi, dass "Bedin-
gung__(B') \tjt f :0 nicht erfiïllt ist. Beclingung (Bj hingegen ist fär alle
Í e þ- erfü1lt.

Andererseits ist

und

g'()'¿', Í") :0 falls y* : 0, .f" > 0,

'þ(Y", Í''): 0 fiïr alle (y''r, Í*) e'V.
Dennach ist Z' : {(0, Í,,,)'Í"" € R, ,f'o } 0} und ,iedes Funktional dieser
Men^ge hat Null als fndikator. Folglich sind alle Fünktional e a:us Z, lfaxi-
malfunktionale.

Zum Abschluss dieses Abschnitts be_merken rvir noch, class Bedingung(!J er{tiltt ist a1ls Be.ding.ung (B.r) eIfällt ist. sind die Beding;";;'te;j
od.er (Br) erftil1t, so gilt also-auch (Bj für alle / aus F.

Uber (Bu) haben wir
sp'rz 3.6.4. Die folgend,en Vorøussetnmgen, seien erfül,lt:l" F ist ein vel¡,toruerband,, x ein toþorogisc er vähtorrc,n,.2" (zgl. rnnnssrNr A. L. l4z, . 611).3" Í * Ill ist stetig.
4" tetig.
5" Z ,ist komþøht.

Dønn 'ist Bed,ingung (Bu) fi,ir atte f øus F erfüttt.
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Beweis. Wir beweisen zunächst folgende Aussage:
sind (g")".6 rlnd (l\)ner zwei konvergente verallgemeinerte Folge'F mit

(3.6.6) gu 3 h, für alle v € 
^,

so gilt lirn gu llim lou.

.- fn der Tat, aus (3.6.6) folgt sup {gv, h'} : ¡x,,. Setzen rvir nun g :: lirngu und h:7im /zu, so gilf

(3.6.7) lsup{g, h} -h"l{lsup {5,n} - sup{g, t,,}l+ lsup{g, h"} -
- sup {8u, h,}l < lh - h,l * lg - g"l.

Wegen 3' ist aber

lim(lh,*tl+ ls-s"l) - 0,'.

Da 1{. normal ist, folgt daher aus (3.G.7) die Gleichung

sup {9, /t} :Lin h,.,.

I)araus ergibt sich g 5= /ø.



Es sei trun / ein Element aus F rnit der Eigenschaft, dass clie Menge

Z, : {z e Z : eþ) - ü("(")) <e}
ftïr alle g G lî, f < g, nicht leer ist. Wegen Voraussetzung 4o und cler vorhin
ber,viesenen Aussage ist Z, abgeschlossen.

(\u)n.* sei eine nicht-wachsende !'o1ge aus dem fntervall
gege11 Null konvergiert und go ein Element aus F mit f .--go.

g,: (1 - ),*)f -¡ Ìngo für a1le n eN,
so folgt Í<9" für a1le neN und g.2gr>...29*2

S: {Zr,:n =N}
ein zentriertes System von abgeschlossenen Meng:n. Wegen cler l{ompakt-
heit r¡on Z gibt es dann ein zulässiges Blement z mit

q(z) - ù("(r)) {g, far aTle n = N.

Bcachtet man, dass

t;1'- e" : f
ist, so folgt daraus q(z) - ù("(r)) {/. Dann ist aber

ç(z) - t],,("(")) {g für a1le g eþ', f < g

Demnach ist Beclingung (Bu) erfti11t.

3.7. D as D u alitätsp ri nzip

Sínd/undgElemente von.lî, so schreiben wir/ ( g, rvenn es ein zttTas-
siges Funktional gibt, fiïr das f und g fndikatoren sind.

Beachtet man diese Definition der binären Relation <, so elgeberr
Satz 3.2.2, Satz 3.4.3 uncl Satz 3.6.3 folgencles Dualitätsprinzip für die
beiden im Abschnítt 3.7 gestellten Optimierungsaufgaben :

Ðualitätspri nzip. F sei ein Fwnd,ømentalrøøtno u,nd, die Bed.i.tt-
gllngen (Br), (Br) seien fi,ir alle f aorc F erfi,illt. Dann gelten, die tlussagen:

1" Cilt für zo eZ und Í eJ d,ie Bezieh,rnr,g

(3.7.1) eþo) - Q("þo)) < Í,

so i.st, zo ein, Minintalelement rt,nd g(zo) - ,1,(r("r)) e,íto Maxim,al,itodíJ¡oúor.
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2" Ist zo eZ eín, M'inimctlel,em.ent, so gibt es ein f eJ für cla.s (3.7.1)

3' Ist f a J ein Maxinoalind,ihøtor, so gibt es ein zo e Z für clas (3.7.1)

*Setzt man

ø: {ç(r) - ü("(r)) : z eZ}, Ø' : J,

so bemerkt man, dass im Falle cler primären Optimierungsaufgabe die
nrininralen Elenente von Ø. uud inr. Fa11e der dualen Optimierungsaufgabe
die rnaxirnalen oder mit ihnen in der Relation < stehende Elemente
von Æ' gesucht l'eLden. fnterpretiert uran die primäre und. die d.uale
Optimierungsaufgabe in cliesem Sinn, so besagt obiges Dualitätsprinzip,
class cliese beiden Optimierungsaufgabetr in (-F', () dual zueinand.er sind
bezüglich der binären Relation ¿.
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