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In dieser Arbeit wird eine allgemeine Dualitdtstheorie fitr Optimie-
ruhgsanfgaben entwickelt deren Zielfunktion eine konvexe Abbildung ist,
die auf einer konvexen Teilmenge eines reellen oder komplexen Vektorrau-
mes erklirt ist und Werte in einem gerichteten halbgeordneten topologischen
Vektorraum annimmt. Aus dieser Theorie kénnen verschiedene, in den
letzten Jahren bekannt gewordene Verallgemeinerungen des Dualitiitssat-
zes und des Sattelpunktsatzes aus der linearen Optimierung in endlichdimen-
sionglen Vektorraumen einheitlich und auf sehr einfache Weise hergeleitet
werdern.

§ 1. Einleitung

~ Sind @, @' zwei nichtleere Teilmengen einer nichtleeren Menge F,
die mit einer bindren Relation p versehen ist, so kann man die folgenden
beiden Aufgaben stellen:

% 1. Bestimme ein Element z, von &, so dass es kein z & & mat 2pz,
gubt,

. T1. Bestimme ein Element 3} von @', so dass es kein 2’ & &' mil 202’
aibt. '

 Aufgaben des Typs 1 heissen Minimierungsaufgaben in (F,o) wund
ihve. Lisungen minimale Elemente, wihvend Aufgaben des Typs 1 Maximie-
rungsaufgaben in (F,o) und thre Lisungen maximale Elemente  genannt
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werden. Minimierungs- und Maximierungsaufgaben in (F,p) fasst man un-
ter dem gemeinsamen Namen Optimierungsaufgaben in (F,p) zusammen,

Wie die Geschichte der Mathematilk zeigt, waren zu allen Zeiten Opti-
mierungsaufgaben in sehr verschiedenen Riumen Gegenstand mathema-
tischer Untersuchungen. Besonders intensiv. wurden diese Untersuchun-
gen in den letzten zwanzig Jahren, da man feststellte, dass sich viele Auf-
gaben aus verschiedenartigen Teil- und Anwendungsgebieten der Mathe-
matik dem Problemkreis der Optimierung unterordnen,

Bei der numerischen Behandlung von Optimierungsaufgaben zeigte
es sich, dass es sehr oft von Vorteil ist bestimmte Minimierungs- und Maxi-
mierungsaufgaben in Beziehung zueinander zu setzen und gemeinsam Zu
untersuchen. Optimierungsanfgaben, die in einem bestimmten Zusam-
menhang zueinander stehen, bezeichnet man gewdhnlich als dual zueinan-
der. Bisher gibt es in der mathematischen Literatur noch keine einheitliche
Definition fiir zueinander duale Optimierungsaufgaben. Rinen Uberblick
tiber verschiedene Dualitétstheorien fiir Optimierungsaufgaben findet man
bei ELSTER k. -#. und ¢, SUPPE [24] und bei corstEIN B, G, [28]. Unseren
Ausfithrungen legen wir den folgenden Dualititsbegriff zu Grunde

Evne Minimierungs- und eine M, axvmierungsaufgabe in (F,p) heissen dual
zucinander beziiglich einer in F ewngefiihrten bindren Relation p1, wenn fiiy
die entsprechenden Mengen @ und @' die Jolgenden Aussagen gelten :

1° Gitt fiir 2 & & wund % & &' die Beziehung ZoP1Zes SO 1St 2, ein
minimales Element von @ und Zo etn maximales Element von &',

2° Ist z, ein minimales Element von &, so gubt es ein z & @' it
200144 .

3 Ist 25 ein maximales Element von Z', so gibt es ein 2y E F mat
Z0P1%p-

Fasst man die Dualitit von Optimierungsaufgaben in diesem Sinn
auf, so ergibt sich sofort, dass die heiden Optimierungsaufgaben, die man

in der Theorie der linearen Optimierung in endlichdimensionaley Vektorriu- |

men dual zueinander nennt, in (R, <) dual zueinander sind beziiglich der
Relation = , wobei R die Menge der reellen Zahlen bezeichnet.

In der Tat, in der linearen Optimierung geht man aus von einer linea-
ren Abbildung = des Raumes ¥ — R" in den Raum V — R”, einem linea-
ren Funktional x¥: X — R, einem festen Element y, & ¥ und bildet dann
die Mengen

Z =Xz 0, n(x) =y,
7= SV 2 O, mHy = ),
Dabei bezeichnet 0, das Nullelement von X, Oy: das Nullelement des

dualen Raumes Y* von Y , ®F die zu & adjungierte Abbildung und =
die komponentenweise Halbordnung von X und von V- Y, also auch die ven

1) Zur Veteinfachung der Schreibweise bezeichnen wir alle Halbordnungen die in unserer
Arbeit vorkommen mit demselben Zeichen =,
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3
X* und von Y*, denn bekanntlich kann X* mit X und Y* mit Y identifi-

iert werden. ) . AN
ZlertDie beiden Probleme, deren Zusammenhang in der linearen Optimie

p tersucht wird, lauten dar_m: . :
1ung(£)151: Ist Z wmicht leer, so bestimme ein 2z, & Z, Sfiiv das

x5 (20) = inf {x¥(2): 2z & 2}

gilt.

(Prp) : Ist 2" nicht leer, so bestimme ein z§ < Z', fiir das

7 (yo) = sup {z¥(yo) 1 2* & Z'}
gilt.
sk G LS o .

Setzt man F =R, p =<, Z={xf(z):2aZ} und P’ = {z*(y,) :
2% e;uZ", so bemerkt man, dass im Falle des Problems (P;) die minimalen
Elemente von & und im Falle des Problems (Py,) die maximalen Elemente
von &' gesucht werden. (P;) und (Py) sind also Optimierungsaufgaben
in (R, <). Wie bekannt (vgl. z. B. coLr,aTZ I.. u{ui W. WETTERLING [16,
5. 60]), sind sie durch den folgenden Satz verkniipft:

sarz. Fiir die Probleme (Pp) und (Py) gelten'die‘ folgm?den zflussage?z .'

1° Gilt %5 (20) = 25(vo) fitr ein 2y S Z und ein 25 S 7', so ist 2o €ine
Losung von (Pr) und 2§ eine Lisung von (Pry). ‘ . b .

2° Ist 24 etne Losung von (P;), so gibtes ein 25 a7 mit xo;(zo) =z (o).

3° Ist zf eine Lisung von (Pry), so gibt es ein 2, < 7 mit %5(20) = 2 (Vo).

Dieser Satz besagt jedoch nichts anderes, als dass die Optimierungsauf-
gaben (Pp) und (Py) in (R, <) dual zueinander sind beziiglich der Rela-
tion = . Daher nennen wir ihn das Dualitatsprinzip der linearen Optimie-
rung in endlichdimensionalen Vektorrdumen.

Dem Problem (P;) kann man statt (P;;) auch folgendes Problem zu-
ordnen : .
(Prur) © Das Funktional 1 : X x Y* = R sei durch

L% y%) = #§(%) — y*(nlx) — y,) fiir (v, 9%) & X x V*
definiert, Bestimme cin 2o &G X mit zy= 0, und emn 2§ SY* mit 2 = O,
S0 dass (2, 23) ein Sattelpunkt von L beziiglich der Menge
, M = {(x, y*) @ X X Y*: 5= 0y, y* = 0,4}

s, d. k. dass gilt
L(zo, y%) < L(z,, 2¥) < Lx, %) fiir alle (x, v*) & M.

.. Dieses Problem nennt man das Sattelpunktproblem der linearen Op-
timierung,
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“Uber das Verhiltnis der Probleme (Py) und (Pyy;) zueinander gilt der
folgende Sattelpunktsatz (vgl. z. B. karLiy & [31, S. 121)): Wl

sarz.. Ein Element z, & X ist genaw dann cine Lisung des Pyoblems
(Py), wenn es ein zf & Y* gibt, so dass (20, 2§) eine Lisung des Probleins
(Pyry) 7st. ’

Natiirlich stellt man sich die Frage, ob sich diese Krgebnisse nicht
auch fiir Probleme verallgemeinern lassen. bei denen entweder die Ziel-
funktion, d.h. die Funktion nach deren Minimum gefragt ist, nicht linear
ist, oder bei denen die Restriktionen mnicht lineare Ungleichungen sind.
Aufgaben dieser Art bezeichnet man als nichtlineare Optimierungsanfgaben.
Die Notwendigkeit einer solchen Verallgemeinerung ergibt sich ‘daraus,
dass die meisten Optimierungsaufgaben, die in der Praxis auftreten, nicht
linear sind und es nicht immer sinnvoll ist sie durch zusdtzliche Annahmen
in lineare iiberzufithren. Der wirkliche Sachverhalt wird dann nimlich
durch das mathematische Modell nur ungenau wiedergegeben und es kann
vorkommen, dass die Lésung des idealisierten linearen Problems einen
schlechten Ndherungswert fiir das Optimum des vorliegenden praktischen
Problems liefert. ) g1

-Fir die Entwicklung der Theorie der nichtlinearen Optimierung war
die  Arbeit von xkunN H. w. und A. W. TUCKER [39] vou ausserordentlicher
Bedeutung. In dieser Arbeit wurde erstmals das Problem der konvexen
Optimierung in endlichdimensionalen Vektorrdumen formuliert und eine
Beziehung zwischen den Losungen dieses Problems und denen eines ihm
zugeordneten Sattelpunktproblems hergestellt. Das Problem der konvexen
Optimierung erhélt man, wenn man in der Formulierung des Problems (P,)
statt des linearen Funktionals x¥ ein konvexes betrachtet und statt der
linearen Abbildung = eine Abbildung, deren Komponenten konkave Funk-
tionale sind. Die konvexe Optimierung ist also eine natiirliche Verallgemeine-
rung- der linearen Optimierung, Vo

H. W. Kahn und A. W. Tucker befassten sich in ihrer Arbeit auch
mit der ,, Maximierung’” einer konkaven Abbildung von R* in R? (p > 1)
und bewiesen erstmals einen Sattelpunktsatz fiir ein solches Problem.
Thre diesbeziiglichen Untersuchungen wurden von L. Hurwicz (vel. ARrROW
K. J, L BURWICZ und uzawa m. [3, S. 38—102]) weitergefiihrt, der das
Problem der konvexen Optimierung in beliebigen halbgeordneten topologi-
schen Vektorrdumen stellte und ihm ein Sattelpunktproblem zuorduete,
das, (Pyp) verallgemeinert. — Fine Verallgemeinerung des Problems (Py),
wenn man statt (P;) die von L. Hurwicz behandelte konvexe Optimieriings-
aufgabe annimmt, wurde von BRECKNER . w. und 1 KOLUMBAN [9] an-
gegeben. '

Das Paar (P,), (Py,) war Ausgangspunkt auch fiir die Untersuchungen
VOl RUBINSTEIN G. S, [48], [49], der einen rein mengentheoretischen Zu-
gang zur Dualititstheorie der Optimierungsaufgaben eréffnete. Seine
Ergebnisse wurden von xorumBAN 1. [34], [35] verallgemeinert um eine
Theorie zu erzielen, in die sich auch die Theorie dev Infraelemente' ein-
ordnet. it I
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. Binen anderen Weg beschritt princury, w. [25] um die Dualitéts- ;md
S&tfelpunktthe‘oﬂé aus der lmearen‘Optnmerung_ auf Optnme__rungs?u ga-
en zt| fibertragen, bei denen der FExtremwert eines reellwertigen konve-
e ?‘1 1ktionals gesucht wird. Er betrachtete zwei nichtleere kon.vexe
Xfl-ll :.111 en U, V des Vektorraumes X = R*, ein konvexes Funktional
,l?li?li %?, eianonkaves TFunktional $: V' — R und untersuchte die folgen-

den: beiden Aufgaben :

(01) s Ist U NV wicht leer, so bestimme ein zqg & U (O V, fiir das

olza) — lzg) = inf {o(2) = dle) 12 €U NV}

gilt,

Qi) : Ist U’ (Y 'V nicht leer, so bestimme ein zf & U' (\'V, fiir das
b(#) — o' (7)) = sup {B(*) —o'(¢*): e U NV}

gilt, wobei die Funktionale o', "}, die man das zu ¢ bzw. 21 § Ronjugierte
Funktional nennt, fiir alle x* & X* durch

o' (%%) = sup {w*(u) — o(w) 1 & U},
"W(x*) = inf {x*(v) — Y(v) v & V}
und ':(!]’,I "V durch

U‘ {a* € X¥ 0/ (x%) < Foc}, 'V = {a* & X*:Y(x*) > —oc}

definiert sind.

‘Unter zusidtzlichen Voraussetzungen zeigte W. Fenchel, dass diese
beiden Optimierungsaufgaben in (R, <) dual zueinander sind beziiglich
der Relation =.

sfenchels Untersuchungen wurden von ROCKAFELIAR R. T. (447,
DIETER U [20], [21], BRECKNER W. w. und I. KOLUMBAN [10], TOFFE A.p und
V.M THOMIROV [30] fortgesetzt und auf Optimierungsaufgaben in allge-
meineren RAumen ibertragen., Konjugierte Funktionalg von konvexen
Funktionalen, die aunf topologischien Vektorriumen definiert sind, wurden
auch noch von BRONDSTED A [117, morEAU 7. 3. [41] und TYNJANSKII N. T.
[62} sbehandelt (vgl. auch ROCKAFELIAR R. T | [46], sroER 7. und c.
WITZGALL, [51]). Eine weitere Verallgemeinerung :des Begriffes des kpon—
Jugierten Funktionals findet man bei VOGEL W. [03] und wrIss ®.-aA. [54].

‘Obwohl die auf dem Konzept der konjugierten Funktionale beruhende
Dualitétstheorie sehr umfassend ist (vgl. prrrER v [19]), ist nicht bekannt,
ob aus ihr alle bisher ffir konvexe Optimierungsaufgaben bewiesene.‘q Duali-
titsaussagen folgen, denn schon in dem einfachsten Tall, nimlich der
Her]eitung. des Dualitatsprinzips der linearen Optimierung, muss man
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komplizierte Uberlegungen anstellen (vgl. pimrer u. [20]). Daher bringen
manche Autoren (z. B. xarrnIN 8. [31]) getrennte Darstellungen fir die
Theorie der konvexen Optimierungsaufgaben und fiir die Theorie der kon-
jugierten Funktionale.

ROCKAFELLAR R. T. [45] versuchte diese Nachteile der Theorie der
konjugierten Funktionale durch Modifikation der von W. Fenchel betrachte-
ten Probleme (Q;) und (Qg) zu beseitigen. Er ging aus von zwei reellen
topologischen Vektorrdumen X und Y, einer nichtleeren konvexen Teil-
menge U von X, einer nichtleeren konvexen Teilmenge V von Y, einem
nach unten halbstetigen konvexen Funktional ¢: U — R, einem nach
oben halbstetigen konkaven Funktional {:V — R, einer stetigen linearen
Abbildung n:X — Y und stellte dann die folgenden beiden Aufgaben:

(Ry): Ist die Menge Z = {x & U :n(x) & V} nicht leer, so bestimme
ein 2o & Z, filr das

o(z0) — d(r(z) = inf fo(z) — Y(r(2) 17 S Z)
gilt.

(Ryg) @ Ist die Menge Z' = {y* &'V : n*(y*) g U'} nicht leer, so beslim-
me e zy & Z2°, fiiv das

"Yag) — @' (m(@) = sup {'P(#¥) — o' (x*(2%)) 2 € 27}

gilt, wober n* die zu w adjungierte Abbildung bezeichnet, wihvend U', 'V, ¢
und '} die gleiche Bedeutung wie in der Formulierung von (Qr) haben, nur
muss man ber 'V, "} statt X* den Raum Y* nehmen.

Aus dem fiir diese beiden Optimierungsaufgaben bewiesenen Dualitits-
prinzip folgt das Dualitdtsprinzip der linearen Optimierung auf sehr ein-
fache Weise, doch sind Rockafellars Voraussetzungen, dass = linear und o,
¢ reellwertig sind, zu einschrdnkend um eine Reihe bekannter Optimie-
rungsaufgaben in der Formulierung (R;) erfassen zu konnen. Ausser den
schon erwihnten Arbeiten von H. W. Kuhn und A. W. Tucker, L.
Hurwicz, S. Karlin, W. W. Breckner und I. Xolumbdn, haben nimlich
auch curxka a. [27], oD p. [6], KLINGER A. [32], [33], coane s. s. 1.. [12],
DA CUNHA N. 0. und &, rorAx [17], [18], cEOFFRION A. M. [26], LEONTE 4. [407,
RUDEANU 8, [50], arrvan m. [1], [2], Rov B. [47], BL,UMENTHAL B.[5]in ihren
Arbeiten darauf hingewiesen, dass bei Anwendungen sehr oft Optimierungs-
aufgaben auftreten, deren Zielfunktionen Werte in einer halbgeordneten
Menge annehmen. BRECKNER W. W. [7] gab daher eine Verallgemeinerung der
Aufgaben (R;) und (Ry;) an, bei der auf Rockafellars Einschrinkungen verzich-
tet wurde und entwickelte eine Dualitdtstheorie in halbgeordneten topo-
logischen Vektorriumen. Diese Theorie, in die sich auch die von vAMASAKI M.
[56] behandelten Aufgaben einordnen, enthilt als Spezialfille sowohl die
Dualitdtstheorie der konvexen Optimierung, als auch die auf den konju-
glerten Funktionalen berulhende Dualitidtstheorie und die Herleitung dieser
beiden Theorien bietet keinerlei Schwierigkeiten.

In der vorliegenden Arbeit bringen wir eine neue Darstellung der all-
gemeinen Dualititstheorie aus [7], wobei die Hauptergebnisse dieser Theorie
unter schwicheren Voraussetzungen als in [7] bewiesen werden.

14
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§ 2. Bezeichnungen aus der Theoric der halbgeordneten Vektorriiume

2.1. Halbgeordnete Vektorrdume

Fin halbgeordneter Vektorraum ist ein reeller Vektorraum F, der
mit einer reflexiven, transitiven und antisymmetrischen bindren Relation
< (Halbordnung genannt) versehen ist, die fiir alle f; , f, & F folgende
Figenschaften besitzt:

(H,) Aus fi=f, folgt f, 4 = f, 4 [ fiir alle f = L.

(Hy,) Aus f, = f, folgt A, = if, fiir alle A > 0.

Zwei Elemente f; und f, eines halbgeordneten Vektorraumes F sind
vergleichbar, wenn eine der Beziehungen f, =< f,, f, = f; gilt. Sind die Ele-
mente aller Paare (f,, fo) & [’ X F vergleichbar, so heisst F geordnet.

Ist f; =/, aber f, =~ f,, so schreiben wir der Kiirze halber f, < f,.

Bezeichnet 0, das Nullelement eines halbgeordneten Vektorraumes F,
so sind die Mengen

Kp={feF:b,<f}, Kr ={f&F:0,<f}

konvexe Kegel mit 0y als Scheitel und nennt sie Kegel der positiven bzw.
der strikt positiven Elemente aus F.

~ Gibt es fiir jedes Element f eines halbgeordneten Vektorraumes F
ein 2 & K, mit f << %, so heisst F gerichtet.

Man stellt sofort fest, dass ein halbgeordneter Vektorraum F genau
dann gerichtet ist, wenn gilt I = K — K.

Fin halbgeordneter Vektorraum F mit Ky =+ heisst archimedisch,
wenn es zu jedem Paar (f, g) & F x Kf eine natiirliche Zahl # gibt, so dass
[ < ng gilt.

I Offensichtlich ist jeder archimedische halbgeordnete Vektorraum ge-
tichtet.

Ist M cine nichtleere konvexe Teilmenge eines reellen oder komple-
xen Vektorraumes und P eine Abbildung von M in einen halbgeordneten
Vektorraum I7, so heisst P konvex (bzw. konkav), wenn

Py -+ (1 — W)my) =< (bzw. =) AP(my) + (1 — ) P(m,)

tir alle m,, m, & M und alle % < 10, 1[ gilt.

d

22. Halbgeordnete topologische Vektorrdume

logi Finen halbgeordneten Vektorraum F nennt man halbgeordneten topo-
Sog:;SChen.Vekto_rraum, wenn auf I’ eine separierte Topologie erklirt ist,

ass die Abbildungen (f,, f,) —» f, + f, von F X F in F und N f) = f
von R % Fin I stetig sind.
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Ist I¥ ein reeller topologischer Vektorraum, so bezeichnet man bekannt-
lich die Menge F* der reellen, auf F erklirten stetigen linearen Funktio-
nale, als den dualen Raum von F. Definiert man f¥ 4 f# fiw f¥, fi < F*
und Af* fir » & R, f* & F* durch

(fF + 790 = f2) + 137,
() = 2*()

far alle f € I', so wird I'* ein reeller Vektorraum. Falls F =+ {0,) et ge-
richteter halbgeordneter topologischer Vektorraum ist, kann man in F*
eine Halbordnung einfithren, indem man sagt f¥ = f¥ gilt genau danmn,
wenn f¥(f) < f¥(f) fir alle f & K, ist. Der Kegel der positiven bzw. strikt
positiven Elemente aus F* ist dann

Krs = {f* € F*: f#(f) = 0. fiir alle f & K,),

Kiw = {f* € K1 3f & Kf mit f¥(f) > 0}.

Ausser diesen beiden Kegeln werden wir in unseren Ausfithrungen auch
noch folgenden Kegel benutzen :

K5 = {f* @ F*:f*(f) > 0 fiir alle f & K#).

Hs gilt ‘dann K GRi C Kix, i

Fin halbgeordneter topologischer Vektorraum F =z {05} heisst Fuu-
damentalraum, wenn er folgende Figenschaften besitzt :

(Fy) F ist gerichtet ;

(By) K = K"

Fs ist leicht ersichtlich, dass jeder archimedische halbgeordnete: topo-
logische Vektorraum ein Fundamentalraum ist. — Weitere Frgebunisse
iber archimedische halbgeordnete Vektorriume und Fundamentalriume
findet man bei BRICKNER W, w. [8].

§ 3. Die allgemeine Dualitiitstheorie

31. Die Formulierung der primiaren und
der dualen Optimierungsaufgabe

Gegeben seien :
a) ein reeller oder komplexer Vektorraum X,
b) ein reeller topologischer Vektorraum Y,

c) ein gerichteter halbgeordneter topologischer Vektorraum F =4 {0p)

mit Kjs == ¢,
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d) zwei nichtleere Mengen U C X und V' CY,
e) drei Abbildungen o U—>F, n:U—->Y und ¢:V - F.
Im Raum X bilden wir die Menge

Z=0aU:=(z) gV}

und bezeichnen jedes z & 7 als zuldssiges Element.
Definition 3.1.1. Ewn zuldssiges Element z, heisst Minimalele-
ment, wenn es ketn z &2 mil

¢(2) — b(m(2)) < o(z0) — d(n(z0))
Als primédre Optimierungsaufgabe bezeichnen wir nun das folgende

Problem : ist die Menge Z nicht leer, so bestimme die Minimalelemente.
Um eine weitere Optimierungsaufgabe stellen zu kénnen, definieren

wir zundchst auf dem Produktraum Y* X K die folgenden beiden Funk-
tionale, die wir das zu ¢ bzw. zu ¢ konjugierte Funktional nennen :

o' (¥%, f*) = sup {y¥(r(u)) — f*(e(w)):u g U},
Wt 4 = it {y*0) — ) o & V).

Mit ihrer Hilfe bilden wir die Mengen
U' = {(y* %) & Y* x Kix: ¢'(3%, f*) < oo},
V= {5 ) G Y* X K U, fH) > — ool

)
und bezeichnen jedes (y*, f*) g U’ 'V als zuldssiges Funktional. Wei-
terthin setzen wir 7' = U’ n'v.

. Definition 3.1.2. Ein Element [ aus I heisst Indikator des zulds-
sigen Funktionals (y*, f*), wenn es der Gleichung

FEY = "%, %) — o' (v, f¥)

gendigl,
Man stellt sofort fest, dass jedes zuldssige Funktional wenigstens ei-
len Indikator besitzt. — Die Menge der Indikatoren eines zuldssigen

Funktionals (¥*, f*) bezeichnen wir mit J(y*. f*). Weiterhin definieren
wir

d={faF:apr ) ez mit fa Iy, ).

y Defini tion 3.1.8. Ein Element f, S J heisst Mawimalindika-
%, wenn es kein f & T gibt, so dass f, < f gilt. Ein zuldssiges Funkiional
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(v, f3Y heisst Maximalfunktional, wenn die Menge J(y§, [¥) einen Maxi-
malindikator enthdll.

Als duale Optimierungsaufgabe bezeichnen wir nun das folgende
Problem : ist die Menge Z' nicht leev, so bestimme die Maximalfunktionale.

Ziel unserer weiteren Ausfithrungen ist es zu zeigen, dass die primire
und die duale Optimierungsaufgabe in (¥, <<) dual zueinander sind (im
Sinne der Definition aus der Einleitung) beziiglich einer bestimmten bini-
ren Relation. Dazu benétigen wir jedoch noch die folgenden zusitzlichen
Voraussetzungen :

(i) U und V sind konvexe Mengen ;

(ii) es gibt eine Teilmenge W von Y, die das Nullelement 6, enthilt
und fir die V -+ W C V gilt;

(§) o und —¢ sind konvexe Abbildungen ;

(jj) gehéren die Elemente =(2,) — v, und w(u,) — v, der Menge W an,
wobei #,, #, aus U und y,, y, aus Y sind, dann gilt

m(h oy (1 — Wuy) — (M + (1 — M) € W
fir alle 2 & 10, 1];

(jij) gehort m{u) — v der Menge W an, wobel # aus U und y aus V
ist, dann gilt die Ungleichung ¢(y) << b(z(#)).

Im folgenden setzen wir voraus, dass diese Voraussetzungen erfliillt
sind.

32 . Zweil Sdtze {ber Indikatoren

sarz 3.2.1. Zwei Indikatoren eines zuldssigen Funktionals (y*, f*) mig
f* e Kb sind entweder gleich oder nicht vergleichbar.
Beweis. Es seien f; & F und f,e I Indikatoren des Funktionals (v*, f*).

Wir nehmen an es gelte f; << f,. Da f* aus K" ist, folgt daraus die
Ungleichung f*(f,) < f*(f,). Beachtet man nun, dass wegen Definition
3.1.2 die Beziehung

) = Wl £ — /(% ) S i =1, 2
gilt, so ergibt sich
Y0k, FH) e ) < W ) — @ ).
Demnach miissen f; und f, entweder gleich oder nicht vergleichbar sein.
SATz 3.2.2. Ist z ein zuldssiges Element wund (y*, f*) ein zuldssiges
Funktional mit f* & K=, so gibt es kein [ & J(y*, [*) mil
(3.2.1) 9(2) — b(r(2)) <.
Beweis. Wir machen die Annahme es gebe ein f & J(y*, f*), fiir das
Beziehung (3.2.1) gilt. Wegen f* & K;5 und Definition 3.1.2 ist danu

B22)  fHel) — V@) <SHH =W 1) — o % ).
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Aundererscits resultiert aus der Definition von "4(3*, f*) und ¢'(y*, f*) die
Ungleichung

Wyt f*) — o' (0 ) = Ho(2) — b(n(),

die im Widerspruch zu (3.2.2) steht.

33 Durchschnittssdtze zur Charakterisierung der
Minimalelemente und der Maximalfunktionale

Hilfssatz 383.1. Die Menge
U, ¢l ={(3,8) €Y X F:3u & U mit =n(u) — v & W, ou) =g

1st honvex. .
Beweis. Es seien p; = (yy, £&) und p, = (y,, g,) Elemente aus [U, ¢].

Dann gibt es in U zwei Elemente #, und #,, so dass fiir ¢ = 1, 2 die Bezie-
hungen =(u;) — y; & W und ¢(n,) =< g, gelten. Ist nun A eine Zahl aus
dem Intervall JO, 1[ und setzt man u = Au; + (1 — A)u,, so folgt einer-
seits dass w & U, =(u) — (M + (1 — 2)y,) & W und andererseits dass

e(1) < ro(un) + (1 — 2)o(us) = 781 + (1 — 2)g,
gilt. Demnach ist 24, 4 (1 — 2)p, ein Element von [U, v].

Hilfssatz 8.3.2. Fir alle f aus T ist

Vob+fl={y g eV XFig=dy) + N
etne konvexe Menge.

Beweis. Es seien g = (y =

s s ‘v &) und g, = (y,, g,) Elemente von
)[V, ¢+ f]. Ist A eine Zahl aus dem Intervall 10, 21 [,2 so gilt einerseits
J 4+ (1 — Ny, &V und andererseits

Mot (U= Nge S Mp(31) + 1 + (1 — 2)d(ya) + (1 — Nf <
=091 + (1 — )y,) + £.

Demnach ist ag, - (1 — 2)g; ein Element von [V, ¢ -+ f1.
Hilfssatz 333 Ist U nicht leer, so isi

(U, ¢'] = {(*, /%), ) € U x R: @' (y*¥, f*) < o}

eine konvexe M enge,
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Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort, wenn man beachtet; ‘dass
o'y ein konvexes Funktional ist. :

Hilfssatz 3.34. Ist 'V nicht leer, so ist
[V, (b4 A1 = (% F5), @) @'V X Rie<s "% %) — ()

fiir alle f & F eine konvexe Menge. P !
Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort, wenn, man beachtet, dass

‘Ul ein konkaves Funktional ist.
Anmerkung Ist f= 0, so schreiben wir statt [V, ¢ - /],
'V, (U + f)], einfach [V, &1 and ['V, "¢].

Vermittels der in den obigen Hilfssdtzen eingefithrten Mengen kann
man die Minimalelemente und die Maximalfunktionale charakterisieren.
Es gelten ndmlich die folgenden Durchschnittssdtze

saTz 3.3.1. Ein zuldssiges Element zq ist gewaw dawn ein Minimalele-
ment, wenn gilt 5

(33.1) [U, @1 (1 [V, &+ f1 =@ fiir alle f & F mitf < o(zq) — dlrz0).

Beweis. Notwendigkeil. Es sei zy ein Minimalelement. Wir nehmen an
es gebe ein Element f & F mit f < ¢(z,) — b(m(zo)) und

U, eIN [V, 4 + f] %9
Ist (y, g) ein Element dieses Durchschnitts, so gibt es ein e U mit
w(u) —y&a W und

(3.3.2) plu) =g =d(y) + /.
Da v aus V ist, gilt ¢(y) < d(=(n)). Aus (3.3.2) folgt dann

o(u) — Yin(w) = b(y) — b)) +f< 1.

Demnach ist
o(u) — b(m(u)) < ¢(zo) — $(m(20)),

was der Minimalitit von z, widerspricht.

Hinlinglichkeit. Bs sei (3.3.1) erfiillt. Wire z, kein Minimalelement,
so wiirde es ein zulissiges Element z; mit

o(z) — d(m(z) < @(z0) — $(r(70))
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gebe-ﬁ:-_Dann hiatten wir aber

L (@), o(2) & (U, 91 N IV, ¢ -+ o) — bln(z)],
was unserer Voraussetzung widerspricht.

sary 3.3.2. Ein Element fo aus J ist genau dann cin Maximalindikator,
wenn gl '. |

333) W, e 1N UV, "4+ =0 fir alle f &F mit f, < f.

Bewess. Notwendigheit. s seil fy ein Maximalindikator. Wir nehmen
an es gebe ein Tlement f & 17, so dass fy < f und

U, e 1NLV,'§+H] =90
gilt. Ist ((v*, f*), «) ein Element dieses Durchschnitts, so haben wir

o' (¥*, ) = o = (*, ) — ().

Wir 1jpte1'sclleiclell nun zwei Fille :

1° Tis ist
(P/(y*‘fy_:) . lq}(:y:{:’ f:::) ____frl:(f).
Diese Gleichung besagt, dass f ein Indikator von (y*, f*) is :
: ! , dass j e ¥, f*) ist. Wegen f, <
st dann f, kein Maximalindikator. Das widerspricht jedoch unoserejrc

Annahme.
2° Es ist

B, o' (% ) <Yk ) = P
Da der l}aunlf‘ gerichtet ist, gibt es einfh, & K, so dass fého.;gut'
Wegen f* & Kis gibt es aber ein Element &, & Kz mit f*(k) > 0, Setzt

man nun /2 = hy 4 hy, so gilt f < 7 und f*(h : p .
- A a3 ; > 0. Wir wihlen nun die
natiirliche Zahl » so gross, dass die Ungleic{hi)mg " “ '

(335) ; f*(%]l) -~ /’\;'J(y*)f*) - CP/(y*'f*)
gilt. Die Hilfsfunktion

PO) = Wy%, 1) — o'y, 2) — W) — (1 — Nfsb)

st fiir n o !
;5 ir %' [0, 1] stetig und nimmt wegen (3.3.5) und (3.3.4) die Werte

'S£E£t<m2u:u;d P&I?fi()(lan‘ D;lh}er gibt es ein Ay & 10, 1[ mit P(x,) = 0.
Di B8 = hof + (1 — xo)nh, so gilt also g & J(y*, f*) und %
leses  widerspricht jedoch wiederum der Maximal(eji)ger{sc)lmft \ﬁiffi.

2 = Bo
“eviue d'analyse .
<o numerique et de la théorie de V'approximation, tome 1, 1972,
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Hinlinglichkeit. Es sei (3.8.3) erfiillt. Wenn fo kein Maximalindikatol-
ist, gibt es ein zuldssiges Funktional (v*, f*) und ein eI % mit
Jo < f. Daraus folgt aber

(7% ), @'(5%, £9) € U, ¢'3 0 TV, (4 + ).

Die Annahme, f, sei kein Maximalindikator, fithrt also auf einen Wider-
spruch.

Korollar 331 Ein zuldssiges Funktional (vi, JoF) ast genau dany,
ein Maximalfunkiional, wenn es einen Indikator To €F besilzt, so dass Bezie-
hung (8.8.8) gilt.

34 Charakterisierung der Minimalelemente
durch Maximalfunktionale

Um die Minimalelemente durch Maximalfunktionale charakterisiorey
zu konnen, bendtigen wir folgende zusitzliche Bedingung :

(By) Haben die Mengen [U, @] und [V, ¥ + f] hichstens Randpunkie
gemeinsam, wobes f ein Element des Rawmes F bezeichnet, dann ist der Duych-

schwitt [U', o' 1N ['V, "(y + /)] nicht leer.

Es gilt

sarz 3.4.1. Bedingung (B,) sei fiir alle f aus F erfiilll. Ist z, & 7 ein
Minimalelement, so gilt

(3.4.1) [V, &' TO TV, ‘(b + olzo) — d(n(za)))] = 2.

Beweis. Die Mengen [U, ¢] und [V, § + ¢(z) — $(rn(z,))] haben
héchstens Randpunkte gemeinsam, weil ein gemeinsamer Punkt (v, 8)
dieser Mengen weder dem Inneren von [U, ¢] noch dem Inneren vou
[V, ¥ 4 o(zo) — P(n(z))] angehéren kann. In der Tat, mehmen wir an
(3, g) sei ein innerer Punkt von [U, @], so gibt es eine Umgebung @ von
8y und eine Umgebung, @ von 0, mit

(3.4.2) (3,8 + U x ©C [U, ¢).

Wihlen wir nun ein Element % aus Kz, so gibt es dafiir eine Zahl o > 0
mit (— oh) & @. Aus (3.4.2) folgt also (v, g— k) & [U, ¢]. Das bedeutet
aber, dass ein Element # & U existiert mit n(u) — y W und

(3.4.3) o(u) << g — ah.

Andererseits resultiert aus (y, g) & [V, ¥ + ¢(z,) — U(n(zo))], dass y der
Menge V' angehért und der Ungleichung

(3.4.4) g = 0(y) + 9(z0) — db(x(z)

ceniigt. Aus o(2)
,C%n_ter Benutzung von
Y
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—yeW und y &V ergibt sich aber {(y) < b(r=(u)).
(3.4.3) und (3.4.4) erhilt man also

o) — Y(r() =& — ok — d(r(n)) < g — dln(u)) = elzo) — P(m(20).
Diese Ungleichung steht jedoch im Widerspruch zu der Voraussetzung,

dass 7, ein Minimalelement ist. ‘ o
g ;&f ihnliche Weise zeigt man, dass auch die Annahme (y, g) sei ein

innerer Punkt von [V, ¥ 4 oz — P(m(20))], auf einen Widerspruch fithrt.
Wegen Bedingung (B,) gilt also (3.4.1).

Korollar 3.4.1. Bedingung (B,) sei fiir alle f aus F erfiillt. Isl
die Menge Z' leer, so gibt es tn Z keine Minimalelemente.

Hilfssatz 3.4.1. Ist zy ein zuldssiges Element, so sind die folgenden

Aussagen dquivalent .
1° Es gilt

((v&, /8), o' 78) € U o' TN IV, "+ o(ze) — dlm(z))) ]
2° (v, f¥) dst ein zulissiges Funltional mit '
(8.4.5) o' (38, f) = y§(m(20) — fo(o(zd)),
(3.4.6) YE 1) = 5 (m(z0) — f3($(m(z0))-
- 3° o(z0) — (n(2o)) ist ein Indikator des zuldssigen Funktionals (v§, f¥).

Bewers. Aus 1° ergibt sich die Ungleichung

(8.4.7) OO0 S8 = ", S — ez — dlr(z0)).
Hieraus folgt
O ) = p§(m(z)) — fi((za)) — fiolze) — dln(a) =
= i ((z) — S (o)

Andererseits ist aber
Yi(m(zo) — fiF(e(20)) =< @' (3, f8).

Demnach gilt Gleichung (3.4.5).
Unter Benutzung von (3.4.7) erhilt man

Y (20)) — fW(m(z0)) = v¥(m(z0) — f(el20) + Fi(o(ze) —
= Vo) < @' (98 1)+ fHlo(ze) — dlnlza))) = (o 13).
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Andererseits ist aber ‘
WE, f§) = v¥(r(20) — f(b(r(20)).

Demuach gilt auch Gleichung (3.4.6). Folglich resultiert Aussage 2° aus 1°,
Aus (3.4.5) und (8.4.6) erhilt man durch Subtraktion die Gleichung

(BA8) . [lole) — bln(e) = WoE, ) — o' 13).

Diese b‘esé.g.t, dass ¢(z,) — U(r(z,)) ein Indikator des zuldssigen I“llllktionhz.i.ls.
(v f&) ist. Demnach folgt Aussage 3° aus 2°.
Ans-Aussage 3° folgt wegen (3.4.8) sofort 1°.

. Beweis. Wir nehmgn indirekt an z, sei kein Minimalelement. Dann
bt os cin zuldssiges Iilement z, mit

o(71) — $(m(z1)) < 9(20) — P(m(z)),
woraus wegen fif € K+ die Ungleichung
W

1 P filola) — Ylxla))) < Fi(ole) — Un(zo)
.fOIgtAndererseits erhdlt man aus (35, /§), o) & ['V, (4 + o(26) — P(n(z0))) ]

Beachtet man diesen Hilfssatz, so kann man fitr Satz 3.4.1 noch die yi(n(zy) — fEe(n) — o = yi(r(21)) — fE((n(zy)) — o —
folgenden beiden I‘ormulierungen angeben : [ ! ]yt Al o

Korollar 3.4.2. Bedingung Z(DBI) sei fily alle | aus F erfiillt. Ist — fE(e(a) — n(2)) = V05 f5) — o — fi(ela) — din(a)) =
2y & Z ewn Mintmalelement, so gibl es ein zuldssiges Funkitonal (y¥, f¥) fiir = fE(e(z0) — Y(m(20))) — [ (e(z) — dlm(z))).

das die Beziehungen (3.4.5) und (3.4.6) gelien.

Korollar 3.4.3. Bedingung (By) sei fiir alle f aus T erfiilll. Ist
Zo & Z ewn Minimalelement, so gibt es ein zuldssiges Funktional fitv das
w(zo) — P(m(zy)) ein Indikator ist.

{Vlegen (3.4.9) ist also _ |
(8.4.10) Y5 (m(21)) — [ (o(z)) — o > 0.

Es erhebt sich nun natiirlich die Frage,' ob auch die Umkehrung von
Korollar 3.4.3 (also auch die Umkehrung von Korollar 3.4.2 und Satz 3.4.1)
gilt, d. h. ob jedes zuldssige Element z, fiir das es ein zulidssiges Funktional
mit dem Indikator ¢(zy) — (m(z,)) gibt ein Minimalelement ist. Wir werden
im folgénden zeigen, dass das unter passenden Zusatzvoraussetzungen der
Fall ist. Ohne Zusatzvoraussetzungen kommt man dabei nicht aus, wie _
A jfé);gzgide)?;]_giisgeﬂgelsédflﬁihjsfé oof, W L) {0}, F = R* versehen [y Nach Hilfssatz 3.4.1 folgen aus diesem Satz T
mit der komponentenweisen Halbordnung; ¢(u) = (2u, 0), $(u) = (u, 1) \ K‘O I 0_1 lar 3.4.4. Ist 2y ein zuldssiges Element und gibt es ein zulis-
und zw(u) = # fir alle # = U. Man stellt sofort fest, dass z, = 1 ein zulds- siges Funktional (v&, f&) mit [ & K&© fir das die Beziehungen (3.4.5) und
siges Element, jedoch kein Minimalelement ist. Hingegen ist ¢(zo) — (3.4.6) getten, so ist z, ein Minimalelement. |
— U(re(zo)) = (1, —1) ein, Indikator des zulissigen Funktionals (yg, fi)
wobel ¥ uid f¥ durch

Beachtet man nun, dass ((y§, f§), @) auch der Menge [U’, cﬁ’] angehort,
so erhilt man

Y (r(a) — felolz)) — o < o'(9§, f§) — 2 <0
im' Widerspruch zu (3.4.10). “

Korollar 34.5. Istz, ein zuldssiges Element und gibt es.ein zulis-

si6es Lunktional (g, f§) mit f3 & Kiit fitr das o(z,) — Y(n(zs)) ein Indi-
wator ist, so st z, ein Minimalelement. ] S

y&E(y) =0 fir alle y &Y,
) i} Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist
JS) =1 fir alle f = (fi, o) & F ' ‘IS%TE fé% Ist F ein Fundamentalyaum, so gilt: _
definiert sind, denn es ist ¢'(v&, f#) = 0 und "d(v§, f&) = — L. St Learngung (By) fiir alle [ aus F evfiillt wnd z, 552"”? ﬂaf’mzma&«

amenj, damn st o(z,) — Y(r(z,) ein Maximalindikator.

, é‘ﬁd'}az Ist %o, ewn zuldssiges Element und o(zo) — $(m(zo)) ein Maximal-.
i gtpr, S0 w8t zg ebm Minimalelement.

ulis cwers. 1° Nach Korollar 3.4.3 ist o(z) — U(n(z,) Indikator eines
iu‘ assigen Bunktionals (yg, /#). Beachtet man nun, dass es wegen ‘Satz 3.2.2

SN ST mit o(z) — Jfn : Tk ol
i MﬂXin‘lalind'ikfi(tgl)i i_stfp(r{zn)_) <_f gibt, so folgt, dass cp(zn) UTETEAN))

sarz  3.4.2. Ist z, ein zuldssiges Element und gibl es emn

(3 7). @) € [0, o'1 01 IV, (0 + glzo) — dlrleo)))]

mit ¥ e K", so st Zo ein Minimalelement,
Q
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2° Die Behauptung ergibt sich aus Korollar 3.4.5, derspruch zur Definition des Infimums steht. Demnach ist z,

0l i WI lelement.
Bemerkung. Aussage 1° dieses Satzes bleibt nicht giiltig, weny cin Minima
Bedingung (B,) nicht fiir alle faus F erfiillt ist. Um dieses zu zeigen, Wﬁhleﬁ_'
Wit X =Y =F =R U=1-00,0], V= [0, +[ W ={0}; p(u) = —y,
m(n) = wu fir alle u s U und §(v) = v fiir alle v V. Da Z — O ist.
ist 0 ein Minimalelement. — Andererseits ist )

Beachtet man Definition 8.1,8, so ergibt sich aus Satz 3.4.3 der folgende
'Qé , 3.4.4. Ist F ein Fundamentalraum, so gilt: ) o
?%Tf st Beda’ngzmg (By) fiir alle | aus F erfillt und zy & Z ein Minimal-
went, dann gibt es ein Maximalfunktional (v, f§), so dass @(zo) — b(m(z,))
ndikator von (v, fg'_) st ol i el
o Jst z, ein zuldssiges Element und @(z,) — q)('.l':(zp)) ndikator etnes
malfunktionals (v, f5), so ist zo ein Minimalelement.

U'={(y* ¥ & R*: f* > 0, y% 4- f* = 0},

’ — § v 2. S £ . .
und y e LR R e  Bei Anwendungen ist es oft schwierig direkt festzustellen, ob Bedin-
oung (B,) fir alle f aus F erfallt ist. Wir geben daher zum Abschluss dieses
:‘]Cijbscghni%ts noch eine Bedingung an die es uns't_ermiighchtgl')_m vielen kon-
Lkreten Aufgaben auf dieses Nachpriifen zu verzichten. Zunidchst beweisen
A wi 1 dOCh ) 2 8 3 g
B ]}'eIilfs satz 3.4.2 Git fivr (v % o) @Y% X F¥ X R die Unglei-
chung

o'(y*, f*) = 0 fiir alle (y*, f*) g U,
) = = ()R fiir alle (v, f4) g T

Demnach ist 2 = 'V, doch gibt es in dieser Menge kein Funktional mit

dem Indikator ¢(0) — (w(0)) = 0. Satz 3.4.3 ist in diesem Fall nicht an-
wendbar. i

Korollar 3.4.6. Ist F ein Fundamentalraum, so gilt: o
1° Ist Bedingung (B,) fiir alle f aus F erfiillt wnd 2y @ Z ein Minimal-
element, so gibt es ein Funkiional f* @ K, das der Gleichung

G411 fie(z) — () = inf {file(x) — $(n(2) : z & 2}

geniige, |
2° Gilt Gleichung (3.4.11) fiir ein zuldssiges Element z, und fitr ein
Funktional f§ aus Kiv, so ist 2, ein Minimalelement.

Bewers. 1° Nach Satz 3.4.3 gibt es ein zuldssiges Funktional (v, f&),
das der Gleichung :

(3:4.12) sup {v*(3) — /*(@): (1, &) & [U, o]} = o,
dann 15t [* aus Kps.
Bewe{s. Es sei f ein beliebiges Element des Kegels K, und %, aus U.
Dann gilt
(m(ug), @(uy) + nf) & [U, ¢] fiir alle n N,

wobei N die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet. Wegen (3.4.12)
ist demnach

L"'*(W(“o)) s f*(CP(%n) - ”f) < « fiir alle » & N,
I"Woraus durch Umformen
J3(o(z0) — dlm(zo)) = “b(vg, f3) — o' (v, F5)
geniigt. Hieraus folgt
T @(za) — b(n(z)) < 95 (n(2)) — fE(R() — vi(n() -
+ /5 (0(2) = f¥(e(2) — U(n(2))

fir alle z aus Z. Also gilt (3.4.11).
2° Wir nehmen an es gebe ein zulédssiges Element z, mit

P(z1) — P(m(z)) < o(zo) — $(m(2,)).
Hieraus ergibt sich wegen f¥ & K" und wegen (3.4.11) die Ungleichungr-'l

fi(olz) — br(z)) <inf {ff(e(2) — $(n(2)) : 2 & 2},

n Ly (m(ng)) — fH(puy)) — o] =< fH(f) fir alle n & N

folgt. Fiir # —oc hat die linke Seite dieser Ungleichung den Grenzwert
Null. Demnach ist F(H=o.

SATZ 3.4.5. Es gelte mindestens eine der beiden Voraussetzungen :

(Bo) Int ([U, 91) N (V x F) dst nicht leer?.
Dy \Be) Es gibt eon (u,, g) & U X F_mit_(n(ug), &) & Int ([V, $J).
Dann ist Bedingung (B 1) fir alle f aus F erfiillt.
. Beweis. Es sei f ein Element aus F, so dass die Mengen [U, ¢] und
IV, b+ ] hdchstens Randpunkte gemeinsam haben. Wir nehmen an
Oraussetzung (B,) sei erfiillt. Beachtet man Hilfssatz 3.3.1 und Hilfssatz
732, 50 gibt es nach dem Trennungssatz fiir konvexe Mengen (vgl.
%) Int (M) bezeichnet das Imnerve det Menge M.
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KOTHE . [36, S. 191]) ein Tunktional * & (Y x F)* und  eine teella

Zahl i s (v, f*) aus 'V st und der Ungleichung
ahl o mit

a < Y(yE, ) — fH(f)
igt. Demnach haben wir
(v, f¥), @) & [0, @10 [V, (0 + /)],

Tis sei nun Voraussetzung (B,) erfiillt. Wie vorhin folgt die Existenz
 nictionale y* e Y* f* e % und einer reellen Zahl o, so dass.
A5) and

(34.13) sup ()t = U, oD s osinf @*():t e [V, & + £, - 11
(3.4.14) t5(f) < o fitr alle ¢ & Int ([U, o).
Definiert man nun die Funktionale »¥ound f* durch

YHy) = (v, 0p) fir alle y &V,
FHg) = — 1%((0y, g)) fir alle g = F, . L2
50 gillt v eyt f* e F* und g (3.4.18) o < y*(y) —f*(g) fir alle (y, ¢) & Int ([V, ¥ + f])
: Nach Hilfssatz 3.4.2 ist f* aus I+ Um zu zeigen, dass f* dem Kegel
angehort, bemerken wir, dass (=(u,), g, + f) ein innerer Punkt von
Y -k f] ist. Wegen (3.4.15) und (3.4.18) gilt also

-

PE(E) = a%(y) — f*(g) fir alle ¢ — (o eY x F.

Die Bezichungen (3.4.13) und (3.4.14) kann man also auch wie folgt schrei

ben : y¥(m(no)) — fHo(uo)) = o < y¥*(m(10y)) — f*(go + /),
i) - L .
(3.4.15) sup {¥(y) — f*@): (v, g) € [U, o)} =< o =< \‘r?raus die Ungleicllmng
=inf () —f4g): (v 9 & IV, & + /1), [He(ue) — gy — /) >0
(3.4.16) YEy) — () < « fir alle (v, ¢) & Int ([U, 0]). lolgt. Der weitere Beweis verliuft nun wie im vorhergehenden Fall,

Nach Hilfssatz 3.4.2 folgt aus (3.4. ss % dem Kegel /e angehort.
1\, 1ch IIIH‘SSEVU 3.4.2 .,.O gt aus (8 4715)3 (lassyj dul} j .(gelifu ang ! e T B
Um zu zeigen, dass f* sogar aus Kk ist, wihlen wir ein Elenient
A ‘Hilfs satz 3.5.1. Istz,ein 2ubdssiges Llement wund (v, fE) esn zulis—
Swges Funktional, so gelten die folgenden Aussagen :

1% Ist o(z,) — V(n(zo)) ern Indikator von (v, f&), so gult

(o &) & Int ([U, 43) N (V x F).

. OV lis 3;1) La(m(z0), ¥%) = Li(n(z y Vo) =< Lyfw, p
' YE(5,) f’“(go) < SJ""(}’Q) Ty - 1). K a (20) ¥*) 1_( (%) ¥o) W{v 3'0)
Also ist

(3.4.17) FHg0 — ws) — f) > 0.

Jiir alle VE aus

: gy Ui={*ev*: (% ) e U4
Da der Raum F gerichtet und F =~ {05} ist, gibt es ein & & K mit &o
— §(yy) — f=h. Wegen (3.4.17) ist damn FH(h) >0, d. h. f* ist aus Ly,
Beachtet man nun, dass.(x(#), o(u)) fiir alle % aus U der Menge [y’ ‘PJ
angehdrt, so- folgt aus (3.4.15) dass (v*, f*) & U’ und @ (v, f¥) = o. (_7811_‘1_1-'
so ergibt sich aus / i

nd alle g ;
Hdoalle v oaus V., wobes Ly durch

Lo, %) = y*0) — fE(0) — ¢'0, 3)

(0, Y(0) +f) & [V, & + f] fir alle v & 7, - - Wdlle (0, %) @V % UL erkiant ist,
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2° Gilt Beziehung (3.5.1) und
(3.5.2) sup {y*(m(z,)) — o'(v*, f5) 1 v* & Ui} = f§(e(20),

50 1st @(zg) — G(n(zo)) evn Indikator von (yi, f&).
Beweis. 1° Ist ¢(z,) — {(rn(z,)) ein Indikator von (y§, fi), so haben wir

(3.5.3) T (e(za) — dlm(20)) = "V, f§) — o' (95 f5)-
Andererseits gilt aber
Wi f§) — o' (e [§) = Lalv, 5)
fir alle » aus ¥V und
Li(m(zo), y¥%) = y*(ne(20)) — S5 (P(r(20)) —
— (*(m(20)) — f5(0(20))) = fif(@(20) — d(m(20)))
fir alle * aus U]. Beachtet man (3.5.3), so folgt also
Ly(r(20), 3%) = [ (0(20) — $(m(20)) = Li(v, ¥5)

fiir alle y* aus U, und alle v aus V. Hieraus ergibt sich sofort (3.5.1).
2° Bs seien nun (3.5.1) und (8.5.2) erfiillt. Aus

Li(m(zo), ¥%) = Ly(n(zo), yg) fiir alle y* & Uj
erhéilt man dann die Ungleichung
sup {y*(r(z,)) — o'(y*, f§) : y* & Ui} — fi(d(r(20)) = Lulm(20), 55)-

Wegen (3.5.2) gilt also

T (@(zo) — d(m(z0))) = Li(n(zo), ¥5)-
Beachtet man andererseits, dass

Ly(n(zo), ¥5) =< Li(v, y) ftr alle v & V

die Ungleichung

La(n(zo), y8) < "W 1§) — o' (95 f3)
zur Folge hat, so ergibt sich

Fi(elzo) — blr(20))) = "Dy, f3) — @'(v3 f§)-
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Aus der Definition von "¢(y5F, f¥) und von ¢'(y¥, f&) resultiert aber
B £ — @ (08, 5) = fi(e(20) — dlm(20)))-

Demnach gilt Gleichung (3.5.3), d. h. ¢(z,) — ¢(w(z,)) ist ein Indikator
des zuldssigen Funktionals (v, f§).

Bemerkung. Beziechung (8.5.1) besagt, dass (n(z,), v§) ein Sattel-
punkt von L, beziiglich der Menge V X Uj ist.

Beachtet man obigen Hilfssatz, so ergeben sich aus Korollar 3.4.3
bzw. aus Korollar 3.4.5 die folgenden beiden Sétze:

satz 3.5.1. Bedingung (B,) sei fiir alle f aus F erfillt. Ist 2, S Z ein
Minimalelement, so gibt es ewn zuldssiges Funktional (v, f¥) fiir das die Unglei-
chungen (3.5.1) gelten.

oAtz 3.5.2. Ist 2z, ein zulissiges Element und gibt es ein zuldssiges
Funktional (v&, f&) mit f& < K& fiir das die Beziehungen (3.5.1) und (3.5.2)
gelten, so ist z, ein Minimalelement.

Weiterhin erhilt man wegen Hilfssatz 3.5.1 aus Satz 3.4.4 den folgen-
den Sattelpunktsatz:

sartz 3.5.3. Ist F ein Fundamentalvauwm, so gilt:

1° Ist Bedingung (B,) fiir alle f aus F erfiillt und z, & Z ein Miwimal-
element, so gibt es ein Maximalfunktional (y§, f¥) fiir das die Ungleichungen
(8.5.1) gelten.

2° Ist z, ein zuldssiges Element und gibt es ein Maximalfunkiional
(v¥, f¥) fiir das die Beziehungen (3.5.1) und (3.5.2) gelten, so ist z, etn Mini-
malelement.

Ahnlich wie Hilfssatz 3.5.1 beweist man den

Hilfssatz 3.5.2. Ist z,ein zuldssiges Element und (v, f&) ein zulds-
siges Funktional, so gelten die folgenden Aussagen : .

1° Ist o(zo) — b(n(zy) esn Indikator von (y§, f§), so gilt
(3.5.4) Ly(zo, ¥*) = Lo(20, 75) = La(, 5)
Jiiy alle w aus U und alle y* aus

V= {yr @Y*: (% f) &),

wobet L, duvch

Ly(w, y¥) = — y¥*(n(w)) + f&{e(w) + (¥ fF)

fitr alle (u, y*) & U X 'V, erklirt ist.
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2° Gilt Beziehung (3.5.4) und
(355) it {yH(ele) — W% )yt € Vo = (),
s0 1st @(2y) — Y(n(z,)) ein Indikator von (v§, fi).

In diesem Tall besagt (3.5.4), dass (z,, y&) ein Sattelpunkt von L,
beziiglich der Menge U X 'V, ist.

Beachtet man Hilfssatz 3.5.2, so ergeben sich aus Korollar 3.4.3 bzw.
aus Korollar 3.4.5 die folgenden beiden Sitze:

sa17 3.5.4. Bedingung (B,) sei fiir alle f aus F erfiillt. Ist z, S 7 ein
Munimalelement, so gibt es ein zulissiges Funktional (y§, f5) fir das die
Ungleichungen (3.5.4) gelten.

sarz 3.5.5. Ist zy ewn zuldssiges Element und gibl es ein zulissiges
Funktional (y¥, f&) mit f& & K+ fiiv das die Beziehungen (3.5.4) und (3.5.5)
gelten, so ist z, ein Minimalelement.

Aus Satz 3.4.4 erhidlt man nun noch den folgenden Sattelpunktsatz :

satz 3.5.6. Ist F ein Fundamentalvaum, so gill:

1° Ist Bedingung (By) fiir alle f aus F erfiillt und 2z, & Z ein Minimal-
element, so gibt es ein Maximalfunktional (v, f¥) fiir das die Ungleichungen
(8.5.4) gelten.

2° Ist zy ewn zuldssiges Element und gibl es ein Maximalfunktional
(v&, f&) fiir das die Beziehungen (3.5.4) und (3.5.5) gelten, so ist z, etn Minimal-
element.

36. Charakterisierung der Maximalfunktionalie
durch Minimalelemente

Um die Maximalfunktionale durch Minimalelemente charakterisieren
zu kénnen, bendtigen wir weitere zusitzliche Bedingungen u. zw. :

(Bo) Aus [U, ¢ (V [V, & + f] =0 folgt [U", &' 1O\ ['V, (¢ + /)] = &,

(Bs) Gibtes fiir jedes g & F, f < g, ein zuldssiges Element z, mit o(z,) —

— Y(r(2,)) < g, dann gibt es ein zuldssiges Element z mit o(z) — U(n(2)) =g

fitv alle g a F, f<g.
In beiden Bedingungen bezeichnet f ein Element des Raumes F.

satz 3.6.1. Die Bedingungen (B,) und (B;) selen fiir alle f aus F erfiilll.

Ist (y¥, f&) &2’ ein Maximalfunktional, so gibt es ein zuldssiges Element z,,

mit dev Eigenschaft, dass @(z,) — P(n(z,)) ein Indikator von (v, f¥) ist.
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Pl

Bewers. Es sei f ein Maximalindikator von (y#, f&). Nach Satz 3.3.2
gilt dann

W lN [V, +gl=0 tfuralle g &F, f<yg.
Hieraus folgt
(3.6.1) U, elIN [V, ¢+ gl==0 fiur alle g g F, f<g,

denn wire der Durchschnitt [U, @] N [V, & 4 g] leer fiir ein g = F, = g,
so miisste nach Bedingung (By) [U’, '] () ['V, /(¢ 4 g)] nicht leer sein.
Ist nun (y,, fo) aus [U, ] N [V, ¢ 4 g1, so gibt es ein Element w, = U
mit w(u,) — v, € W und

(36.2) Q) = fy = 4w +

Wegen y, & 1 ist aber n(1,) aus V und es gilt $(v,) << Y(m(u,)). Also folgt
aus {3.6.2)

(3.6.3) Dlng) — blre(u)) < g.

Demmach besagt (3.6.1), dass es fiir jedes g & F, f< g, ein zuldssiges
Element u, gibt fiir das die Ungleichung (3.6.3) gilt. Nach Bedingung (B;)

gibt es also ecin zulissiges Element z, mit

P(20) — P(m(z)) == ¢ fiir alle g & F, f <.
Daraus folgt

(B64)  frlolz) — dir(2) = fie) fir alle g & F, f < g.

Da der Raum F gerichtet und F 7= {0, ist, gibt es ein g, & K¥, so

dass f < g, gilt. Mit Hilfe dieses Elements konstruieten wir die Folge

go=/+2""g.—f) fir n SN,

Man stellt sofort fest, dass dann f<g, fir alle n & N gilt und

lilll fg(g¢z> - f(;k(f)

H=0co

Infoigedessen ist wegen (3.6.4)

(3.6.5) Jelz0) — blrlzo) = fE().
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Beachtet man nun einerseits, dass f ein Indikator des Funktionals (v, fxy
ist, und andererseits die Ungleichung

VE S5 — @' (08 £ = Fi(elza) — Y(m(20))),

so folgt aus (3.6.5)

T elzo) — b(m(za)) = "blys, f§) — ¢ (v, £3),
d. h. @(z) — P(m(z,)) ist auch ein Indikator von (v, f¥).

Korollar 3.6.1. Die Bedingungen (B,) und (By) seien fiir alle i
aus I erfiillt. Ist (v, f§) € Z' ein Maximalfunktional mit 5 € K, dann
gibt es ein Minimalelement z, mit der Eigenschaft, dass @(20) — Y(m(z)) ein
Indikator von (y§, f¥) ist.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 3.6.1 und Xorollar 3.4.5.

satz 3.6.2. Ist (v, f&) ein zuldssiges Funktional wit f& & Kidund
gibt es ein zuldssiges Element z, mit der Eigenschafl, dass ¢(z,) — P(m(zo))
ein Indikator von (y§, f§) ist, so ist (¥, f¥) ein Maximalfunktional.
Bewers. Die Behauptung folgt aus Satz 3.2.2.

Korollar 3.6.1 und Satz 3.6.2 ergeben nun das Hauptergebnis dieses
Abschnitts :

saxz 3.6.3. Ist F ein Fundamentalvaum, so gill :

1° Sind die Bedingungen (B,) und (B;) fiir alle f aus F erfiillt und ist
(v, f&) ein Maximalfunkitonal, dann gibt es ein Minimalelement z,, so dass
o(z0) — (m(z,)) ein Indikator von (v, f&) 4st.

2° Ist zy eon Minimalelement und @(z,) — G(r(z,)) ein Indikator des
zuldssigen Funktionals (y§, f¥), so ist (vE, f&) ein Maximalfunktional.

Bemerkung. Aussage 1° dieses Satzes gilt nicht wenn man
auf Bedingung (B;) verzichtet. Das zeigt folgendes Beispiel :

Es sei X =Y =F =R, U=V=1[0, o[, W={0}; ou) = e,
$(u) = 0 und n(u) = » fiir alle & U. Dann ist Z = U, jedoch gibt es
in dieser Menge keine Minimalelemente. Man stellt sofort fest, d_ass Bedin-
gung (B;) fiir f = 0 nicht erfiillt ist. Bedingung (B,) hingegen ist fiir alle
f € F erfillt.

Andererseits ist

U = {(y* f*) & R*: y* =<0, f* > 0},

V=10% e Ry =0, /%> 0}
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und
@ (% f*) = O falls y* =0, f* > 0,

"Y(y*, ) = 0 fir alle (y*, ff) e V.

Demnach ist Z* = {(0, f*) : f* & R, f* > 0} und jedes Funktional dieser
Menge hat Null als Indikator. Folglich sind alle Funktionale aus 2’ Maxi-
malfunktionale.

Zum Abschluss dieses Abschnitts bemerken wir noch, dass Bedingung
(By) erfilllt ist falls Bedingung (B,) erfiillt ist. Sind die Bedingungen (B,)
oder (Bj) erfiillt, so gilt also auch (B,) fiir alle f aus F.

Uber (B;) haben wir
satz 3.6.4. Die folgenden Voraussetzungen seien erfiillt :
1° F ist ein Vektorverband, X ein topologischer Vektorraum.
2° Kp ist normal (vgl. PERESSINT A. L. [42, S. 61]).
3° Die Abbildung f — |f| ist stetig.
4° o, b, w sind stetig.
5° Z ist kompakt.
Dann ist Bedingung (Bg) fiir alle f aus T erfiill.
Beweis. Wir beweisen zundchst folgende Aussage :

Sind (g.)vea und (h)yen zwei konvergente verallgemeinerte TFolgen
aus F mit

(8.6.6) gy =< h, fiir alle v € A,

so gilt lim g, < lim 4,
In der Tat, aus (3.6.6) folgt sup {g, &} = h,. Setzen wir nun g —
= lim g, und % = lim 4, so gilt

(3.6.7)  |sup {g, A} — h| = |sup {g, i} — sup {g, h}| + |sup {g, b} —
~ sup {gy, A} = [h — b + |g — g

Wegen 3° ist aber
lim (&~ %) + |g — gl) = 0p.
Da Kz normal ist, folgt daher aus (3.6.7) die Gleichung
sup {g, h} = lim h,.

Daraus ergibt sich g < 4.
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Es sei nun f ein Element aus I’ mit der Eigenschaft, dass die Menge

Ze={r 21 9(2) — bin(?) =g}

fir alle g g IY, f < g, nicht leer ist. Wegen Voraussetzung 4° und der vorhin
bewiesenen Aussage ist Z, abgeschlossen.

(An)nen sel eine 111cht wachsende Folge aus dem Intervall ]0, 1[, die
gegen Null konvergiert und g, ein Element aus F mit f < g,. bet&eu W1r

&n = (1 e 7\11)f+ Mo flll‘ alle » & N,
so folgt f< g, fir alle n e Nund g,=g,= ... =g, = .... Daher ist
S=1{Z,:n & Nj}

ein zentriertes System von abgeschlossenen Mengen. Wegen der Kompakt-
heit von Z gibt es dann ein zuldssiges Element 2z mit .

o(z) — Y(n(2)) =< g, fur alle n & N.
Beachtet man, dass

lim g, =f

ist, so folgt daraus ¢(z) — d{n(z)) =< f. Dann ist aber
o(2) — d(=(z)) =g fur alle g S F, [ <g.
Demnach ist Bedingung (B;) erfiillt.

5

37. Das Dualitdtsprinzip

Sind f und g Elemente von I, so schreiben wir f < g, wenn es ein /ulas—
siges Funktional gibt, fiir das f und g Indikatoren sind.

Beachtet man diese Definition der bindren Relation <, so ergeben
Satz 3.2.2, Satz 3.4.3 und Satz 3.6.3 folgendes Duahtatsprmup fir die
beiden im Abschnitt 3.1 gestellten Optimierungsaufgaben :

Dualitidtsprinzip. F sei ein Fundamentalvawm und die Bedin-
gungen (B,), (B;) seien fiir alle f aus F erfiills. Dann gelten die Aussagen :

1° Gilt fiir 2 S Z und f & J die Bezichung
(3.7.1) ¢(20) — Y(n(zo)) </,

so ist 2y etn Minimalelement und o(z,) — U(w(20)) ein Maximalindikator.
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2° Ist 2y & Z ein Monimalelement, so gibt es ein f & J fiir das (3.7.1)
gult.

3° Ist f & J ein Maximalindikator, so gibt es ein 2, & Z fiir das (3.7.1)
gilt.

Setzt man

— (o) ~¥x() 2 €2}, @ =3,

so bemerkt man, dass im Falle der primiren Optimierungsaufgabe die
minimalen Elemente von & und im Falle der dualen Optimierungsaufgabe
die maximalen oder mit ihnen in der Relation < stehende Flemente
von &' gesucht werden. Interpretiert man die primire und die duale
Optimierungsaufgabe in diesem Sinn, so besagt obiges Dualitdtsprinzip,
dass diese beiden Optimierungsaufgaben in (F, <) dual zueinander sind
beziiglich der bindren Relation <.
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