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SUR QUELQUES METHODES ITERATIVES POUR
LA RESOLUTION DES BEQUATIONS OPERATIONNELLES

par
A. DIACONU et I. PAVALOIU
(Cluj)

Dans I'application de quelques méthodes itératives a la résolution des
équations opérationnelles non-linéaires la difficulté essentielle est la nécessité
de la résolution a chaque pas d'itération d'une équation opérationnelle liné-
aire.

Par exemple, on considére pour la résolution de l’équation suivante:

1 P(x) =0,

oit P:X — Y est un opérateur non-linéaire, X, Y étant des espaces de
Banach, la méthode bienconnue de Newton-Kantorovitch :

(2) Xy, = Xu— [Pl(xn)].—l P(xn) n = 0: 1; s

On observe que pour 'application de cette méthode il est nécessaire
de résoudre & chaque pas d’itération 1'équation opérationnelle linéaire sui-
vante :

(P'(x,))(B) = — P(x,) n=201,....,

ot P'(x):X — Y pour x fixé, est un opérateur lindaire, représentant la
dérivée de Fréchet de l'opérateur P dans le point x.

Cette difficulté se peut éliminer, si on considére outre la suite d’itéra-
tions (#,)r-o une suite d’opérateurs linéaires (4 Jio; 4,0 Y - X tend vers
l'inverse de l'opérateur linéaire qui intervient dans la méthode itérative
considérée.
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Dans le cas de la méthode de Newton ce probléme a été étudié par
8. UM dans le travail [14]. Pour la résolution de I'équation (1) s vr/m
a considéré la méthode itérative suivante :

Ny = X, — Au P(x»)

(3) *AnJrl - Au (2 E - P (xﬂ+l) ‘4");

n=201, ...

oft dy:Y — X est un opérateur linéaire arbitraire. On observe que
A,Y - X pour chaque # =0, 1, ....

Les résultats de s. vra sont basés sur I'hypothése que I'équation (1)
admet une solution.

Dans le travail [2] nous avons étudié la convergence du procédé itéra-
tif (3), sans I'hypothese de I'existence de la solution de I’équation (1). Nous
avons établi le théoréme suivant:

THROREME 1. St dans la spherve S — {x|||x — x| =< 1} les conditions
suivantes sont vemplies :

1) L'opérateur P admet des dévivées de tvpe Fréchét jusqu'a Uordre 2
inclusivement, la dérivée du premier ovdre de I'opératewr P, admet une inverse
bornée, 'c'est-a-dive, pour chaque x & S, |I[P'(x)] || =< B < 1 ocet [|P"(x)]]
=M < +oc.

2) L’élément initial x,, Vopérateur initial A, et les constantes B et M
satisfont & la condition :

max {2M B?||P(x,)||, [|E — P'(x0)4 oll} =< =4,

1
9

—d—ﬂ, P =2 — ¢, >0 dant arbilraivement petit,
9MB(1 — a7 _

alors onl liew les propriétés suivantes :

1) Les suites (%,)40, (A4,)n=0 sont convergentes. _

2) L’équation (1) admet la solution x* &S quwon peut obtenir comine

la limate de la swite (x,), 0 générée par (3) e :

oit d <1 el v =

A% =1Tim A, = [P'(x%)] .

nH— %G

3) On a les inégalités suivantes :

pll
(4) %, — 2| < £ L m=0,1, ...,
9MB(1 — ¢ P71
ﬁ)l
(5) 4, — A*|| =< =il ,n=20,1, ...

9(1 — a?"*™M)
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Le résultat présenté ci-déssus, établit outre la convergence du procédé
itératif (3) I'existence de la solution de I'équation (1). Les inégalités (4) et
(5) donnent la rapidité de convergence, une évaluation de lerreur et moi-
trent que le procédé itératif (3) a I'ordre de convergence pP=2—¢e>0
arbitrairement petit. En fin le procédé itératif (3) a l'ordre de convergence
arbitrairement proche de 'ordre de convergence de la méthode de Newton
sans toutefois l'atteindre.

Daus le travail [2] nous avons étudié en méme temps d’autres procédés
itératifs obtenus a partir de méthodes itératives bien connues. En partant
de la méthode de la corde nous avons considéré le procédé itératif suivant

xn—!—l = ¥, — An P(xu)

(6) {Au—il = An (2E e [xm xn—;—l; P]‘4¢:): n = 0:1) LI

et en partant de la méthode de Steffensen le procédé:

Xy = Xy — An p "
7) { 1 (%,)

1‘4"+1 - An (2E — [xll-l—l’ Q (xn—{—l) ; P] /ln): n = 0)1:' .

ol vy est un ¢lément arbitraire de U'espace X, l'opérateur 4, est un opéra-
teur linéaire arbitraire qui transforme I'espace Y dans X, [%,y;, P]: X =Y
est la différence divisées, [6] de I'opérateur P sur les noeuds x yvae X
et lopérateur () est un opérateur itératif attaché A I"équation (1), [7].

Relativement aux procédés (6) et (7) nous avons établi les théorémes
suivants :

THEORTME 2. Su dans la sphéve S = {x
sutvantes sont remplies.

1) L'opérateur P admet des différences divisées Jusqu’a Vordre 2 in-
clusivement, la différence divisée du premaer ovdve admet une inverse et -

Hlx, v Pl Y < B < +oo pour chagque x, y&Selllxy z2; Plll<
M < -foc pour chaque x,y, 2z & S, (par [x,9,2; P]:X - (X > Y) nous
avons désigné la différence divisée de l'ordre 2 de l'opérateur P).

2) Lopératenr A, est borné et A4 4] < 2B.

3) On a les inégalités :

o — x|l < 7} les conditions

max (4MBY(P(xo)ll, o VABE TP, |IE — [ro, % U < La,

. d L+V5
owd<<lety=——% =

= 18MB(1 — a?71) ' ? 2
petit,

alors ont liew les propositions suivantes :

— e, >0, arbitrairement

1) Les suttes (x,)uo et (A,)r-0, générées par (0), sont convergentes.
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2) L'équation (1) admet la solution x* &S et limx, = x*.

3) Si A* =1lim A,, alors A* =lim [x, %,,,; P]7' (Uopérateur

H— 11— 00
[%,, %,.1; P]°! existe pour chaque # =0, 1, ..., par ce que x, &S5,
= 0. o)
4) On a les inégalités suivantes :
. H
8) (3% — x| < & A 2L 05l
" == J ) >

18MB(1 — dP" @~y

s 2B n—1 ,
© s — ) = 200

THRORDME 3. St dans la spheve S = {lex — %o|| =71} les conditions
suivantes sont remplies : : _

1) L'opératewr P admet des diffévences divisées jusqu’a Uordre 2 inclusi-
vement, la différence divisée du premier ordre admet une inverse, ||[x, y; P] 7|
< B < 400 pour chagque %, y &S et ||[x, 9, 2; Pll| <M < oo pour
chaque %, v, 2 S S. - ]

2) L'opérateur Q satisfait anx conditions swivanies :

Q%) — QW = Lllx — yll,  pour chaque  x,y &S, L &Ry,
N — Q(x)]] = «|| P(%)]], pour chaque x &S, o« &Ry
3) Les conditions suivantes sont vérifiées :

max{2M B2B + )| P(xo)ll, |E — [%0, Qo) ; P1A,[|} < cd

d cd
v d <1, p = — .,
o AT 2MB(2B + o) + M@B + o)(1 —a?™}
¢ =minfLt, , ool = L , P =2 — ¢, € >0 arbitrairvement petit,
2 14 2B + «

alors :

1) Les suites (%,)n—0 et (A,)n-0, générées par (7), sonl convergentes.
2) L’équation (1) admet la solution x* & S qu'on peut obtewiv comme

la limite de la suite (x,). =0 donnée par (7) et:

A% — Sim 4, = [2% Q¥ ; P17 = [P/(+%)]

N D
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(donc nous pouvons conclure a I'existence de la dérivée de type I'réchet de
Topérateur P dans le point x*)
3) Somnt vérifiées les inégalités:

pll
a L0, 1,01 .1

(10) % — 2]l < r
M (2B + @) (1 — e 1))

(11) ||A>==—A,LHSB“”’”[1+ 28l il ] o
(2B +a)(1 —a?"®7Y),

Les théoremes (2) et (3) montrent que l'ordre de convergence des
procédés (6) et (7) estﬁzv—s— ¢ respectivement 2 — ¢, ¢ > 0 arbitraire-

ment approché de I'ordre de convergence de la méthode de la corde, respec-
tivement de la méthode de Steffensen, sans toutefois atteindre I’ordre de
ces méthodes.

Pour la démonstration des théorémes énoncés nous avons utilisé la mé-
thode des systémes des inégalités récurrentes.

Pour les procédés (3) et (7) on emploie le systéme suivant:

S 2+ ngn
(12) {91;+1M9n‘| P

8n+1 g (Sn _|_ apn)z; n = 0) 1: view
+I' dans le cas du pro-
o

cédé (7). On choisit p, = 2MB?(|P(x,)|| dans le cas du procédé (3) et
en=2MB(2B+}a) [|P(#,)|| dans le cas du procédé (7), 8, = || E—P'(x,)4,|
dans le cas du procédé (3) et §, = ||E — [x,, O(x,); Pl4,|| dans le cas
du procedé (7). Avec les notations ci-dessus p, et 8, vérifient le sys-
téme (12).

Relativement au procédé (6) on choisit p, = 4M B?||P(x,)|| et &, =
= || — [x,_1, %,; Pl4,]| et on démontre que l'on a les inégalités
smvantes :

ot @ = 2 dauns le cas du procédé (3) et a = o' = o
2B

H

PfH—l g 9121 + pn Pr—1 —|_ P 81;
8n+1 § (81; + P + pn—1)2

Des systemes (12) et (13) on déduit facilement que:
Po = cd?" et §, =< cd?" pour les procédés (3) et (7) et o, << cd®”, 8, << cdt"™

(13)

pour le procédé (6). La constante ¢ = 5 bour les procédés (3) et (B) et ¢ =

= min {% = ! pour le procédé (7), p = 2 — < pour les procédés (3) et (7)
,{, 0"

et p = l—zi — ¢ pour le procédé (6), € > 0 arbitrairement petit. En

4 — Revue d'analyse numérique et de la théorie de !'approximation, tome 1, 1972,



50 A. DIACONU ET 1. PAVALOIU 6

utilisant ces inégalités on déduit facilement dans chaque cas que les suites

(%,)—o sont convergentes. .

Les autres conclusions se vérifient directement par le caleul.

Nous nous posons maintenant la question suivante: si au lieu de la
méthode de type Schultz utilisée pour T'approximation des opérateurs

1inéaires . _([_‘P'(xn)]_l):i—ﬂ' ([xw xﬂ-]-l; ‘P]_l);‘;ﬂ (—‘_t ([x;;-i-l’ Q(xﬂ-r-l) :1)])*?:0
nous utilisions une méthode plus rapidement convergente, l'ordre de
convergence des procédés obtenus pourrait-il devenir respectivement
égal 4 lordre de convergence des méthodes de Newton, Steffenser: res-
pectivement de la méthode de Ia corde ?

Pour T'approximation de I'inverse d'un op€rateur linéaire A4:V - X
la méthode suivante est bien connue. :

Appy = A, (BE — 344, + (14,)), n=0,1

3 e wey

qui est la méthode de Tchébischeff pour le calcul de I'inverse des opérateurs
linéaires. Cette méthode a Uordre de convergence 3.
Cette méthode se peut combiner avec la méthode de Newton, la méthode

de la corde et de Steffensen. Nous obtenons alors les trois procédés sui-
vants:

(14) xﬂ-{-l = X, An r (xn)

An+1 = Aﬂ[SE e 31)(.%”_,’_1)1‘,[” + (Ijl(x7z+I)An)2]) n = O: 1: LRI
(15) <x1;+1 = Xy — An P(xn)

Au+1 I An [3E . S[xw xn+1; P] fin + ([xw xn»]—l ) ‘P]An)zj) n = 0; 1; .
¥pp1 = X, — An p (xn)

An+1 = Au [3E - 3[xn+1’ Q(xn-rl) P] Aﬂ + ([xn-f-b Q (xﬂ+1) ,P]A%)‘&j,
n=2~01,...

(16) |

Pour étudier les convergences des procédés itératifs (14) et (18) nous
employons le lemme suivant :

Lemme 1. Soient données les suites (p,)eo, 0,20 (8,)n20, 3,=0
qui satisfont aux inégalités vécurrentes suivantes -

Prr1 = 912; ‘l_ Pu 8:;

(17) 8n+1 § (Sn _l— apﬂ)S! a > 1; = O; 1: e
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Stpo=od, H=Pd, ot <1, a<1—f et de— B
[a + (1 — a)BP

alors les éléments des suites données satisfont aux inébgalités :

(18) pn § a'dzn’ 811 é de"
et lim p, =0, lim §, = 0.

D émonstration. Nous démontrerons en utilisant la méthode de ’induc-

tion mathématique que pour # = 0, 1, ... sont vraies les inégalités sui-
vantes.
(19) Pﬂ g 6" dzﬂ g adZ”’ Sﬂ § Mﬂ dzn é Bd2”
ol :
(20) { 0, = 03 + Oopto
i = (po - a0,)%d
et
en— — 6121 g en
(21) 7T i e
(J.”+1=(LL"—I—¢6”)3CZ2, n=12 ...,

Pour 7 = 0 les inégalités (19) résultent des hypothéses du lemme. Pour
#=0 de (17) on a:

pr = (0F + Oouo)d® = (02 + af)d? < ad?
81 = (o + a0,)%dd? < (B + aa)dd® < pd?

y i — B 1, alors:
parceque si B <1 et d<[a+(1—a)@]8’ a > 1, alor

[or.z—l—aB<oc
(B + an)®d < g

Nous supposons maintenant que les inégalités (19) sont vraies pour
" = k et nous montrerons qu’'elles ont lieu pour n = % - 1
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En effet de (17) nous déduisons :

{ Pk+1 é pl% + PI( 8k
8/;4-1 _<.: (8;_}“ a pk)a

d’ot, en tenant compte de (19) et de I'hypotheése de Pinduction on a
ot = (07 4 0,1,) ' < (02 b aB)dt ! < gttt

i1 == (wy + a0,)° % << (B 4 ae)®d? @2 4 part!,

par ce que des hypotheses du théoréme il résulte d < 1
11 résulte que les inégalités (19) sont vraies pour chaque # et tenant
compte de fait que d < 1 nous avons lim p, = 0, lim 3, =0.Le lemme est

n—» n—=w

démontré.
Pour la méthode (15) nous établirons maintenant le

Lemme 2 Soient données les suiles (p,)io, 0, =0, (8,)n=0, 8,=0
qui satisfont aux inégalités vécurventes suivantes :

(22) { Pnt1 = Pi ~I_ Py Pu—1 + P Su
8n«H = (8;; + P + Pn~1)3) n = O: 1; I
14+ Vs

Si ooy < ad, oy < ad?, 8, < Bd’, ot P =
aux conditions: d <1, (p 4 2a)® < B < 1, alors :

et o, B et d salisfont

o, <= adt”, 3, < pdv”

T

et
lim p, = 0, lim §,=0.
oo oo
Démonstration. Nous montrerons en utilisant la méthode de I'induction
mathématique que pour n =0, 1, ... sont vraies les inégalités suivantes :
(23) on == 0, @" << ad?t", n=01, ...
(24) 3, ==, dt" < Bdr”, n=1 2 ...
ot

% i1 Mo m—1_ -1 gt
Oupr =03 d2" =" 16,0, @+ 1m0 1

Prnt1 == (P'n dﬁ’lfp”*l‘ + en d‘b”_pn‘“l H 0’t71)3d:;p11—141,1t—:—1) n = 1; 2; .
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e

Dans les hypotheses faites il résulte que les inégalités (23) sont vraies
pour n# =0 et # = 1, et les inégalités (24) sont vraies pour # = 1; 0, =
frming O] = C"., ‘L] p—

Nous supposons que les inégalités (23)—(24) sont vraies pour chaque
n=_"=%k On a:

o R ko h—1 opk

Py = OF @27 4 0, O,y @00 - 0,y a2
PR k__ k41 ko pk—1_ k1 E__ k+1 k41 k41
< (02 gz’-» = e 0, 0.1 @ +r TS O,y ARty @bt — g et

Nous montrerons que: 6,,, << «. En effet dans les hypothéses du
lemme et I'hypothése de induction il résulte:

Opir = (20 + aB) = (B + 20) < o,
parceque ;
2pF — P> 0, pEf P pl =0 et d < 1
De méme
Seet = (o @ 4 0,28 4 0410 @) = (u, df P 0t g,
@ T gt @t

e = (B + 20)2 <P par ce que 3pi-1 — phil > Q.

Donc il résulte que pour chaque # = 1,2, ... on a les indgalités
(23), (24) d’ott on a:

lim ¢, = 0, lim §, = 0.
H— o N—= @0
Le lemme est démontré.

- En se basant sur le lemme 1, nous établirons les deux théorémes
suivants :

THEORLME 4. St dans la sphére S = {x eX' [| % — xo]| =<7} somt véri-
fiées les conditions susvantes :

1) L'opérateur P admet des dérivées de type Fréchet jusqu’a Vordre 2
wnclusivement, la dérivée d’ordre 1 est inversable et on a NP (%) 17| =
=B < 4o, xS, a ||IP'(¥)|| <M< oo, x & S.

%) 2MB || P(x)|| << od, ||E — P'(x0)A|| < Bd,
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ad

<l o<l d<—F _ s
MB(1 = a)

o (2—-p)p’
alors, on a les propriétés suivantes :
1) La méthode ttévative (14) est convergente.
2) L'équation opérationnelle admet la solution x* & S, qui peut s ob-
teniv comme la limite de la suite donnée par la méthode (14)
3) On a les. délimitations suivantes :

2114
1 =l S e = 0,1,
MB(1 — da% %

st A* = [P'(x*)]7Y, la suite (A,)n—1 tende vers A* et on a:

n #,
l4% — 4,|| < 220 Bt B2 bT)
1 —a°

Démonstration. Nous démontrerons en utilisant I'induction mathémati-
que que pour chaque # =0, 1, ... sont vraies les propriétés suivantes:

a) %, &S,

b) 00 = 2MB? || P(x,) || < ad?",
8" = HE - P’(xn) -A9;|| é de”’

c) " |l4,]] < 2B.

Pour # = 0 les propriétés a) et b) sont vérifides dans les hypothéses
du théoréme. Pour c) on a:

1ol S I[P (%) 17 o Ao — [P'(%0) 17| << I[P (%0)]7Y|(1 + ||E —
— P'(x0)4,|l) < B(1 + od) < 2B.

Nous supposons que a), b), ¢) sont vraies pour # =0, 1
n==F-41on a:

y ++., k. Pour

k k k
n1 = wll S5m0 — 01 <= 20 A 1P(w) | < 2B =2 30 4% =
= = . 2MB DY

tpiity oy 2 22 2k by e
g MB(d+d +d¥ + ... +d )<M——B(l‘—d)

d’ott il résulte %,,, & S.
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Pour b) en procédant comme en [2] nous déduisons les relations:

PG 1| =5 IAIEIP@EE + IPE)IIE — P(5) 4]
et
IIE — P'(wi)dusill = (1E — P'{x) 41 + MIAJPIPE)),

d’oir..avec les notations introduites on a:

Qr1 = P;e ‘-}‘-"Pk Sk‘
Brat =< (o) + 2p4)°

Dauns les hypothéses du théoréme il résulte que pour @ = 2 sont vérifides
les hypotheses de lemme 1, en effet on'a:

ok k1
ory1 == od® ", Spp1 = Bd

Pour c) on ‘déduit de maniére analogue a celle du cas
HAIk-I—l [ =28B.

Les propriétés a), b), c) étant vraies pour # = k 4 1 aussi il résulte
leur valabilité pour chaque # =0, 1, ....
On a maintenant:

ntm—1

Wowgm — 2all = 25 Mg — %l] =

L=

DCCZZ”

MB

(1 + d2”+1——2“ _|_ dzu+2_2n_|_ .

4l
+ dz"'i'.m_l«?’) < —lz—- ,
—ia s MB(1 — d")

d’otr 1l résulte que la suite (x,);2o étant fondamentale, elle sera con}ye%‘gen'te,

vers x*. De b) il résulte lim || P(x,)|| = 0, d’ott P(x*) = 0. Dans l'inégalité
B0 [ ., .

ci-dessus on voit facilement que x* & S et que Von a l'inégalité suivante

ad2"
¥yl ———0, =01, ...
e

si A% = [P'(x¥*)]"* on a:
[ A% — Al = [|[P'(#%)] — A, < I[P ()] E — P'(#9)4,]] =



56 A. DIACONU ET 1. PAVALOIU i MEEEREESSEE SEERE

2Bd2" (20 -1 8 — pa2")

(AN

— [p —HELAD] 01,

s — Al = B& [B tasron_ @

d’ott il résulte que (4,)7, tend vers A* ot que a lieu Ja délimit

ation dops < i ) ue avec la
La théoréme est démontré, ] don‘m@e on de ce théoréme est absolutment analog

. :. t l ons.
‘ - 1 (] et aes rela S
] | eme 4 tellarlt com )te (1[1 lellllll l t; le 1 l 1 S
Is'trq 1011 d 1 eorell 3

THLORTME £ L dans la  sphér = {x X lly — « : -rati dorcme 3, [2].
THLOREME 5. St dans la  sphéve S W e X |y — g =7 asion de la démonstration du théo [2]

vérifides les conditions swivanies : | Geablics 4 Toce
1) L'opérateur P admet les diffévences divisées JOUSQU' A L ordye. 9)
inclusivement, la différence divisée du premier ordve admet wne invers
bornée, c'est-a-dire ||[x, v ; Pl < B < +00 pour chaque v, v o S
[, v, 2; Pl =M < oo powr chagque x, y, z < S. i
2) L'opératewr itératif Q satisfait aux conditions suivantes - '

|x — || =<7} somt

cowing 6. Si dans la sphere S:{“E‘X\
IIOR My 5o ,
: > Cgapt j nies ;

ldes les condilions survd e B b WA S B S
g“ ropératewy P admet des diffévences divisées jusqu'al {’."d” 2 mclus,rr
) ;Iéojhcfh)’féreﬂce divisée du premier ordre admel une nverse bomee;
e v y; PIHl=B<+oo powr cage xy &S ¢
e ] r

y,2; Plll = M < +oc pour %,9,2 &S

~

10() — QW < Lilx — yI| pour chague x, v & s

1% — Q)| << Cl|P(x)]]  pour chague x < S,
3) L'élément initial v, peut éive choisi de telle maniéye que les condilions P8) On a les incgaluits ,
survantes sotent vemplies . L AM B2||P(xg)|| < od,

2MB2B + O)|| P(x0)|] < ad, 4M B2|| P(xy)|| == =d”,

P
N K
NE — [xy %, P14l = VB 4°,

[|E — (%4 Q(xo); P]Ao” = pBd, ..,.- i
o 3/
g 3 L4+Vs + 203 < B < 1
p<l,a<li—8, dc— 8. | b= ,d<L(B+2ap<fp<<1,
[a+ (1 — @B 2
avec od
7= = !
147 «d[2B 1 C(1 — )] V5 -1
= —— 1 / — - ) e 4
b= T 2MB (2B - C)(1 - d) ZMB(l —a* )
alors : : 'I, aloys

. , - o - ."{ . 3 P » ’ [~ AT tes
1) Les suites (x,)7.0 et (A,)%o données par la méthode itérative (16) ) Les suites (w,).20 et (A,),5 données par (15) sont convergen
sont convergentes.

e y . : >’ i obteniy comme
2) L’équation (1) admet une solution »* < S qu'on peut oblenir cOMME R 2) L'équation (1) admet la solution x* &S, qu’on peul obte
la limite de la suile (%m0 e A% = 1im A s = [x% Q(x%); P]% 4 8 I timite de la suite (%)ne0 donmée par (15).

n—=on

y - i : ) B b s - H = is
3) On a: inite de la suite d'opérateurs ([%,, %ws1s P10, ([%y %usr; P]Pexiste

haque n = 0, 1, ..., par ce que %, € S ce qui résulte de la démons-

ad?”
n-—=—==~01.,.

a¥ — x,]| < = 3
M@2B - C)(1 — a2") |
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= : PIA| -
4) On a: (B — D s Pl < {IIE — [%_1 #a5 P14
i i 3
[E% = wd? AN PG Al TP () ID)?
A% — - s W

2

ZMB(I —a 2

p”E)

' |4, < 2B A, (|| =2B avec les notations introduites,
A pll = <P 3 b — e

ot L'{ que |

] VT
n—1 " 1‘—.—~ S L h s D0 “‘|_ phsk’
14 — 4} = a7 2B(a 4 ) STy gup L) T { == i" 0 g e
— —1Vaza [ Spi1 = (0 + 02 T Pp-1)”
1= dp 1. (ZP” 17 PE)

2 : . : . /N ; ’ he du lemme 2) sount vérifides
Démonstration. Fin employant la méthode de I'induction mathématiquy, Du fait que les hypothéses )

nous démontrerons les propriétés suivantes PRt

LRS!
open =2 oad? et By < pdT

) %, &5, - n=0,1, ..., £
b) e, = 4MB2||P(x )} = ad?” Sy 2O = - Pour la propriété d) on a: |
" n/ll == ] ’ 9 r ~ 0 T x : I) A g
Q) By = (1B — [ty 5,5 I = B n—1,2 14, all = 11060 Fpns P A 1B — D3 %405 PlApall)
w B R e byl == == 1, 4 ...,
R UY '

< B(l + 8,,4) < 2B
d) H[/lﬂ”ifZB %:O) 1, . — ( T Ph41

3 LR d ¢ . P <1 1 N - . Y 5: . 4 ique il résulte e
Dans les hypotheéses du théoréme il résulte que les propriétés a), 1) !-E-n accord avec le principe dgz 1111(1u?t1(1>11 matheglaglql i qu_o_
d) sont vérifides pour n — 0 et ¢) pour u = 1, - les propriétés a), b), d) sont vraies pour chaque # =0,1, ...

', A L _ C
Nous supposons que les propriétés a) — d) sont vérifides pour n =/ ¢ ¢) pour chaque n = 1,2, ... L by it
et nous montrerons leur valabilité pour 7 — % -~ 1. De la méme maniere que dans le théoréme anté :
Pour la propriété a) on a:
ozd{’H
I|x))t~l-;b =L xu“ g N V§_1) ?

oMBl1 —a ?

s — all = 3 er — il = 3 (il - PG <

1=0

%

< 2B = (1 drmt g dret L) <

“oun Lot il résulte que la suite (x,)i-0 étant fondamentale elle convergera vers

v donné par Uinégalité:

d d
L = = =7, doncx,,, €5
2MB (1 — g~ ’

1/5_—1)

21\4_3(1 —d ®

4% — 2| = e

ﬁ”&l)

23«113(1 —d P

Pour les propriétés b), ¢) on établit de la méme fagon que dans [2]}
les inégalités :

Ty OO

PG )l = MINA PO Aol PG 4 gl -llP(x;;_l)l_l?_f"

; Y _.‘: Mt n . @ - Ao 1.
FNPEDINE — [y, 215 PIA,| (ot - Pour la démonstration de la convergence de la suite (4,)ioct de la
I i M i s Th—-10 (23 ’
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derniére inégalité on évalue:
i — Al S NAMNE — [5, %405 PlA|| =
= ZB{”E — [mi_n x5 P1AG A e, 2, %015 Pl

Y — w4 =
< 2B(o. + B)d* + 2aBd"

Il en résulte

#—+m—1
l|An+m = An” = E |IA1'+1 1T, A1|| <

t=n

1’,,_1\/5_—1
n—1 d 2

< d 2B+ Bty 2ep— 1 |,
p,,\/sfl puﬁl'V;Al
1—-d * 1—4d 2

%ﬁu (iiesl;egsrilzilg?c qu)le 1':145&1%(: (lA wn—o étant fondamentale elle sera convergente
ar A* sa limite, il ré 2
Pinégalité de 4). mite, il résulte la délimitation exprimée par
Nous établirons maintenant que la suite d’opé o \°
tend aussi vers A*. En effet: que la suite d’opérateurs ([, %ui1; P] *)ilo

A% — [2,, #ur1; PI = |[A* — A + |4, — [%0 %ug1; P17V =
= HA* - An” + |||:X“, Xt P]JH IIE - [xw Xni1; P]AHH g

< |4* — A,]| + B(e + B)d*" 4 aB#" ",

’ A : ’ )
d'oft il résulte que: lim [x,, %,41; P] "t = A%
N— &

Le théoréeme est démontré.
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