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compte des représentations (1) et (19), envisageant aussi (4) et (18), on
obtient

(20) F(x) - ¡ l-e
-*-L"'''1

+(1 -À) D E

II
I

(ø e R)"
' th ÍId,)

sachant que (r;) est 1a suite partielle - finie ou infinie - des indices
pour lesquels x¡n 1 x. (I-,e premier terme du membre droit de l'égalité (20)
aura pour limite À et 1e deuxième terme arlra pour limite 1 - À si x -> * *.)
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(cluj)

l. Considérons l'équation opérationnelle

(1) P(x) : 0,

Uniuersilalca,,Babeç-Bolyai" din Cluj
þ- aawl,t al e ø d,e M al etn ati, c d,- M e c q,ni a ci

Caled,ya d,e Analizd

où P est un opérateur défini suf I'espace de Banach X à valeurs d.ans l'es-
pace linéaire normé Y.- Au cas où P(*) est une fonction réelle de la variable rée1le tt,
J. rr. TRAUB 14] étudie l'ordre de la fonction iterative suivante attachée
à l'équation (1) :

(2) þ(x) : a@) -
P(o(ø))

P'(*)

Dans 1e travail [3], nous avons élargi la fonction itérative (2) pour
des équations plus généra1es de forme (1) et nous avons facilement étudié
son oidre en employant u11e notion d.'ord.re d'un opérateur itératif, notion,
plus générale que celle ernployée l4l.- ñans la n-ote ci - présente on étudiera 1a convergence. du procédé
itératif qui découle de l'opérateur itératif suivant étudié par noüs dans [3]

(3) R(*) : Q@) - lP'(x)l-'P(QØ)),

oi P'(x) est la dérivée de Fréchet de l'opératetu P gt Q est un_opéfateúf
itératii'arbitraire attaché à l'équation (1). Ori considéfera ensuite un cas
particulier de l'opérateur (3) þar la particularisation de l'opétatew Q.
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2. L'opérateur itératif (B) nous cond.uit évidemment à la méthode
itérative suivante:

(4) Kn+t: Q@,,) - lP'(x,)l-rP(Q(*,,)), no e X, n:0, 1, ...,
où pour 1a clarté des énoncés et des démonstrations qui suivront on srlpposera
que l'opérateur Q a 1a forme

(5) Q@):xtç(x).
soit øo_e x et à un n-ombre réer et positif. on"désigne par s(xo, ð.) l,errsemble
{x a X; llx - #oll < s}.

on suppose -gge dans. la sphère s(ø0, à) définie antérieurement sorrtremplies 1es conditions suivantês.
f .i) r,'opérateur P(x) admet des dérivées au sens de Fréchet jusclu,à

l'ordre åinclusivem"nt 
"t,j:lg .,llpffìll {Mn( * oo, où å}2 est un nom_

bre naturel. on désigne pàr, úr: 
r:1,n", u,llp,,(x)ll.

llH or,l,._,, ll2.i) llÐ +,p"(r)ll < allP(x)lla pour toat x e S(ø0, ò) où ø cst
_ lls-o sl llun nombre réel non-rrégatif.

-,^,1'l),,,.|)v@)ll 
< þltP(x)ll pour tort x € S(ø0, ù), otr B est un nornbrefeel posltlt,

, _, 
4..i),. L'opérateu r P' (x) admet une inverse bornée pour tout ø g S(ø., à)c est-â.-ctrre rl v a une consta'te réeile et positive B poui laquellel¡¡et1r¡i-i[¡i<8.
5,i) I,a différence divisée gé'éralisée lll, lx, ), ; Ql de l,.pérat e,.r Qest bornée en norme pour tout x, y es(ø', Ð¡ 

"'"rt-¿-ait" il y aune con-
stante réel1e et non-négative À pour laquelle llLx, y; Çlll< À.

6.i) eo : po¿ llp(xo)ll < I où

po: MzBWn ")[; "(ry + 4h,;-' + e] et h,:|p(xo)tl

7.i) Soit , : t pin v, -rq-- I þho t tproh,

. l"'¡.\*' Ir' - Po li:;Ë_' + h'l oîr po - P * B

. THEoRÈMo, 7' si les hyþothèses 1,i) - 7.1) sont rernþlies alors en ce
qui concerne l'ø classe d,es nt,étliod,es itérøtiues (! ón ø tes proþiiétés suiaøntes :

1.") l'.équøtion (l) a. øu moins wne sol,ution ø e S(ø0, g),
2.") Tint x,,: *,

n1@3.") llP(x"tìll I Bo llP(x")ln+t
-1 1¿a1¡"'l'r4..) llx,r, - xll < popo o 

L*l- , 7L :0, 1, . . .,

Dé,tnonstrøtion. Potr faciliter 1'é:riture on écrira h + 1: /. D,abord
on nrontreÍa que QØo) e S(ø0,8). En effet de (S) on cléduit

llQØò - xoll: llp(øo)ll < pllp(xo)ll < z,< à,

c'est-à-dire Ç(
f .i), 2.i) et

(6)

xo)
3.i)

e S(r_o,l), E" leLant compte de ceci et des hypothèses
on déduit 1a délimitation suivante :

ItpQ@,))| =(yoy + q) |P(no)tl,

et

De f inégalité précéde'te et de (a), en tenant compte des hypothèses3.i) et 4.i) orr ilérlrrit

llx, - xoll 1pollP(ro)ll < S.

c'est-à-clire .xt Ç,.S.(1r, t). En se basant sur le fait que x, e. S(xo, g) et sur
les inégalités précédentcs on décluira facilement f iiégaliié suìvänté :

(7) llP(x,)ll S pollp(ro)llþ

où p_o- es_!. 1a constante qui intervient dans l,hypothèse 6.i).I)e f inégalité (7) et de G,i) on déduit

ll P (x)l I S p,l IP(øo) I lp-, llp (*,)l I : (p,rl, 
I I 

p (x o)l¡¡r- r 
| | 
p(ø¡) 

| I

c'est-à-dire

(B) llP(x,)ll< llP(ø,)ll

De f inégalité précédente il résulte que pour 1es considérations ulté-
rieures les constantes po et ¡.r,0 peuvent rester nonchangées pendant toute
la démo'stration. o' emploiera le principe de f ind.uctio'.

On supposera qu'ont lieu les propriétés suivantes: Q@r) e S(ø0, ô),

*¿+t € S(ø0, 8), i:7,2, ...., n - I;llP(xn)ll S po p(x¡_r)llþ,

llP(x¡) ll < llP(x¡_) l, i : l, 2, . . . ., n.

A:l oph
hl

-l a. ht-'

on sulrpose que max {r, r'} { 8
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lP'(x)l-lP(x), on

du théorème 1 sont
par nous, selon les

t2).

otl

Dans ces hypothèses on montrera que:

Q@") e S(ø0, ò), nn+t e S(ø0, 8), Ilp(x,+r) ll < pollp(x,,)llþ,

ll P (xu )ll < ll P (x,,)ll.

En effet on a

llQØ,,) - xoll1),(llx,, - %t_t ll + .. . t llx,- ,v,ll) -f |Q@o) _ xoll{

< nr. *p, j}, * (Àr,o + P) I lP(*o)ll< à.

C'est-à-d.ire Q@-) eS. par analogie on a

Remarque. Dans l'ouvrage [2] on a introduitunenotion de carac-
térisation de l'ordre d_e _convergelce_d'un procédé itératif (Définition 2).

Au sens de cette définition, de 6.i) et 3.c) i1 résulte qùe le procédé
itéraúf étudié par nous a l'ordre de convergence /a f 1.

3. En ce qui suit on utilisera le théorème I pour caractériser la conver-
gence du procédé itératif suivant:

{12) nntr: x*- lP'(x,,)l-tP(x,,) - lP'(x,,)l-'P(x,,- lP'(x.)l -'P(x,)),

xnQx, n:0,7,...
Ce procédé est obtenu de (4) pour QØ) : x -observe dans ce cas, qúe ç(x) : - lP'(x)l-t P(x).
On ru.ontle en ce qui suit que certaines hypothèses

satisfaites par la méthode (12), et le reste sera rnodifié
.exigences des particulatités de 1a méthode itérative (

llx"+, - xoll<llx,-r, - x,,ll +... + llx,.- roll tpo
If llr(ø,lj< I

Désignons par 8' le rayon de la sphére ,S qu'on a considérée d.ans le
théorème 1.

On observe tout de suite que l'hypothèse 2.i) est satisfaite dans ce cas
po11r c{ : 0, et l'hypothèse 3.i) est satisfaite pour p : B.

Dans la sphère définie précédemment supposons qúe sont remplies
.les conditions suivantes relatives à la méthode itérative (12).
f .i') 1a propriété l.i) a lieu pour Æ :2 et ø e S(øn, 8') 

'

2i') la propriété 4.i) a lieu pour tout ø e S(ø0, ò')
,3.i') la propriété 5.i) a lieu pour tout ø e S(ø0, ò')

4.i') 
"o 

: Vp, llp(xr)ll < 1, où po : ff frru|ho + 48) et tt,o: llp(ør)jl
5.i') Dans l'hypothèse 7.i) du théorème 1 on suppose qüe

,' : *l:";; + (Àpo + g)llP(ø.) ll et r: *, l6t'=-+- tlp(r,)ll 
I

F,:ï(2 lMzBzho)

¡Or suppose que max {r, r') { 8'.
On peut alors énoncei le résultat suivant :

ruponÈruÐ 2. Si Les hyþotlrèses 1i') - 5i') sont rem,þIies, alors rel,øtiaemenl
,à l,ø méthocle itératiae (12) on ø les þroþriétés sw,íaøntes :

L.c') L'équøtion (l) q. øu moins une sol,wtion x e S(ø0, 8')
2.c) :* Kn: *

3.c') llP(x*òll ( pollP(x*)112, þour n:0,1, ....,
4.c') llx, - xll < =:2'3-, þour m : O, l, . . .,

Evidenrment d;yiJ(:" n'fl'"; a vu te théorème 1 a un caractère géné-
iral puisqu' il concerne la convergence d'une classe large de méthodes itéra-

Po

h.t I

, h1-1I -e
+

ce qul nous moutre que, %u+t G S(ø0, 8) . En procédant de la même manièreque dans le cas des inégalirés (7) et ei Tenãnt co'rnpte i" rál q"" lt pis-tt"i
<llP(x"-r)ll on déduìt f inésálité

(9) lPfu,+,) ll 
-< 

pollP(x,)llþ.

c'est-à-dire f inégalité B.c). En vertu du principe de l,induction et dece qu'on vient de prouver,_il iésulte que 1es p-ptiei?. å"o*¿", sont vraiespour tout nombre natt:rel n.
De ces considérations il résulte tout d.e suite les inégalités suivantes

(10) L

llx¿ - x¡-tlllpo ã 
tro .ft- '

. Po.rI. prouver la convergence de la suite on montrera qu'eile satisfait àla condrtron de Cauchy. En effet de (I0), on déduit

(tl) llx,+,- x,oll<p, p;+ r{f porlÍ, n:0, t, ..., s:0, t, ...

alité (11) pour s --roo on a f inégalité

us prouve f inégalité (4.c). I,e fait
(11) et du fait que l'espace X est
tré.



104 I. PÃvÃLoIU 6

tives. De 3.i') et 3.c') il résulte que la
3, Cette méthode a donc le même o

Tchéb1'cheff rnais Par contre 1a m
et dans certains cas on peut suppos
puisqu' elle ne demande Pas le calcu
teur P.
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SUR I]1\ OPBRATËUR QUI CONSËRVB L'AI]I'URE D'UNE
FONCTION

paf

DUN,ÍII'RU RIPEANU

(chrj)

IttstiIttLtù ¿le calcttl tlin, Clu'l
al A catlent i c i R eþtt'b ti oii S o ciali,st e R ot+tâtti'ø

s l. Dans cette note orr iudiqtte ull llloyen de colrstruife ulle fouctiotl

e d"ì*',r"ri;biJta;, s) qui corrservc 1'allure de cltaqtte fonctiorr à utre varta-

ble f(x), ar1 sens que;i-¡øt (x) Þ0 (o :Tf ; x e lo'b))' alors 9'(") (*)>

>0 þ:r,-, n; x ela,ttl) oìr e(ø) :\rt.' s)/(s)rls (ot enterclra par

la notation x Q la., ó] que x parcotrt totå f int"rvalle lø, ó], et par.la no-
urent ind'épendemment l'un de 1'autre

le théorème 1. On Ïait éga1e-

particrrlier et on obtient airtsi

'å*"ååti:',uJ ; u",,* r'ariablcs

F(ø, s) qui jouissent cle 1a. propriété clue ff)@' s¡ et-F!3(ø' 1L¡9nt,des'
fonctions continues par rapporl èt x et à s (r, s € la'b); o:0' n) eton:'

se servira de 1a définition suivante:

D é f i n i t i o t. On d,ira qtt"ome fonct'ion þ(x, ù e Cþ'"')la"bl iowit cle

þroþriëté P(,ùle, b) si tes ret,aüàns ¡øtØ>0þ : ffi', x e ln' b))' irnþLi*
'quint tes rrl'øtioni qt"t (r) > 0(o - A n; x € l&, b)) þour lø fonction

i
(1) ç@) : \2(r, s)/(s)ds

þour toute fonction Í(*) e çt"t¡ø, ltl'


