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tives. De 3.i') et 3.c') il résulte que la
3, Cette méthode a donc le même o

Tchéb1'cheff rnais Par contre 1a m
et dans certains cas on peut suppos
puisqu' elle ne demande Pas le calcu
teur P.
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SUR I]1\ OPBRATËUR QUI CONSËRVB L'AI]I'URE D'UNE
FONCTION

paf

DUN,ÍII'RU RIPEANU

(chrj)

IttstiIttLtù ¿le calcttl tlin, Clu'l
al A catlent i c i R eþtt'b ti oii S o ciali,st e R ot+tâtti'ø

s l. Dans cette note orr iudiqtte ull llloyen de colrstruife ulle fouctiotl

e d"ì*',r"ri;biJta;, s) qui corrservc 1'allure de cltaqtte fonctiorr à utre varta-

ble f(x), ar1 sens que;i-¡øt (x) Þ0 (o :Tf ; x e lo'b))' alors 9'(") (*)>

>0 þ:r,-, n; x ela,ttl) oìr e(ø) :\rt.' s)/(s)rls (ot enterclra par

la notation x Q la., ó] que x parcotrt totå f int"rvalle lø, ó], et par.la no-
urent ind'épendemment l'un de 1'autre

le théorème 1. On Ïait éga1e-

particrrlier et on obtient airtsi

'å*"ååti:',uJ ; u",,* r'ariablcs

F(ø, s) qui jouissent cle 1a. propriété clue ff)@' s¡ et-F!3(ø' 1L¡9nt,des'
fonctions continues par rapporl èt x et à s (r, s € la'b); o:0' n) eton:'

se servira de 1a définition suivante:

D é f i n i t i o t. On d,ira qtt"ome fonct'ion þ(x, ù e Cþ'"')la"bl iowit cle

þroþriëté P(,ùle, b) si tes ret,aüàns ¡øtØ>0þ : ffi', x e ln' b))' irnþLi*
'quint tes rrl'øtioni qt"t (r) > 0(o - A n; x € l&, b)) þour lø fonction

i
(1) ç@) : \2(r, s)/(s)ds

þour toute fonction Í(*) e çt"t¡ø, ltl'
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.C(il, il\lø, bf , non
,des fonctions de
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$ 2. Avec ces notations on présentera le

THE9RÈME l. On obtient otne fonction þ(x, s) à trø þroþriété
,d,e la ma.nière soriaante:

2"ò:<Þ,,(ø,s) | :{or1r,r¡ | :o(rr:d,¡-n
ôsd ' l":o ôsd ' Ir-- ¡

3" sg <Þr(ø, s) : sg(-l)/' Pour r, s € lø, bl'

Ðans ce cas, 1a formule d'intégration par parties généralisée et (2) clonnent

jrrrlg*, @,s)as: p, t- r)h-r-u f(t't-t ø)(r)4*or{r, ,11" '

be

(- 1), { /ør {r) o,,(ø, s)rls : (- t)n 
\ ¡u't (s) <Þ¿(ø, s)ds 2 0.

too

'Une tel1e fonction Õ,,(ø, s) est, par exemple, la fonction

@,,(x, s) : (s - a)" (t - b)t' A¡o(x, s)

ai A,,(x, s) est une fonction quelconque de CØ;n)lØ, ó], nonnégative pour
x, s G lø, bl.Dans ce cas, 1a relation 1' de (3) d.onne

{5) þ(x, s) :

:i,-,.- ')1,, .' 4 t(, - a),, (s - b),, A,, þt,, s)ld,w a I r,1r¡"-
.) (¿ - l) : dsh "' ø-o

c(s)

.où C(s), B.(s)(ø :0, h - 1) sont des fonctions arbitraires de s, cle la
classe Ç1")lø, bl.

On fera en (5) h, : n et on obtiendra un þ(*, t) : Þ(x, s) pour lequel
7a reTation (4) a lieu porr k : n (parceque (5) donne

þl),t-, Ð : #lþ - a)" (, - b)" A*(x, s)1,

,de sorte que une intégration par parties d.onne

/t',1(s)(s - a)" (s - b)" Au(x, s)d,s20)

et dans lequel on déterminera successiveurent les fonctions B* (s) de telle
manière que les relations (3) (et par conséquent aussi la relatiol (4)) soient
satisfaites poar h,: n - l, m - 2, ,..., I et enfin que la relation (4) ait
lieu aussi poar h : 0.

p(n\la, bf

þ(x, ,) :\'-í!'rli # ,A - e)n (, - å)' A(ct, s)ldu t
C

x)qlh)

+

+
n-1

+D l(r - o)" (r - ó)" C"(s)l

où C est une constante arbitraire, A(x, s) est une fonction quelconque de

)u
^.a Ø
L-

dsq '(4)

négative pouÍ %, s e la, ól et C"(s) (" : 0, n - l) sont
ç(n-tllø, ó], choisies de la manière suivante : on écrit

Ù'-t(x' s) :

1r-

(dt
\-)u- dsl
c

a(ø - 1) .... (ø - n I t -l l) dd-n-tt
(t - o)"-t (t - b)"-t ¿rø-ttlt

lþ - ø)" (r - å)' A(w, s))dw +

[(t - ø)" (. - ó)" C"(t)] vu tt*t

(l:l,rL-l)
,et on choisit C"-r(s) de telle manière que ,1r,,-r(ø, s) :>0 (ø, s a le, bl),
,ensuite on choisit C"-, (s) de telle manière que-avec C,-t (s) déterminée
de la sorte - on ait þn-"(x, s) à 0 (ø, s € la, bl) et on continue le procé-
dé jusqu'au choix de Cr(s) de te11e manière que - avec C,(s)(ø :2, n - l)
'déterminées de la sotte-on ait þr(x, s) > 0(ø, s e lø, ól). On choisit enfin
'Co(s) de telle manière que-avec C*(s)(a': l, n - l) cléterminées de la
:sorte-on ait þ(x, s) > 0 (r, r € lø, bl.

Démonstrøtion. On f ixera un nombre h dela suite 1, 2, ...., n auqluel
,cas on déduit de (1)

it(2) rØt(x) : jn'l Þ1,@, s) A

,et on considérera une fonctio t iU*,s) € Ç(',') la, bf pourlaquelle

(s) r" Let,(x, , : ,':ì tr, ') (: ff,1ø, '¡.

rt"\ (x) :\,tølO,lXx, s)d.s : (-r)*
4
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5
A cet effet on déduira de (5)

s mêmes conditiotrs Q,,z(x, s) 20.
rr I : n - | en (1)) C,(s) de telle
cas (9) donne 1a relation 3 " de (3)
relation est satisfaite poür h, - n,

ite de la relation (5), et pour c1u'e11e

?äì1,'"";i:ïJi';"ÍåJ?¿5'.:l;
1aquelle B*(s)(ø : l, n - 1) sont données par (7) avec C"(s)(ø : 1'

é ci-dessus-soit nonnégative poLrf x'
conséquent aussi (4)) ont clonc lieu
d.émontre le théorème.
à un cas Particulier, notamment au

u, s) :1, Bo(s) = Cu: Const', et en

d7) on a C" (s) : Co:.Const' (1 :7, n - 1) et C :0'
Ell ce cas, on Présentera Ic

'IHÉoRÈMrl 2. Lø foncti'on

r-1

þ(r, ,): e, 
c, *" #[(s - n)'(s - ó)'] * # #,[(, - o)" (' - ó)"]

(6) lrl'/), (x, Ð :I
c(s)

(x - tr)t-l

(r - 1) !

^U"r<t 
- ø)" (s - b)" A,, (w, s)l d.ot,!

n-l

+ D u(a - 1) .., (o - n ! l'+ 1) Bn (s)xe ,+l

avec

(7) B"(s) : ffiXt - ø)" (r - ó). C,(t)l

où Cn (r)(o. : tr, - l', n - l) sont
on prendra C(t) : C : Const',

des fonctions arbitraires de C(" t) lø, b) et"
auquel cas

(B) Q,,-¡ (x, s) : í+=+:*4 t(' - a)'(s - b)"A,,(u, s)ld'u' I
n-1 de-tt +l

fl¡u-ntl+ D ,-þ.- 1) ... (a-n,-lt+1) [(s - ø)"(s - b)"C,(s)1x"-" rt
,d,øns løqwel'l'e

C

les constantes Co(a:0, n - l) sont données þar les relations

), *,.,,,+ D +ltln-t't,, -,r ")
" o:l

t:-1, n

q:1t - I

En ce cas, potlr un I fixé de 1a suite 1,2, ...., n - 1, les relations 1" et 2"
c1e (S) (avec 1 i=k: n - l=tx - 1) sont satisfaites. Pour assurer la satis-
faction de la condition 3" de (3), il suffit d'écrire Q,,-t (fi, s) de (8) sous la
forme

(9) @,-t(x, s) : (s - ø)'-t (s - ó;"-r þ",r (x,s)

(n-t)l
,et

fro

f* ttr - a)ot " (s - Ö)c r-"1

| 1o 1rt' - q)

théorème 1 clonue

avec

lfuq'o: -t,€tå,

(o <q
jou,it de l,ø þroþriété Pl'), 

o

Démonstration. Dans

(s-ø)ø(s-b)a

1n-l;

t'

notre cas 1e

t t .. ^\ Or- t(r, s)
vil -t ltu' ol : 

-

' (s - a¡tr' t(s 
- b)t-t f

J

(x - u)t- 1

(l - l) ! (s - a)n-t (s - b)ø-,
c

(10) . 4 i(r - a)" (s - b)"A, (u, s)) d,w | (n - t) lC^-¿ (s) +
dsl "'

+_'i,# ryf(s - ø)'(s - ó).C"(s) fxo,+t
o-iitlt (s-a¡'-r(s- ó)r-t dsu'

(il va de soi que si l:1, la somrne X manque) . On choisira donc C,,-1 (s)
de telle manière que l'on ait þ*-{x, s) > 0 poÍr x, s a la,å1. On fera
ensuite en (10) l, :-2 et on choisira C,-r(s) de telle manière que-avec C,-t(s)

(tt) þ(x,r) :Ð c"#-[(s-o)"('-ó)'] *" tï, #,'t'-a)"(s-b).)

{12)

l-1
+D

o.-1

þ,¿ (x' s) : (n - l') t C,- t I

(t, - I i o) (n' - I i "- 1)...(of 1)
C n-t-F a x" 

^L" 

Js - a¡" r'r-'(s - á)"-r-t-"] *
(s - a¡"'- t(s 

- b)tt -t

tcl

#,tt' - e)" ('- Ö)"1' A:T:n-l)'+
ll(s-a)*-I¡.5-b)n-t
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et d'autre part que 1a relation (1a) a évidemment lieu aussi pour 4 : a'

(1 < o < n), auquel cas (11) d'onne

l@, r) à c o -' *î-, " *0," - ),m 0,,, : o

I1 reste, pour obtenir en (11) une solution du problème, à déterminer
les. constantes Co (o, : 0, n, - l) de telle manière q.ue - ainsi qu'il est
spécifié dans 1e théorème I - on ait en (72)

ù*-t(x, s) Þ0 (l:1,,n-l) et en (11) þ(x, s) >0.
On pourrait éventuellement tâcher de déterminer les valeurs minimales

des constantes Co (ø : 0, n - 1) qui satisfont à ces inégalités. Dans cette
note ce point ne sera pas abordé. On indiquera un système de valeurs
(probablement non les moindres) de ces constantes qui satisfont à ces
conditions. A cet effet on écrira

conformément à (15) (avec I : n), ce qui démontre le théorème.

En appliquant 7a règ1e c1e cramer au système d'équations linéaires'

(15) aux inconnues Co, Cr, '..., Cu-t on obtient le

'rHÉ1oRÉME 3. Le coefficient C,-,(t: t3¡ du théorème 2 a l'expressi--

on

(16) ct,-t : (-l)'-' #i,Q : \ n)

(13)
_fro

9- ttr - a)tt"(s - ó)ø+"1
dsa "

{o{n-o\

?llq,a : max
*, s çlø, b

t0<
¡ (s - ø)ø(s - ó)ø

g<n - 1; I

et on remarquera que conformément au théorème de Rolle 
^!"Xt-o¡o*"-'(s - á)0+"¡ possède dans (a, å) au moins o racines d'ordre impair de multi-

plicité.
Par conséquent

(14) rno') 0 (0<q<n-1;1{o<n-q).

On déterminera les constantes C,,-,(l:7, n) par la relation

(rs) c,-t : ,+,Eia+t cu-.a ,/h-t,o * |, *,, ,,,).'
En ce cas, on a en (1,2) ù,-r (x, s) > 0(l : l, n - 1), et en (11) þ(x, s)2O
poúr x, s € [4. b).L^ démonstration de cette affirmation est immédiate.
11 suffit de rernarquer d'une part <1ue (14) et (15) donnent C*-r > 0 (1, : l,
n - l), et dans ce cas (12) donne à l'aide de la relation rnin F(x, s):

oÌt D,,_¡ est la valeur du déterminant obtenu en remplaçant dans le déter-

minant

I
(2, 1)

1!

(3, 2)

0

-l
(3, 1)

l!

0 0 0 00 00 0

0

0

0 0 0 00 00

-1 0 0 00 00
2t

(t, t - 1) (1, t - 2) (¡, I - 3)

(¿-1)! (t-2)t (r-3)!
(t,t-þ) (r, l) _1 0.,. 0 0 0
(t - þ)! l!

(17)

[-F(ø, s)] avec
r, s ela, bl

-7,n-B) (ø-l,n-4) (n-l,n-þ-l)
(n-þ-r)l

: -maxr,s e [4, D]
(n - r, n -2) (n

("-2)! þ.-3)! (n-\l

F(ø,s) :, ,'i,. . .i1 l(r- a),-tro(s-b),-t¡",
' (s - u)"- l1s 

- b¡rr I ¿/so 't

,-1

ù, t(x, s) à (ø - t)lc,-, - D V---l i9:'cr-t+o?r,n-¡,o-
o:l 6 !

-Lrr,-,,,:o (t:;n-
ll

(n-1,n-l) -1,ø-I- (n - 1, n - I - 2) (n-1, 1

-1 0
1!

(n, n - I I 1) (n, n, - l) (n, n - I - l) (n, 2) (tr',l) r xl

(n-tf-l)t (n-t')t (n-t-1)l 2t 1!

* il est bieu entenclu qu'au cas I - 1, la somrne Ð uranc¡re
r chaqte accolaile représente une seule ligne du d'éterrninant
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1a colonne de rang I, par la colonu.e

(1, l)

B

],ËS ADRDSSES DËS AUTEURS

'{18)

1!

(2, 2)
t)t

(3, 3)

- I\{artin ßalâzs, Facultatea cle 1\{atematicå-Mecanicä a Uuiver-
sitälii Babeç-Bolyai, C1uj, Str, I(ogälniceanu, rlr. 1.

- $tefan N. Betli, Institutul de calcul, Cluj, Str. Republicii,
ttr. 37.

- Wolfgang V. BrecLner, Facultatea d.e i\'Iateruaticãr-trfecatlicä
a Universitäfii Babeg-Bolyai, Cluj, Str. I{ogälniceann, nr. 1'

-- Gavrilä Golclner, Facultatea cle Matematicä-I{ecanicä a Uuiver-
sitäfii Babeç-Bolyai, Cluj, Str. I(ogälnicez¡nu, ¡t' l.

- ìtihai Jalobeanu, fnstitutul cle izotopi stabili, C1uj, Str. Donath,
nf. 59.

-- Ilorst I(tamer, Itstitutul c1e calcul, C1uj, Stt. Republicii, tlr' 37.

- Iruciatra T,upaç, Facultatea cle Matelnaticä-illecalricä a Uni-
versitälii Babeç-Bolyai, Cluj, Str. I(ogälniceanu, nr. 1.

- Alexaucltu B. Németh, Institutul cle calcul, Cluj, Str. Republicii,
nr.37.

- f'adislau Néureti, Institutul de calcul, Cluj, Str. Republicii,
];lt.37.

- Anclrei Ney, Facultatea cle Matematicä-n(ecanicä a Universi-
täfii Babeç-Bolyai, Cluj, Str, Kogälniceânu, flî. I'

- fon Päväloiu, fnstitutul de ca1cu1, Cluj, Str. Republicii, nr' 37'

- Dumittu Ripeanu, Institutul cle calcul, Cluj, Str. Republicii,
m.37.

3!

(n, n)

n!

'et où on a écrit en (13) pour la commodité

(I9) (1,,o):?/t¿-¡,6(l<tSn; lloln)
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