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§ 1. Dans cette note on indique un moyen de construire tune fonction
3 deux variables p(x, s) qui conserve I'allure de chaque fonction a une varia-

ble f(x), au sens que si f© (x) = 0 (c =0, n; % & [a b]), alors ¢ (x) =
b
=0 (=0, n; x¥&[a b]) ol o) = Sp(x, s)f(s)ds (on entendra par

la notation x & [a, b] que x parcourt tout Uintervalle [a, b], et par la no-
tation %, s & [a, b] que x et s parcourent indépendemment I'un de l'autre:
tout lintervalle [a, b]).

Le moyen en question est indiqué dans le théoréme 1. On fait égale-
ment une application du théoréme a un cas particulier et on obtient ainsi
une forme particuliére de la fonction (théorémes 2 et 3).

On désignera par C"[a, b] la classe des fonctions a deux variables:
F(x, s) qui jouissent de la propriété que F(x, s) et F9(x, s) sont des.
fonctions continues par rapport 2 x et a s (%, s & [, b]; o = 0, n) et on:
se servira de la définition suivante:

Définition. On diva quune fonction p(x, s) & C™[a,b] Jouit de
propriété P™[a, b] si les velations fO(x) =00 =0,7n; x & [a, b)), vmpli-
quent les velations ¢ (x) =0(c =0, n; x & [a, b]) pour la fonction:

(1 olz) = | plx, )f(s)ds

pour toute fonction f(x) & CW[a, 0].
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§ 2. Avec ces notations on présentera le

THEOREME 1. On oblient une fonction p(x, s) a la propriété P¥[a, b)]
Ae la maniérve swivante

(% — M)ﬂ—l an

Plx, s) = SW g (s —a)" (s = 0)" A(u, s)]du +

5 s — g (s — 0 O]

=0 ds*

.olt C est une constante arbitraire, A(x, s) est une fonction quelconque de
C Mg, b], non négative pour %, s & [a4, b] et Cu(s) (&« = 0, » — 1) sont
.des fonctions de C®-1[q, b], choisies de la maniére suivante: on écrit

an—l(x) S) =
( - & , ,
=S(l Y (s(i a;:)_i g [(s — @)" (s — b)" A(w, s)Jdu +
c
n—1
wle — 1) ... (& — 11y ge—nt % «
= ( (s )_ a)n—l(((xs _y;)_:—l A ds*— Tt [3 b a) (3 - b) CG(S)] Kokt

et on choisit C,_i(s) de telle maniére que ¢,_i{x, s) =0 (x, s & [a, D]),
ensuite on choisit C,_, (s) de telle maniére que-avec C,_; (s) déterminée
de la sorte — on ait §,_s(x, s) =0 (x, s & [a, b]) et on continue le procé-

dé jusqu’au choix de C,(s) de telle maniére que — avec C,(s)(e = 2, n — 1)

déterminées de la sorte-on ait {,(x, s) = 0(x, s & [a, b]). On choisit enfin
Co(s) de telle maniére que-avec C,(s)(aw =1, » — 1) déterminées de la
sorte-on ait p(x, s) =0 (v, s & [a, D]).

Démonstration. On fixera un nombre % de la suite 1, 2, ...., # auquel
«cas on déduit de (1)

b

(@) o(x) = | fs) % (5, 5) ds

a

et on considérera une fonction ®,(x, s) g C»*"[a, b] pour laquelle

(3) 1° 2 ,(x, 5) = 2 (3 5) (= P px, s).
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T _a_a‘ (I)h(x’ S)

= =0 (x=0k—1)

s==b

3° sg ®,(x, s) = sg(—1)" pour %, s & [a, b].

Dans ce cas, la formule d’intégration par parties généralisée et (2) donnent

b h—1
b % s=b
o (1) = [ J9)-Lo,(,)ds = 3 (— 11 01 (5) Sy, ) [ )+

a

“)

(=10 (0 (s) D, (x, s)ds = (—l)"Sf(")(s) ®,(#, s)ds = 0.

oA

au’ﬁc.

Une telle fonction ®,(x, s) est, par exemple, la fonction
(Dh(x) 3) = (S - a)h (S ‘B b)h Ah(x: S)

olt A,(x, s) est une fonction quelconque de C®#[a, b], nonnégative pour
%, s & [a, b]. Dans ce cas, la relation 1° de (3) donne

) plx, s) =

. -1 ak
= (O e = (s — 0 Ay (91 - T B(s)
C(s)

ot C(s), B,(s)(e =0, — 1) sont des fonctions arbitraires de s, de la
classe C#[a, b].

On fera en (5) & = n et on obtiendra un p(x, s) = p(%, s) pour lequel
1a relation (4) a lieu pour » = » (parceque (5) donne

pUE ) = [l — a)" (s — )" 4, (%, 9)],

de sorte que une intégration par parties donne

b

o () = [ ds = (=1 {Os)s — @) (5 — 0)" 4, (%, 5)ds = 0)

a a

et dans lequel on déterminera successivement les fonctions B, (s) de telle
maniére que les relations (3) (et par conséquent aussi la relation (4)) soient
satisfaites pour 2 =n — 1, » — 2, . ..., 1 et enfin que la relation (4) ait
lieu aussi pour A = 0.
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A cet effet on déduira de (5)

nw— ¢ — u)i-1 gn
©  pd(ms) = S % s — @) (s — B)" A (w, 5)] dut
C{s)

n—1
+ 2 ale—1) ... (e —n+ 1+ 1) B, (s)am !

a=un—1}
avec
o

(7) B,(s) = L. [(s — a)* (s — )" C,(5)]

das*

ot C, (s)(e = n — I, n— 1) sont des fonctions arbitraires de C#*~1 [q, b] et
on prendra C(s) = C = Const., auquel cas

x

Lot
® @i 9) = [T T — s — 6, a0
C
n—1 do—n +1
+ m;}f} ol — 1) .. (@ —n L4 1) o (s — a)(s — 6)7C(s)]avn .
En ce cas, pour un / fixé de la suite 1, 2, ...., #—1, les relations 1° et 2°

de (8) (avec 1</ =n — I = » — 1) sont satisfaites. Pour assurer la satis-
iac‘uon de la condition 3° de (8), il suffit d’écrire @,_; (x, s) de (8) sous la
orme

©) Dyy (0, 8) = (s — a)" (s — 0)* " by (2,9)
avec
o DOy —1(x, s) x(:\.’ — u)t—1 1
k{)n~ x: S) = e . .
! ( ) (s —ayn—I(s — byn—1 é( (- 1! (s — ayn—"t (s — byn—!
a
(10) s — @) (s — by, (w, 5) ] du A (n — D) 1Caoi(5) +

n—1
—1) . (e =14 1) de—ndl
+ (o e e
O e L (s — a)™(s — B)*Cyls) Ja+

(i1 va de soi que si /=1, la somme X manque). On choisira donc C,_ (s}
de telle manitre que l'on ait ¢,_i(x, s) =0 pour x, s & [, b]. On fera
ensuite en (10) / = 2 et on choisira C,_,(s) de telle maniére que-avec C,_(s)
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déterminée ci-dessus-on ait dans les mémes conditions ¢,_.(x, s) =0.

En continuant le procédé on choisit (pour /= #n — 1 en (1)) Cy(s) de telle
manieére que 1'on ait ¢,(¥, s) =0, auquel cas (9) donne la relation 3° de (3)
pour h=#n — 1, m—2, ..... . 1. Cette relation est satisfaite pour 2 = #,
ainsi qu'on l'a fait remarquer a la suite de la relation (5), et pour qu’elle
soit satisfaite aussi pour & = 0, il suffit-ainsi qu'il résulte de (2) — de pren-
dre en (5) (avec h = n), By(s) de telle maniére que la fonction p(x, s) dans
laquelle B,(s)(« = 1, » — 1) sont données par (7) avec C,(s)(a =1,
7 — 1) choisies comme il a étéindiqué ci-dessus-soit nonnégative pour x,
s & [a, b]. Les relations (3) (et par conséquent aussi (4)) ont donc lieu
pour kb =n, n— 1, ...., 0, ce qui démontre le théoreme.

§ 3. On appliquera ce théoreme a un cas particulier, notamment au
cas ot en (5) (avec h =), on a 4, (u, s) =1, By(s) = C, = Const., et en
{7) on a C, (s) = C, = Const. (« = 1, n — 1) et C=0.

En ce cas, on présentera le

THEORTME 2. La fonction

Pl ) =25 Cu w2 lls — @ (s — 0] + 2 L6 — o) (6 — B

dans laquelle les constantes Co (@ = 0, n — 1) sont données par les velations

1 1 Il — 1+ o)
Cu—f = (n — l) | (E Moy —1t + 0221 T"_mn—l,c Cn;l»(-c
£t I=1,n
a %% o
My, = — min ———— — [(s — a)1+9 (s — b)tto]

sseleb] (s — a)(s — )T ds®
0 =¢g=n—1;, 1=<o=n—49)
jowit de la propriété PO .
Démonstration. Dans notre cas le théoréme 1 donne
nzl d* . o « Mg N .
(1) plx, s) =2 Com 5 —a)* (s = 0] #* -+ s —2) (s — b)"]

ds® n! ds*

a=0

(12) s (%, 5) = (0 — 1) 1 Cuy +

s — u)"“l(s — b)n —!

1—1 . . g
p Rt et e, e £ ool
o=1 s9

i ! Eis —a) (s — b)) (=1, n=1).

s — ayn—t(s — byn—1} dst
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11 reste, pour obtenir en (11) une solution du probléme, & déterminer

les constantes C, (« = 0, » — 1) de telle maniére que — ainsi qu'il est
spécifié dans le théoréme 1 — ‘on ait en (12)

Guos (v, 8) =0 =1, 2 —1) et en (11) p(x, s) = 0.

On pourrait éventuellement ticher de déterminer les valeurs minimales

des constantes C, (« = 0, # — 1) qui satisfont 4 ces inégalités. Dans cette
note ce point ne sera pas abordé. On indiquera un systeme de valeurs
(probablement non les moindres) de ces constantes qui satisfont & ces
conditions. A cet effet on écrira

3 - = e B U U — g)it+o(s — pla+o
(13) L e o I e o el L M L Gt

O=g9g=n—-1;1<0c=n—yg

[
et on remarquera que conformément au théoréme de Rolle :— [(s—a)tto-

(s — b)7te] possede dans (a, b) au moins o racines d’ordre impair de multi-
plicité.
Par conséquent

(14) Mo >0 0=ZLg<n—1; 1<<on—q).

On déterminera les constantes C,_;(/ = 1, ) par la relation

-1

1 —I4a)! 1 "
(15) C“_l _ (n _ l) | (E (—n—__)_ Cn—l»]-c My—1,0 + l_' mnfl,l)-

‘\o=1 c!

Yn ce cas, on a en (12) Y, (x, s) =00 =1, n — 1), et en (11) p(x, s) =0
pour x, s & [a. b]. La démonstration de cette affirmation est immédiate.
I1 suffit de remarquer d’une part que (14) et (15) donnent C,—; >0 (I =1,
n — 1), et dans ce cas (12) donne a l'aide de la relation min F(x, s) =
= —max [—F(x, s)] avec " e

%8 € [a, 0]

F(x, 5) = & L L — @it (s — bt

(s — a)n— l(s — byn— i sC

!,

! -
(n—1+0)!

1 c!

g

Y (%, ) = —D1C,_, —

Cn—l+o mn—l,c -
c

I

- l—1|—141«,;»u: 0 (l - 1, n — 1)

* il est bien entendu qu'au cas / = 1, la somme X manque
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et d’autre part que la relation (14) a évidemment lieu aussi pour g = 0
(1=<0=n), auquel cas (11) donne

1
;beZCo ZC Mo, —“n_!'mo:n:O

conformément a (15) (avec ! = #), ce qui démontre le théoréme.

En appliquant la régle de Cramer au systéme d’équations linéaires-
(15) aux inconnues Co Cy, +.v., Cy_y on obtient le

rHEOREME 3. Le coefficient C,_ (! = 1, n) du théoréme 2 a 'expressi--

on

(16) Cn—l = (—‘1)”-1 —Bi (l = 1, n)

ott D, ; est la valeur du déterminant obtenu en remplacant dans le déter--
minant

1 0 0 O w0 0 0... 0 0 O
en 4 0 0 0 00 0 0 0
11
&9 G&H 1 0o ... 0 00... 0 0 0
21 1!
(¢ 1—-1 (l,l—Z)(l,l—S)‘“(l,l——p)“;(l,l)__lo.“ 0 0 0
g—nt (=2 (-3 (@ — p)! 1t
(17)
(n—l,n—Z)(n~1,1z—3)(n—1,n—4) n—-1n—p—1
(n— 2! (n — 3)! (n— 4! . n—p—1)!
‘ (n—l,n—l){u-«l,n—l——l](n—l,n—l——2)”'(n—l,l)__lO'
(n — D11 n—1—1)1 n—1—2)! 1!
(n, n, —1) (n, n, — 2) (n, n— 3) (n, n —p)
(n— 1)! n—2)t (@»—3)! (n—p)!
1 m,n—1+1 (n,%,—l)(n,'n——l—l)”.(n,2)£L,l_)_1*)
-1+ m—=h! (p—1=1 21 11

* chaque accolade représente une seule ligne du déterminant
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