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DUALITAT BEI OPTIMIERUNGSAUFGABEN
IN HALBGEORDNETEN TOPOLOGISCHEN
VEKTORRAUMEN (II)

von

WOLFGANG W. BRECKNER
(Cluj)

In dieser Arbeit geben wir einige Anwendungen der allgemeinen, im
8 3 der Arbeit [2] des Verfassers entwickelten, Dualititstheorie. Wir
zeigen, dass man aus dieser Theorie durch Spezialisierung sowohl eine
Dualitatstheorie fiir konvexe Optimierungsaufgaben mit Nebenbedin-
gungen, als auch eine Dualitédtstheorie fiir die verallgemeinerte Fenchelsche
Aufgabe erhalten kann. Die benutzten Bezeichnungen sind dabei die glei-
chen wie in [2].*

1. Dualitiit bei konvexen Optimierungsaufgaben mit
Nebenbedingungen

Gegeben seien:

A,) eine nichtleere konvexe Teilmenge U eines reellen oder komplexen
Vektorraumes X,

B,) ein halbgeordneter topologischer Vektorraum Y,

C,) ein gerichteter halbgeordneter topologischer Vektorraum F # {0}

D,) eine konvexe Abbildung ¢: U — F,

E,) eine konkave Abbildung w: U — Y,

F,) ein Element y, aus Y.

Im Raum X bilden wir die Menge

{L.1) Z={2&U:y, < (2}

* Amm. d. Red.: Das Zeichen = aus [2] wurde aus drucktechnischen Griinden
durch g ersetzt.
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Als konvexe Optimierungsaufgabe (genauer, konvexe Optimierungsaufgabe
mit Nebenbedingungen) bezeichnen wir dann das folgende Problem : 4si
die Menge Z micht leer, so bestimme ein z, & Z devart, dass es keinz e £
mit o(z) < @(z) gibl.

Diese Optimierungsaufgabe ist ein Spezialfall der im Abschnitt 3.1
der Arbeit [2] gestellten primiren Optimierungsaufgabe. In der Tat, wihlt
man in der Formulierung der priméren Optimierungsaufgabe V' = v, + Ky,
W = Ky, $(v) = 0 fiir alle v & V und haben X, Y, F, U,g, = die durch die
Voraussetzungen A,)—E,;) angegebene Bedeutung, so erhilt man die kon-
vexe Optimierungsauigabe und die durch (1.1) definierte Menge Z stellt
die Menge der zulissigen Flemente dar. Weiterhin kann man leicht nach-
priifen, dass in diesem Spezialfall die Voraussetzungen {), (i), (iii), ()
und (jj) aus [2] erfiillt sind.

Um die der konvexen Optimierungsaufgabe entsprechende duale Opti-
mierungsaufgabe aus der Formulierung der dualen Optimierungsaufgabe
aus Abschnitt 3.1 von [2] herzuleiten, bemerken wir, dass in diesem Fall

V= I{y* X I{I-'k* und
Wyk, [¥) = y¥(po) fir alle (%, /%) &€V

gilt. Daraus folgt
(1.2) Z' = {(y* f*) € K+ X K :osup {y*(n(n) — [*(o(w) - ue U} <+ o}

und dass f & F genau dann ein Indikator eines Funktionals (y*, f*)aus
7' ist, wenn es der Gleichung

(1.3) yE(yo) — F3(f) = sup {y*(n(w) — [*(ow): v & U}

geniigt. Demnach ist & die Menge jener f& I fiir die es mindestens ein
(y*, f*) & Z' gibt, so dass die Beziehung (1.3) gilt.

Die zur konvexen Optimierungsaufgabe duale Aufgabe lautet also:
ist die durch (1.2) definierte Menge 77 micht leer, so bestimme ein (9§, fH ez’
das einen Indikator f, & F besiizt, fiir den es kein fed mit fo < f gibl.

Um die Brgebnisse von § 3 aus [2] fir die beiden hier betrachteten
Aufgaben spezialisieren zu konnen, bemerken wir noch, dass die Bedin-
gungen (B,), (B,) und (B;) im vorliegenden Fall folgendermassen lauten :

($,B,) Haben die Mengen
(U, 0] = {(y,g) €Y x F:Ju & U mit y < =), o) < g
W+ fl={ye eVYxFiy, <y g<f}

hochstens Randpunkte gemeinsam, wobei f ein Element des Raumes F
bezeichnet, dann gibt es ein (y*, f*) &€ Ky= X K mit

(1.5) sup {y*(n(w)) — f*(o(w)) 1w & UL < y*(yo) —*()-

(1.4)
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(S,B,) +Ist~ (U, o]N [V, b+ f]1=0, so gibt es ein (v* f*) o
e Ky« X KF*\,. das de"r Ungleichung (1.5) geniigt. )
; )(ilBs) d(ajlbt e.sbiur Jedes g € F, f < g, ein z, & U mit y, < =(z,) und
) < g, nn g i i
:';’P ) §<g. gibt es ein z € U mit y, < =n(2) und o¢(2) < g fiir alle
Wenden wir nun die Theorie von § 3 aus [2] an (u. zw. Korollar 3.4.3

Korollar 38.4.5, Satz 3.6.2, Satz 3.6.1, Sat 3 3
bt oo i , Satz 3.4.4 und Satz 3.6.3), so erhalten

s Bt () i e ol 2, X

il gsaufgabe, so gibt es ein (y§, f§) & Ky X Kps

(16 iy — [Elele) = sup () — Silol)  u = U,

1 KSA'ZJ 1;4724 GGlilt' fiir ein z, = U ml:t Vo < w(2o) und fiir ein (y¥, f&) a
e e Gleichung (1.8), so ist zy eine Losung der konvexen Optimierungs-

aufgabe und (¥, f3) el 2 Y it
| du];é}m /;Zt?ga(bje}?) f§) eime Losung der zu der konvexem Optimierungsaufgabe

sa1z 1.3, Die Bedingungen (S,B,) und (S,B;) ser B
fii . i 2§ D s) seien fiir alle f aus F
Z%fb'el sc;/z(ojz’li ;4f Of% ? 3; % XdF * eine Lisung der vt dor /eonvcxj;n O]btim];e%t;gg_
e (160 genu%t. e, dann gibt es ein z, & U mit y, < n(z,) das der

Sagm:iuz 1.4. Ist F ein Fundamentalraum, so gelien die folgenden Aus-
1° Ist Bedingung (S,B,) fiir alle f aus F erfii '

& ' erfiillt und 2z, & X eine Losung
iiiz: /Zaznz)iexe? Optimierungsaufgabe, so gibt es ez'?.f:); Lisung (g@ f(;”‘)me% BY*O>S<M]1§§“‘
‘ er ' 1IN ; ‘

T gemig;oawsxm Opltimierungsaufgabe dualen Aufgabe die der Gleichung
2° Gibt es fir ein zy = U mil y, - ' Y i S
L2 : = U Vo < w(z,) eine Lisung (v§, [¥) S Y xF*
cis;ﬁ ,,i:; des konvexen OJ?izmwmngsaufgabe dualen A%fgcg?)g, j;OO) jass E<16)
£ ,30a?g§ ;}sé zo eine Lisung der konvexen Oplimierungsaufgabe. .
W m f-:,e Bé’?fiﬂ-ﬂg&iﬂg‘g?‘a (S:By) und (S,B;) fitr alle f aus I erfiillt
oad ( gu, J&) & Y*X I* eine Losung der zu der konvexen Optimierungs-
4 gabe dualen Aufgabe, so gibl es ewme Lisung z,& X der konvexen
Plimierungsaufgabe fitr die (1.6) gili.
. 4 ) Is.th 2o 5 X m’ne_ledsung der konvexen Optimierungsaufgabe und gilt
4 /S’yo,fa") € Ky X Kp« Gleichung (1.6), so ist (y§, f&) eine Losung der zu
convexen Optimierungsaufgabe dualen Aufgabe. i

Beachtet man Hilfssatz 3.5.2 aus [2], so stellt man fest, dass man

it : : .
1 den obigen Sitzen die Aussage, dass das Funktional (v, f¥) & Ky X K

der Gleich ; b di :
,erSetzeanggrgl :(1.6) geniigt, durch die folgende, zu ihr dquivalente Aussage,

Es gilt
L{zg, y%) < L(z, 3§) < L(w, y¥) fiir alle (v, y*) & U X Kys,
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wobei L durch
L{, ) = f(o(w) — y*(m(w) — 3o fir alle (w,5%) & U X Ky

erkliart ist.

In den folgenden beiden Sitzen geben wir hinreichende Bedingungen
dafiir an, dass die Bedingungen (S,B,), (5,B,) und (S,B,) erfiillt werden.

a1z 15. Besitst Ki immere Pumkie und gibt es ein 4, & U, so dass
(o) — Vo tnmerer Punkt von K, ist, dann ist Bedingung (S1B;) (also auch
(S:By)) fiir alle [ aus F erfiillt.

Beweis. Weil m(uy) — ¥, ein innerer Punkt des Kegels K, ist, gibt
es eine Umgebung A von 0 mit w(the) — o + U C Ky. Daraus folgt

(1.7) Yo < w(ug) + y fir alle y € L.

Andererseits gibt es fiir einen inneren Punkt %, des Kegels Kf eine kreis-
formige Umgebung ¥ von 65 mit By + %9 C Kir. Daraus folgt

(1.8) — hy + g < 0p fir alle g &Y.
Aus (1.7) und (1.8) ergibt sich dann
(m(ng), — o) + U X 2 C{(y,8) €Y X Fiyo <y 8 < 8,

d.h. (m(ug), — hg) ist ein innerer Punkt von [V, ]. Nach Satz 3.4.5 aus
[2] ist dann (S,B,) fiir alle f aus F erfiillt.

satz 1.6. Es sei Y ein halbgeordneter lokalkonvexey topologischer Vek-
torraum und F # {04} ein gevichieter halbgeordneter lokalkonvexer topolo-
gischer Vektorvaum. Gibt es e w, & U mit v, < m(ug) und ist die durch
(1.4) definierte Menge [U, 9] abgeschlossen, dann sind die Bedingungen

(S.B,) und (S.B;) fiir alle [ aus F erfiillt.
Beweis. Es sei f ein Element aus F mit

Wir zeigen, dass es dann ein (v*, ) € Ky» X K mit
(110)  sup (yH{e() — [H(o(w) : v & U} < 3*( = ()

gibt.

In der Tat, aus (1.9) fblgt, dass (y,, f) der Menge [U, ¢] nicht ange-
hoért. Da [U, @] eine nichtleere abgeschlossene konvexe Teilmenge des
lokalkonvexen topologischen Vektorraumes ¥ X F ist, gibt es nach einemt
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‘ bekannten Trennungssatz (vgl.

KOTHE
| t* g (Y x F)* mit Eils

[9, S. 245]) ein Funktional

(1.11) sup {t*(t) 1t & [U, o]} < *((34, f)).

‘ Definiert man nun die Funktionale y* und f* durch
| y*¥(y) = t*((y, 0p)) fir alle y €7,
J*() = — t*((0y, g)) fir alle g & F,

so gilt y* gY*, f* g F* und
| £4(t) = y%(3) — f*(g) fir alle ¢ — (y,¢) &Y x F.
‘ Ungleichung (1.11) kann man also auch folgendermassen schreiben
(112 sup {y*(y) — f*(&): (v, &) & [U, ¢} < 3*(3o) — f*().

Nach Hilfssatz 3.4.2 aus [2] ist dann f* aus Km. TUm zu beweisen

dass f* aus K« ist, bemerken wir, d i
‘ aus (1.12) die Ungleichung o dass sieh wegen (v, wlud)) & [U, 9]

YH(@o) — S*(o(wo)) < y*(y0) — f*(f)
ie:rgib‘c. Dar.aus folgt durch Umformen f*(¢(1,) — f) < 0. Der Raum F
st aber gerichtet. Folglich gibt es ein » & Ki' mit ¢(u,) — f < h, woraus

fEh) >0 folgt.
Ist y ein Element des Kegels K, so gilt

| (m(1o) — ny, o(uy)) & [U, ¢] fiir alle n & N.
Wegen (1.12) ist dann
Y¥(m(no) — ny) — f*(p(u,)) < o fiir alle n & N,

Wobei o = y* — i
menel o = y*(y,) — f*(f) gesetzt wurde. Daraus ergibt sich durch Umfor--

o [y (m(ao)) — fH(o(uo)) — a] < y*(y) fiir alle n & N.

Eu"I -~ 00 .(3 ‘[ g 1 1 l 1 l a we u
5 ) g eicnun den GIeIlZ .t N 1..
gll y (3}) > [ 1 :I: EL y 5 Iiy : ali = :ig g amva" h11 VV a] 3 iSt y a'll' ; 1( Yl‘ &
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(u)) firr alle » & U aus [U, ¢] ist,

d T\U), ¢ L ;
Beachtet an pun, dass (). ¢ (1.10). Folglich ist Bedingung

so ergibt sich aus (1.12) die Ungleichung

B,) erfiillt. _ '
5 4I)m folgenden sei nun f ein Element aus F mit der Eigenschaft, dass

es fiir jedes g &F, f<g ein 2, & U mit y, < m(z,) und ofzy) <& gibt.
“Wir beweisen, dass dann

(1.13) W, elN V.4 +f1#9

gilt. Dazu machen wir die Annahme es gelte (1.9). Nach dem v.orhin Bewie-
senen gibt es dann ein (¥% ) & Kys X K+, das der Ungleichung (1.10)
genfigt. Setzen wir nun

f,=rf+ 2" — f) fiir alle n &N,
wobel f; & K so gewihlt wurde, dass f < fi gilt, dann ist

tim (y*(yo) — f*(f)) = y*(20) — f*U)

Wegen (1.10) gibt es dann ein n, & N mit

(1.14) y(yo) — fHU) = B

wobel zur Abkiirzung

8 — sup {y*(n(u) — [*o) i u & U}
esetzt wurde. ‘ _
g Beachtet man nun andererseits, dass es wegei f</fu ein z, & U
mit
yo < wlzy,) und o(z,) < Ju

gibt, so folgt
i (o) — fHfa) < ¥¥(mlag,)) — fHolan)) < B

i iderspruch zu (1.14). _ X
. %ﬁilﬁ?féﬁtglﬂté LZ].(IS). )Daraus folgt die Existenz eines Elementes z & U

mit y, < =(2) und @(z) < f. Dann ist aber ¢(2) < § fir alle g &I, [ <&

Mit anderen Worten, Bedingung (8,B,) ist erftllt. |
Beachtet man diese beiden Sétze, so bemerkt man, dassn die SatY:z :

1.1-—1.4 nicht nur die bisher bekannten Dualititsaussagen fiir konvexe =
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Optimierungsaufgaben in endlichdimensionalen Vektorrdumen (vgl.
COLLATZ 1. WETTERLING w. [5, S. 106—107], xarrin 8. [8, 5. 201, 239])
verallgemeinern und ergdnzen, sondern auch diejenigen fiir konvexe Opti-
mierungsaufgaben in beliebigen halbgeordneten topologischen Vektor-
raumen (vgl. ARROW K. J, HOURWICZ L., Uzawa H. [1, 5. 86, 89], BRrIuCK-
NER W. W., KOLUMBAN I [3], kxraBs w. [10]).

2. Eine Verallgemeinerung der Fenchelschen Dualitiitstheorie

Gegeben seien :

A,) zwei nichtleere konvexe Teilmengen U und V eines reellen topolo-
gischen Vektorraumes Y,

B,) ein gerichteter halbgeordneter topologischer Vektorraum I # {0,}
mit K # @,

C,) eine konvexe Abbildung ¢: U — F,

D,) eine konkave Abbildung ¢: V — I,

Als verallgemeinerte Fenchelsche Aufgabe bezeichnen wir daun das
folgende Problem: ist die Menge U (\ V wnicht leer, so bestimme ein zy S
e UNV derart, dass es kein z < UV mit

¢(z) — b(2) < olz0) — $(20)

gibt.

Man bemerkt sofort, dass auch diese Optimierungsaufgabe ein Spezial-
fall der im Abschnitt 3.1 der Arbeit [2] gestellten priméren Optimicrungs-
aufgabe ist. In der Tat, wihit man in der Formulierung der primiren
Optimierungsaufgabe X =Y, W = {0,}, =(u) =« fir alle v & U und
haben Y, F, U, V, ¢, { die durch die Voraussetzungen A,)—D,) angegebene
Bedeutung, so erhdlt man die verallgemeinerte Fenchelsche Aufgabe und
U V ist die Menge der zuldssigen FElemente. Weiterhin kann man leicht
feststellen, dass jn diesem Spezialfall die Voraussetzungen (i), (ii), (iii),
() und (jj) aus [2] erfillt sind.

Um die der verallgemeinerten Fenchelschen Aufgabe entsprechende duale
Optimierungsaufgabe aus der Formulierung der dualen Optimierungsaui-
gabe aus Abschnitt 3.1 von [2] herzuleiten, bemerken wir, dass im voi-
liegenden Fall die Mengen U’ und 'V durch

@1) U’ = {(y* f*) & V* x Kiiv: sup {y*() — [*o(w) : v & U} < + 0},
(2.2) 'V = {(y*, f*) € Y* x K1 inf {y*(v) — f*({(v)):v & V} > — oo}

definiert sind. Hin Flement f & I ist genau dann ein Indikator eines Funk-
tionals (y*, f*) aus U’ () 'V, wenn es der Gleichung

(2.3) ) = (%, %) — 9" (v, f*)

3 — Revue d'analyse numérique et de la théorie de l'approximation, tome 2, 1973,
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geniigt, wobei

o' (y*, [*) = sup {y*(u) — f*(e(w)) 1 v & U},
"Wy, fF) = inf {y*@@) — fF{Pv) v & V}

gesetzt wurde. Demnach ist & die Menge jener f & F fiir die es minde-
stens ein (y*, f*) & U’ (" 'V gibt, so dass die Beziehung (2.3) gilt.

Die zur verallgemeinerten Fenchelschen Aufgabe duale Optimierungs-
aufgabe lautet also: #st die Menge U’ (" 'V nicht leer, wobes U’, 'V durch
(2.1), (2.2) definiert sind, so bestimme ein (y§, f&) & U' N 'V das einen
Indikatoy fo & I7 besitzt, fiir den es kein fesd mit fo << [ gibt.

Da nun das Spezialisteren der Hrgebnisse des § 3 aus [2] fiir die ver-
allgemeinerte Fenchelsche Aufgabe und deren duale Optimierungsaufgabe
keinerlei Schwierigkeiten bereitet, gehen wir darauf nicht niher ein. Wir
bemerken nur, dass die Bedingungen (B,), (B,) und (B;) im vorliegenden
Fall folgendermassen lauten :

(5,B;) Haben die Mengen
U, o] ={(u, g) @ U X I: o(u) < g},
Vo +/1={w g sV X F:g< @)+ /}

héchstens Randpunkte gemeinsame, wobei [ ein Klement des Raumes F
bezeichnet, dann gibt es cin (y*, /%) & Y* X Kfe mit

(2.4) sup {y*(u) — f*(e(w)) 1w & U} < inf {y*(v) — [*(Y()) vV} — [4(f).

(SeBy) Ist [U, 1N [V, ¥ + /] =, so gibt es ein (v*, f¥) & YV* X Ki
das der Ungleichung (2.4) geniigt.

(5,B;) Gibt es fiir jedes g & F, f<<g, ein 2, s UM V mit ofz,) —
— {(z,) < g, dann gibt es ein z & U (N V, so dass ¢(z) — {(z) < g fiir alle
gel, f<g gilt.

Wie im Fall der konvexen Optimierungsaufgabe mit Nebenbedingungen
ldsst sich auch hier eine einfache Bedingung dafiir angeben, dass Bedin-
gung (5,B,) (also auch (S,B,)) fir alle f & F erfiillt wird. Um diese zu
erhalten, geben wir zunichst

Definition 2.1. Es set m, ein innerer Punkt einer Teilmenge
M wvon Y. Eine Abbildung P: M — I heisst an der Stelle my nach oben
beschyinkt, wenn es eime Umgebung U von 0y und ein Element h &< F gibt,
so dass my+ U C M und P(m, + m) < & fir alle m U gult.

Hs gilt dann

sarz 2.1. Das Innere des Kegels K5 sei nicht leev. Gibt es ein my &
s UNV, das innerer Punkt von U (bzw. von V) ist und ist die Abbildung
¢ (bzw. — ) an dieser Stelle nach oben beschyinkt, so ist Bedingung (SyBi}
Jir alle f & F erfiills.
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Bewers. Wir nehmen an m, sei ein innerer Punkt von U und @ an
dieser Stelle nach oben beschrdankt. Nach Definition 2.1 gibt es dann eine
Umgebung U von 0y, und ein 2 & F, so dass m, + U C U und o(my + m) <
< & fiir alle m & U gilt. a

Andererseits gibt es fiir einen inneren Punkt 4, des Kegels K eine
Umgebung ¥ von 0, mit A, + °©® C Ki'. Dann ist

(7%0; h 4 he) + U X ¥ C {(M; g &sU X F: (p(%) < g},

d. h. Int ([U, @]) N (V X F) ist nicht leer. Nach Satz 3.4.5 aus [2] gilt
also (S,B,) fir alle f & F.

Wir bemerken, dass die verallgemeinerte Fenchelsche Aufgabe fiir

archimedische halbgeordnete topologische Vektorrdume F mit Int (Ki) # O
erstmals von BRECKNER w. w. und KOLUMBAN I. [4] untersucht wurde,
die in ihrer Arbeit die Ergebnisse von FENCHEI, W, [7], ROCKAFELLAR R, T
[11] und DIRTER U. [6] verallgemeinerten. ’
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