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A very particular case of the above general case is the equation

l2,3lx + tl, 9l : Lr,Alx -l- [3,6]

''n'ith the solution

X: lz,gl

DUAI,ITÄT BEI OPTIMIERUNGSAUFGABEN
IN HAI-,B GEORDNETBN TOPOLOGISCHEN

VEKTORRÄUMEN (II)
von

WOI,FGANG -w. BRÞCKNER
(cluj)

In dieser Arbeit geben wir einige Anwendungen der allgemeinen, im
$ 3 d.er Arbeit l2l des Verfassers entwickelten, Dualitätstheorie. \Mir
zeigen, dass man aus dieser Theorie durch Spezialisierung sowohl eine
Dualitätstheorie für konvexe Optimierungsaufgaben mit Nebenbedin-
'gungen, als auch eine Dualitätstheorie für die verallgemeinerte Fenchelsche
Aufgabe erhalten kann. Die benutzten Bezeichnungen sind clabei die glei-
chen wie in l2l.*"

In this case:
1. Ilualität bei honvexen Optimierungsaufgallen mit

Nebenbedingungen

Gegeben seien:
_ At) eine nichtleere konvexe Teilmenge U eines reellen oder komplexen
Vektorraumes X,

Øt:A':b:C:d':1, C:8' S:1and t:+

RÞI¡ÐRÞNCES

lll Berti, stef an N', The soll't,ti,on of aninterual, eqwati'olt'' 1\,Iatlrernatica, Cluj r1, (34)'
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t2l ,Ratsche v, H., T;;ib;í'ne¡rre¡genscnafien dev Intetaaltovi,lhnctih. J' reine unil angerv'

lvlathematik, 1971.

Leceivetl 2, x.f' 1972'

B')
C')

ein halbgeord.neter topologischer Vektorraum Y,
ein gerichteter halbgeordneter topologischer Vektorraurn ,F' + {0"}
+Ø,
eine konvexe Abbildung g : U -, F,
eine konkave Abbildung 7c : U *" Y,
ein Element yo ats Y.
Raum X bilden wir die Menge

Z:{raU:./o(æ(e)}.

mit KJ"
Dr)
E,)
F,)
Im

(1.1)
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WOLFGANG W. BRECI(NER 2âozo

'V : I{v* x -I(1- und
,þ(y*,/*) : y*00) 1är alle (y*, Í*) ='V

gi1t. Daraus folgt

(1.2) Z': {(y't, l'\ e.I(r'. X.I(;-: sup {yá';rcþ'r')) - f*(q(u)):u'eU\ <+co}

uncl class I e t, genau clantr ein Indikator eines Iiunktionals (y*,/*) atts

Z' ist, weirn es der Gleichung

(1 3) y'r(yo) - l*0: suP {y*("(')) - f*(p(")): u e U)

genägt. I)emnach ist J die Me

fy*,,f:*) e' z' grbt, so dass die'"Díe 
"rr kotv"te,l OPtimi

(S'Ilr) Haben die Mengen

(1.4) l(l,ql:{(y,g) €Y xF"}'t't' etl mit y <ß(u)' q(ø) <g}'

[Iz, .þ l- Í] : {(Y,g) eYtF 
" Yo< Y' g <'f}

höchstens Randpunkte gemeinsam, rvobei / ein Ëlement cles Raumes F

bezeichnet, dann gibt es" ein (y*, l'') e I{". x I{¡J; mit

(1.5) sup {y*(n(ø)) - Í*(q(")): u e' U} < vn(vo) - Í.(fl'

(S'Bn) Ist lU, ql A LV, ,! + Íl:Ø, so gibt es eirr (rrx, ,f*) e
e I{.,,* x K;., cias der lJngleichung (1 5) genügt.

(SrBr) Gibt es für jecles g =F, f < S, ein z* = [/ mit yo < æ(z*) uncl
g(zd)S g, daun gibt es ein z € U tnit yo ('(z) und g(") < S fiìr alle
geþ' J <c.

Wenclen wir nun die Theorie von $ 3 aus [2] an (u. zn'. I(orollar 3,4.3,
f(orollar 3.4.5, Satz 3.6.2, Satz.3.6.1, Satz 3.4.4 untl Satz 3.6.3), so erhalten
\a'ir folgende Sätze :

sarz 1.1. Bed,ingotøg (SrBr) sei für øl,le J att,s F erfùllt. Ist zo €, X ei.ne

Lösuttg der Þ.onaexen Oþtinoierungsøufgøbe, so gibt es ein (5t"[,,f;*') e IÇ,* X I{}-
øtit

(1.6) tlj,) -,iå*(q(".)) : sup {yi("(")) - fi(gþ')) : u e U}.

sxrz I.2. Gilt fùr ein zo ÇU m,it /o ( n(zo) un,tl fü.r ein (y-{,/ô*) e
e, I{y* x -¿4-+ Gkichung (1.6), so ,ist zoeiroe Lösung ¿ler h,otouexen,Oþtim,ierungs-

,øufgøbe cntd (yl;, f '{) eine I-ösung d,er zu, tler ltonuexen, Oþti,ntieiungsattJgabe
d,ua.len, Aufgabe.

sarz 1.3. Die Bedingungeix (SrBn) otnd (SrBu) seien .t'ür ølle f øot,s F
erfi.iil,t. Itt (yt,,l;*) e Y* xF't' eineLöswng der zu cley honacxenOþtiniierøm,gs-
øufgøbe duølen Awfgøbe, dann, gr'.bt es eitt, zoÇ,(J mit yo < tr(ro) døs d.er
Gleicltwlg (7.6) genügt.

st'tz 7.4. Ist F ein Fotnd,ømentalrauno, so gel,ten clie folgenclen, Aus-
sage||, ;

1" Ist IJech, I,l,e f aus F zn e X eine Lösrlrog
d,_er ltonuexen Oþ so'gibt es e (l,i, "t'i) e Y* x F*
cler zu d.er ltou,u øwfþøbe d.u b¿ 

"di¿"d,er 
Gleichu,u,g

(1.6) geni,igt.
rc(zo) etne Lösung (yi, /;')€ I'.:r3 XF)r
øbe clttalen, Au;fgabe, so døss (1.6)

v e x en O þtim,i erwng s øu,fgab e.

"Í,, 
(l 

;," å), 
r 
;:: 

" 
: Jt;,, { å i ;,,il,i;/#

íne Lösttng z n e. X cler ltonaexen

4" Ist zoe, X eine Lösomg der Í¿onuexen Oþt,itni,erungsøufgabe u,nct gitt
.fiir 11'¿',/;') c l(t*xK;. Gleichung (1.6), so r.sl (1,t, Íl') eine Lösr,tng d,er zu
rter horue rett Oþtintierungsaufgabe dcta.len Au,fgabe.

Reaclrtet man Hilfssatz 3.5.2 a:us [2], so stellt man fe5t, dass rnan

ilt Ogll obigen Sätzen clie Aussage, dass clasF'unktional (1,6,, /å,) e Itv.XI{iii
cter Gleichung (1.6) genirgt, durch clie folgencle, ztt thr ziquii'aientc Aussage,'ersetzeu kann :'

Ììs gilt
L(zo,3t't') { L(ro, -1,d') < L(tt,¡t'i') für aiic (tt.,¡t't') G L' X 1l¡,*,
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L(*, y*):/4.(ç(r)) - y*(n(u) -yo) für alle (u, y*) € U x Kv*

erklârt ist.

In d.en folgenden beiden Sätzen
d,afûr an, d.ass ãie Bedingungen (St

r Punkt des Kegels -Ilo ist, gibt
o) - yo + 1l C I<y. Daiaus folgt

(1.7) -10 ( æ(øo) f Y für a1le Y eult'

Andererseits gibt es für einen inneren Punkt /øo des Kegels KÍ eine kreis*

förmige Umgebung 1e von 0" mit ko I N ç Kl' Daraus folgt

(1.8) - lro l8 ( 0¡ für alle g e 1u'

Aus (1.7) und (1.8) ergibt sich dann

(n(*o), - tro) +'t0 x T Ç {(y, g) ey x Fi !o< y' g ( 0¡}'

ð,.h. (n(uo), - ho) ist ein innerer Punkt von lV' þl' Nach Satz 3'4'5 aus

iz j iÀt'därin (S;b') für alle / aus F erfü1lt'

rJül'lt'

Beueis. Es sei / ein Blement aus F mit

(1.e) lU, ql À lV, '! + f) : Ø'

Wir zeigen, dass es dann eìn (y't, Í") e Kvr X K'i. mit

(1.10) sup {y*(æ(u)) - l*@(u)): u e U} < v*(vo) - f.U)

gibt.
In der Tat, aus (1.9) folgt, dass (ys,-/) der Menge [U' 9].nicht ""q?:

h<;rt. bä lg, ql äinl, "i"frtf?ete 
.ngãsðhlôssen" korrvexe Teilmenge des

lokalkonve*"r topãiägi."fr"" V"f.torräumes Y X F ist, gibt es nach einern

5 DUÄLITAT BEI OPTIMIERUNGSAUFGABEN 31

bekannten Trennungssatz (vgl. KÖTHE G. lg, S. 245]) ein Funktional
t* e (Y x F)* niit

(1.11) sup {l*(l) : t e lU, pl} < t*((yo, fl).

Definiert ma11 nun die Funktionale y'¡ und /* durch

Y*(Y) : l*((y, o")) fùr alle y eY,

f*k) : - l*((0u, g)) für alle g € ]r,

so gilt y+ eY*, /* €F* und

t*(t): y*(y) -/*(S) für alle l: (y, g) ay x F.

ungleichunc (1.11) ka'n man also auch folgendermassen schreiben

(1.12) sup {y*(y) - Í*k) : 0, g) e lU, el} < y*Uo) - Í*(Í).
Nach Hilfssatz 3.4.2 aus 12] ist dann /* aus RF*. TJm at beweisen,
dass,f* t"r-.K{-_ ist, bemerken wir, d.ass sich wegen (yo, n(uo)) e lU, ç]aus (1,12) die Ungleichung

y*0 o) - Í*(ç(u,)) < y*0 o) - Í*U)

ergibt. Daraus folgt durch lJmforrnen Í*(ç(uo) -/) < 0. Der Raum .F'
rst.¿ber ge-richtet. Folglich gibt es ein h e I{iJ mit g@o) - .f < t , woraus
Í*(h) > 0 folgt.

fst y ein Element des Kegels -I1", so gilt

("(uo) - ny, q(u,oD e lU,9l für alle n eN.
Wegen (1.12) ist dann

y*(n(wo) - ny) - f,r@(uoD ( c¿ für alle n G N,

wobei ø - y+(yo) - Í*(Í) gesetzt wurde. I)araus ergibt sich durch Umfor-nen

n-1ly+(n(u,)) -Í*(ç(uo)) - "l (y*(y) für alle n eN.

lil " Ì T_ h"1. dic linke Seite dieser Ungleichung den Grenzwert Nult..uetanach gilt y*$t) Þ 0.Da ! aKv beliebiggewählt war, ist 3/x aus Ky*..
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Beachtet lnan nun, dass (æ(ø)' p(r¿)) tiìr alle t! 
='y' 

atts IU' <p] ist'

:so ersibt sich aus ti.i'tl"äi" Ü'ìáíåi"iì"lig (1.10). Folglich ist Beditrgutrg

(*'uilr"'ffî11"u"" 
sei 

'rrn / ei' Eremerrt aus F nrit der Eigensc'aft, dass

es fiir iedes s = o'l'.f I';,'"i;'r;ä"u *ill. < "(rr) rr*rl 
<p(z*) ç g gibt'

Wir beweiseli, dass danlr

(1.13) lu, qlÀ lv' þ + Í) +Ø

gilt. Dazvmachen q'ir die Annahme es gelte (1'9) ' Nach d-em vorhin Bewie-

senen gibt es dann ein (1,*,-f*) g llt--x ,KÅ, ¿Las d.er ungleichu[g (1'10)

genügt. Setzetr wlr llun

f,,:f l2'"Ur-/) ftir alle naN'

r¡,obei h e I{l so gervähit wurde' d'ass / a /t gilt' dann ist

wegen (1 10) gibt::::,-i,::":*(vu) 

- f*(f)

(1.14) -1',f'(yo) - l"'(f'") > p',

wobei zur Abkürzung

g : sulr {1,i;(æ(ø)) -./'*(ç(r,)) : u a U}

t"."ai:"îff$" 
n1a11 nun and.ererseits, dass es wegen f < f," ein z¡,," Q (J

mit
yo { n(rt,,") uncl g@¡,,") 4 f""

gibt, so folgt

j,,,(yo) -fr'(f,") ç r,'r'(n(27,,,)) -Í'r(q('¡,,")) < P

im olgt die Existenz eines tr'1enr'ente-s z^ € [/

mit itt""¡ãt 'pt')"..f.,g 
fär a1le g aIì'Í <8'

Mit (s'Bu) ist erfällt'

BeachtetrnancliesebeidenSätze'sobemerktman'dassclieSätze
1.1-1.4 ,li"ht rrur ä;lri.h"r bekannien Dualitätsaussagelr fiïr lio11vcxe
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Optirnierungsaufgaben in endlichdimensionalen Vektor_räum^e^n 
^(^"^C].

cor!r¿!\'tz r,., wÞlrERTrrNG w. [5, S. 106-107], r<.e'nlrN s. [8, S.201,239])
verallgemeinent und ergànzen, Sondern auch diejenigen fär konyexe Opti-
mieruãgsaufgaben iu beliebigeu halbgeordneten topologischen \Iektor-
räur-,reri (vgl. entow I{. J., HoR\l¡rcz L., uz.A.-vvl rf. 11, S. 86, 89], llnrìct<-
r\ÉR w \\/., Kor,uÌu.BÁN r. [3], r<nans w. [10]).

2. Eiue Verallgerneinerung der Fcnchelschen Ðualiúätstrheolic

Gegeben seien:
Arf zwei nichtleere konvexe Teilmengen [/ und Z eines reellen tcpolo-

gischen \rektorraumes Y," Br) ein gerichte'cer haibgeorclneter topologischer Vektorraum F + {At}
:¡nit I{-ì; * Ø,

Cr) eine konvexe Abbilclung 9: U -, -li,
Dr) eine konkave Abbildung þ : V -* F '

Ai! verallgemeinelte Fenchelsche Aufgabe bezeichnen lvir clarur Cas

fo13¡:nde Ploblõm: i'st die Meytge U O V n'ich,t leer, so bestimnte ein zo G
e: t/ ¡-"¡ V derart, do.ss es ltei.n, z c U ll l/ ruit

p(z) - ù(z) < e(zo) - ú(zo)

gi,bt." Man bemerkt sofort, dass auch diese Optimierungsaufgabe ein Spezial-
fa11 d.er irn Abschnitt 3,1 der Arbeit l2l gestellten primären Optimicrungs-
aufgabe ist. In cler Tat, wäh1t man. in der Formrrlierung cier primären
Opiimierungsaufgabe X:Y, W:{0o), n(ot'):w l:¡1t alle t't' e U und
liaben Y, F: (J, V , ,p, { die durch die Voraussetzttngen Ar) -Dr) angegebene
Beclctrtung, so erhä1t rnan d-ie verallgemeinerte Fenchelsche Aufgabe und
U a V ist clie Menge der zu1ässigen Dlemente. Weiterhin kartn man leicht
reststellen, class in-diesem spezialfall die voraussetzungen (i), (ii), (iii),
(j) und (jj) aus [2] erfiïlit sind.

Um d.ie der verallgemeinertenFenchelschen Aufgabe entsprechende cluale
Optimierungsaufgabe-a'JS der Formulierung cler duaien Optimierungsanf-
gáb" nus A6schñitt 3.1 von l2l herztleiten, bemerken wir, dass im r.or-
liegend.en Fa11 clie l{engen U' :und 'V dtttch

(2.1) U' : {(y¿',,f*) e' Y* x I{T.'. stp {5t't'(r,,") - Í*(p(r)): u, e.= U}< *.o},
(2.2) 'V : {(y*,./,') s Y* x I<;.: inf {y"(z) -Í'' (ü(r)) , a atV}; - oo}

definiert sind. Ein Element Í a lt ist genau clann ein Indikator eines lîunli-
tionals (yr', f',') atls (J' ) 'V, wenn es der Gleichung

(2.8) .f',U) : ',1,(-y'*, /*) - ç'(y* , .f*)

3 - Revue 11'analyse numérique et de ]a théorie de l'apptoximatiou' tome 2, 1973,
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genägt, u/obei
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?'(),*, f") : sup {yx(ø) - Í*(ç(u)): u, q U},

'þb,*, f,r) -_- inf {y,t(r) -,f*(t],(r)): v e V}

gesetzt u'uLde. Demnach ist J die lVlenge jener / e -F für die es minde-
stens ein (y*,-f") e U'll 'V gí1tt, so dass die Beziehung (2.3) gi1t.

Die zur vera,llgerneinerten l'enchelschen Aufgabe ch'La1e Optirnierungs-
aufgabe lautet also: r.sl die lVlenge U' 

^'V 
nicht leer, uobe'i (I', 'V dwrclo

(2.1), (2.2) de.f'íniert sintl, so bestinune e'in, $t{,,fót') e U' À'V d.øs einen
Indil¡ator "fo€È- besitzt, für clcn es Í¡,ein f e;J m'it fo<f gibt.

Ða" nun das Spezialisieren der Brgebnisse des $ 3 aus 12) lnr die ver-
allgemeinerte Fenchelsche Aufgabe und deren dtLale Optimierungsaufgabe
keinerlei Schr,vierigkeiten bereitet, gehen s'ir da-rauf nicht näher ein. Wir'
bemerken nur, da,ss die Be<iingungeri (Br), (Bn) und (Bu) im vorliegenden
Fa1l folgendermassen lauter :

(SrBr) Haben die l\,lengeu

lU, ql : {(", s) GU x F: e(ø) ç g},

lV,,þ )-.fl: {(u, Ð e.tt X F: g < .1,(r) -l /}
höchstens Randpunkte gerneinsarr:, r','obei / ein Eleruent cles Raumes F'
bez-eichnet, dann gibt es cin (!",, :f',) qi y'ß x /ílì mit

(2.4) sup {y*(u) - f*(ç(t|): xt Ç. U} ç inf {y'F(u) -/',({,(r)) : a€=,1/} - l','U).

(SrBo) Ist lU, el^¡ lV, \1, -Fll :Ø,so gibtesein (y*,,/t') q Y* X Kill
das der UngleichunC (2.4) gentigt.

(SrBu) Gibt es für jedes g Ç.F, f <g, ein z, € Un V ntit gþe) -
- þ(rr) ( g, dann gibt es ein z G U lV, so class ç(z) -..þ(r) < g für alle
gQ.fì,faggilt.

Wie irn Fal1 der konvexen Optirnierungsaufgabe mit Neberrbedingungen
läss{. sich auch hier eine eitfache Bedingung dafür angeben, dass Bedin-
gung (SrBr) (also auch (SrBn)) fär alle f c -F erfü11t rvird. Um diese zu
erhalten, geben wir zunächst

Def inition 2.1. Es se,i mo e,ín inneyer Punkt einer 7-e,ilncenge
II aon Y. Eine Abltildung P: M ->F h,eisst att. der Stelle nco nqch oben
beschrrinl¡,t, wenn es ei,ne Urngebutøg 6l). uou, 0" und e,in El,etnent h æF gibt,
so d,øss mo l ll C M und P(noo ! nt) < It, Ji,i,r alle ru q\l g'ilt.

Es gilt dann
sATz 2.1. Das lttnere des Kegels Kl sei. nicht l,eer. Gibt es ein mo á

€ U n V, døs ittnerey Punkt aon U (bzw. uon V) íst otnd. ist díe Abbi,ldung
9 (bzw. - þ) on d,ieser Stel,le nøch oben, beschränht, so ist Bed.'inguøg (SrB¡)
fär all,c f aP erfi.il,lt.

Beueis. 'wi' 
'ehme_' ^\ mo, sei ein in'erer pu'kt von IJ und g an

dieser Stelle nach oben beschrä'kt. Nach Definition 2,1 gil)t es clann'eine
Unrgebung 9.8 von 0r 

"T_d 
ein k ç.F, so dass mo I 1t C U'und çþ", + *) i4 /r, liir a77e m, e "lf gilt.

Andererseits gibt es fiïr einen inneren punkt /zo cles r(egels .I{i- eine
Umgebung 1e von 0o mit /r,o ! I C Rí. I)ann ist

(rno, h, + ho) +.ft x T C {(", g) Ç,U x F: 9(ø) ç g},

d, h.,.-I1t. (!U, u.)) ) (V_x .F-) ist nicht 1eer, Nach Satz 8.4.S aus 12) gitt
also (SrB,) Ir-ïr alle f eF.

wir bemerken, dass die verallge'reinerte Fenchelsche Aufgabe für
archimedische halbgeordnete topologische vektorräume F rrit tnt (Kl) + Øerstmals von IIRECKNER rv. ui. utrã r<or,ulrnÁN r. [4] untersucht 

^#oi¿"-,

die in ihrer Arbeit die Er^g-ebnisse von FENcr_rErr w ti], RocK,a.rrEr,r,AR R. T.lIl] und DrrlrER u. [6] r'erallgemeinerten.
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