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Le présent travail est une application immédiate de la théorie construc—
tive des séries et des suites, que j’ai esquissée dans [3] et [4], et de la

" nouvelle méthode pour I'étude des intégrales impropres, que j’al exposée-
dans [5].

§ 1. Représentation analytique de la probabilité définie sur un champ:
aux événements élémentaires dénombrables, queleconque

Soit (E,)sen un ensemble dénombrable d’événements élémentaires:
[eo]

(incompatibles deux a deux) et dont la réunion E = |J E,, est 'événement:
1

certain. (On dira aussi: systéme complet d’événements élémentaires.)
On réserve le symbole E, pour I'événement impossible. I ensemble & (E),.
de toutes les parties de E, a laquelle on attache Pévénement impossible:
E, forme un champ infini d’événements. On fait correspondre
4 E, le nombre p, = 0 et a E, un nombre réel positif p, (n & N), de telle

2]
fagon que 'on ait ) p, = 1; les p, seront les probabilités des événements
1
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-€élémentaires. Regardant la probabilité P(4) d'un événement A — U E;
sl

(ot I est un ensemble d’indices tout au plus dénombrable) on aura P(Ae) =

= P(UE,) = Y_ 4, Dans ces conditions, la loi de probabilité completement
icT el

additive sur le champ d’événements considéré est déterminée (voir par

-exemple [2] p. 55). '

On donnera, dans ce qui suit, une représentation analytique valable
pour toutes les familles dénombrables de nombres véels et posibifs, {(p,)}, pour

o]
lesquels on aura ) p, = 1, donc & Iaide desquels on peut définiv n’importe
1

-quelle Lot de probabilité sur wn champ aux évémements élémentaives dénom=
brables.

THEOREME 1. Sout (E,),cn un systéme complet &’ événements élémentaives.
Pour que la fonction P donnée par P(E,) = Py (n & N) définisse une proba-
ilité sur le champ d événements wnfini engendré par (E,),cy, il Sfaut

-t 3l suffit que la swite p,, p,, P, . . ., Pus .. ait la représentation
(1) an:”L} dg=0,0<d, @R (ngN) et D d, = 4 oo,
(1 +a) '

Do =0 étant la probabilité de I événement impossible E, On a aussi

k-1 1 1
P(LkJEV el 1am,
1(_)[ 1+ dy) I;I (1 + dy)

Démonstration. Dans [3] et [4] on donne la forme de représentation
du terme général, ¢, d’une série convergente 4 termes positifs — d’ailleurs

quelconque — ainsi que celle de sa somme :
1
(d— & 1) ¥y 1
Gh=-2d, (n&N) et s:(;—{—l)cl,
IT (1 + &) '

1

o1 0<d, &R (n &N) et) d, = +oo. Si on pose(dl—f— 1) ¢; = 1, alors
1 1

on obtient une série 4 termes positifs et 3 somme 1, donc justement de la
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forme (1). Inversement, si on donne la suite (p,) de termes strictement

=
positifs, pour laquelle Y $, = 1, on en peut construire (uniquement) la suite
1

(@,) a l'aide de laquelle p, peut étre représentée selon (1). En effet, de (1)

1 1 ' .
—=——1et pour » & N on en obtient la formule
dy P

. 1 1
de récurrence L
dn+1 dn Pn+1

on tire, pour # =1,

— 1. I’expression de P(’GLE\,) résulte de la
k

formule

_—— =012 ...)
101(1+dv)

de la somme partielle d'une série & termes positifs et 4 somme unitaire obte-
nue de [3].

Observation 1. Afin de pousser plus loin la validité de (1)
on peut permettre pour un ensemble I d’indices, tout au plus dénombrable,
qu'on ait 4, =0 (¢t &l), (d)ierC (@)nen, en respectant toujours la

condition Edn = -~ oc. Ainsi on considére aussi des événements (Eyier
1

»presque-impossibles” ([1] p. 51). La représentation (1) reste encore valable

— voir [4] —.

Observation 2 En sinspirant de la forme de représentation
(1), on peut donner wne représentation pour la probabilité définie sur un
champ fini d’ événements engendré par un systéme fini et complet d'événe-
ments élémentaires (E,)?_ (n nombre naturel arbitraire, mais fixé), notam-
ment .

(@)

P(E,) =py=—"— (k=12 ..., n—1) et P(E,) = p, =—1,
1+ ) I+ dy)

ot 4, >0 (k=1,2, ...,7n) et on réserve pour I'événement impossible

la notation £, avec P(E,) = p, = 0. Il est facile & vérifier, par induction,

que D p, =1 (n & N). Si on donne les nombres positifs D1 Doy ooy D
1

avec 12 ?, =1, on en peut uniquement déduire d,, d,, .. ., 4, pour que (2)
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ait lieu ; eneffet L =2 ettt =1 Prm1 g pour k=23, ..., n — 1.
dy P dy, dk*l P |
enfin d, = LI
d"*l Pﬂ

Observation 3. Pour l'étude de l'allure de la suite (p,).enen
fouction de la suite (4,),cn on peut se servir de quelques théorémes donnés
dans [6] et de l'observation 8 de [4].

Observation 4. On obtient facilement la représentation analy-
tique de Uentvopie du champ de probabilité comsidéré, notamment

1 * d.
H= — St
Inz & 2t

[ln 4, — iln (1 + d‘,).]
O I

§ 2. La réprésentation de la fonction de répartition d’une variahle
aléatoire dans le cas discontinu (cas ,,discret”)

a) Le cas de la variable aléatoire dite | simple”’. Dans [2] on nomme
variable aléatoire ,,simple’, une variable aléatoire susceptible de prendre
seulement un nombre fini de valeurs finies. On peut ranger ces valeurs
dans Tordre croissant: x; < %, < ... < %, (» nombre naturel fixé); la
valeur x, sera prise avec la probabilité p, pour 2 = 1,2, ..., n. Alors, on
a pour la fonction F de vépartition

(3) F(x) = 2 P, avec p, donnée par (2) (v g R).

b) Le cas de la variable aléatoire @ valeurs formant un ensemble dénom-
brable. Soit (x,).en la suite des seules valeurs (ces valeurs ne sont pas néces-
sairemenut rangeables dans l'ordre croissant) susceptibles d’étre prises par

' Dans un tout autre ordre d'idées, on remarque, que la représentation (2) permet
la décomposition vationnelle et positive de 'unité, en cousidérant les d), entiers et positifs,
g d dy 1
Tl U@ ) T T ) b e () (Lt )
et ceci permet I'étude de la décomposition de I'unité aussi en 141:;(5 somme de fractions positi-
-

ves & numérateurs unitaires et a dénominateurs entiers: 1 = E — (n € N).
x
1 k
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{a variable aléatoire, avec les probabilités correspondantes ’(pn),,.e.N. Alers
_ conformément a (1) — on aura pour la fonction de vépartition
o dfk
{4) F(x) =3 pa (x & R) avec p,;, = T
T~ i+ a)

(i,) étant la suite partielle, finie ou infinie, des indices pour lesquels

E dik:Edu = oo
=T 1

< 00
k

%, < ¥ et — bien entendu —

X

§ 3. La représentation de la fonetion de répartition d’unc variable

aléatoire et eelle de sa densité de J)I'Obﬂl)ilil;é, dans le eas ou eelle dernicre
est eontinue. La représentation dans un cas mixte

On énonce tout d’abord, pour une fonction strictement positive fa
& C]— oo, + oo[, et aprés pour une fonction 11011—11égat'{vefle Cl— oo, .—l—)-ocr[
une condition nécessaive et suffisante, powr qu'elle puisse élre la densité de
probabilité d’une variable aléatoive. On donne une représentation analytique
pour f, ainsi que pour la fonction de répartition F, qui lui correspond.

rHROREME 2. 1° Si un couple (f, @) de fonctions strictement ;'bosit{ves
et appartenant & la classe C]— oo, 4 oof satisfait I équation différentielle
swivante avec ses conditions 4 la lumite:

! . %) . X
(5) (M] — fw) (xeRr);tn o1 tlim =0,

o(%) xo—w ¢(x) xo oo @(x)

alors f est une densité de probabilité altachée a une certaine variable aléatorve,
et [ est veprésentée par

x

— S pla)die R

(6) f(x) = o(x)e ~= (x & R),
la fonction o satisfaisant aux conditions

X -l-co
(7) S p(u)du < o0 et S o(#)du = —+ oc.
La fonction ¢ — la couplée de f — est représentée a son Lowr a laide de
f, par
®) olr) =—L (xenR).

1§ fl)du
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2° Une densité de probabilité, f, strictement positive (d’aslleurs quelconque)
de la classe C]— oo, -|- oo[ satisfait & I’ équation différenticlle (5) avec la couplée
¢ & C]— o0, 4 0o[, qui est soumise aussi aux comditions (7). La fonction
S a nécessaivement la représentation (6).

3° La représentation analytique de la fonction de vépartition F, attachée
a la densité de probabilité f (strictement positive et continue sur R) est

an
_ s Q(u)du

) F(x):Sf(u)duzlamzl_em (xr & R).

Démonstration. Relativement au point 1° de I'énoncé. La continuité de

A . Y R ’ v/ . v
S entraine — vu (5) — celle de la fonction dérivée (i) , donc aussi 1'exis-
®
tence de son intégrale Riemann (on mentionne, qu’on ne suppose pas l'exis~

tence de f' et de ¢', mais seulement celle de (l)l). On aura
?

X

Sx(%)’d“ = — [fwan exer,
- g

(10) 18 n S8 o du.
o olt) 5 flou) o

Le membre gauche de (10) a pour limite% —1 si £ - — oo, (voir la pre-
(P -

miere condition & la limite, de (5)), donc le membre droit de (10) a aussi
une limite finie et

(11) | ) _q— - gf(u)du.

(12) S fluw)du =1,
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donc fest une densité de probabilité sur R. De (11) on obtient la fonction ¢,.

o) =—L0— (reR)
1— § fwau

(la positivité stricte de ¢ sur R en résulte avec évidence). On arrive par
cette voie 4 (8). Pour vérifier les conditions (7) regardant ¢, on intégre (8):
comme suit:

x

(13) §WMM=§—J@ﬂv (xS R);
2

k12

E 11— § fo)a

on y applique la substitution ¢ = S flv)dv, d’otr dt = f(u)du et pour les limi-

£ %
tes £ respectivement x on obtient #; = S Sf(v)dv respectivement ¢, = S f(v)dv..
2] —

Ainsi Végalité (13) devient

x by
foie {12 s o
1 —t ty
g e
c’est-a-dire
(14) (cp(u)du = —1In (1 —14)+In (1 —f&).
£
On fait ensuite & - — oo et il en résulte #y — 0, — ainsi le membre:
droit de (14) a une limite finie, donc
(15) Scp(u)du S 111[1 = Sf(u)du).

Pour ¥ — + oo, tenant compte de (12), on obtient de (14)
+ o0
s.‘P(“)d“ = 4- o0
B

et ainsi le point 1° de I’énoncé est complétement domontré.
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8

Relativement au point 2° de I'énoncé. Du fait ité
lativeme 2 ! que f est une densité d
probabilité strictement positive de la classe C']— oo, —l—oét [, résulte l’exist:ncs

de la valeur positive et moindre que l'unité: | flu)du (x & R).

S'AR

Ta couplée ¢ de f est définie par

(16) ¢(x) = el (r & R)

X

1 — \ fl)du

—

— ce qui est identique & (8) — et on procéde 24 la vérification de 1'¢ i

- C ] >t uation
dlff?entlelle (5) avec ses conditions a la limite, comme suit: (ile (16)
on tire

—

(17)

=

(¥

m—l—fmwm

puis, le second membre de (17) ayant une dérivée finie, on arrive a

(L2) = — s,

o(¥)

D’autre part, faisant ¥ — — oo res i *égali
t, - pectivement x — 4 oo, 1'égalité (17
il‘ou's conduit a l,a'prermere respectivement a la deuxiéme reli‘cion 5?5 la)l
imite, mises en évidence d’ans (5). La fonction ¢ donnée par (16) satisfait
3u551 a §7) ‘—E—t_en V((él)r la démonstration plus haut. Pour vérifier la formule
e représentation (6), on faira les calculs suivants a 1'ai i
O et ants a l'aide de la fonction

& S(w)du

‘§ e R e

- p(u)du —9] - floydy
o(x)e =7 __f» -

1 - & flu)du
L u .
_w —sw = m( 1- }Cﬁf(v) (h/)) ) In [1 - _Swf(u)du))
d - = fl=),
1 — S flu)du 1— S Fluydu
e 3

ce qu’il fallait démontrer.
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Relativement aw point 3° de [énoncé. Les égalités (9) s’obtiennent
immédiatement de (11), a l'aide de (6).

rHROREME 3. Si @ est une fonction non-négative de la classe C]— oo,
ool et satisfaisant aussi @ (7), alors la fonction f & C]— oo, -+ oo définie
a Daide de o, par Uintermédiatre de (), est une densité de probabilité conlinue
et nom-négative suwr R, attachée a une certaine vaviable aléatoire. De méme,
pour chaque densité de probabilité non-négative, f e Cl—oo, +o0f, il existe
une couplée de méme non-négative, ¢ & C)— oo, -|-oo[, et donnée par (8),

satisfaisant aussi @ (7). Les couples (f, @) ci-dessus, ne satisfont plus U équaltion
différentielle (5) aw points ot @ et [ s'annulent. Regardant la fonction de
yépartition attachéc a [ par Uintermédiaive de ¢, on aura

%
M S oi)die

(18) Fx) = (f(u)du —1—¢  (r&R.

— <0

Démonstration. La démonstration des deux propositions ci-dessus se
fait par simple vérification: en intégrant f — donnée par (6) — sur
]— o0, - oo[, respectivement en vérifiant (6) en y substituant ¢ donnée
par (8), — exactement comme on I'a vu vers la fin de la démonstration
du théoréme 2: La représentation de F se vérifie par dérivation et par
simple confrontation avec la définition de la fonction de répartition.

Observation 5. On fait des remarques analogues a celles ren-
contrées dans le cadre de l'observation 3.

Observation 6. Soit le cas, ot une variable aléatoire prend
certaines valeurs — disons le: dénombrables — (%,)ncy, avec des probabilités
o

correspondantes strictement positives (po)nen, pour lesquelles on a Dop=1-—2
1

avec 0 < < 1. La fonction de répartition de la méme variable aléatoire
ait aussi une composante continue, a veut dire qu’il existe aussi une fonction
non-négative et dans nos considérations f & C]— oo, - oo[, pour laquelle

4o

S f(x)dx = . Alors, on voit facilement que la représentation de / s’obtient

— o0
4 partir de (6), par une légere modification, notamment

L &
-5 S @(1)du

(19) f6) = p(x) e amem (¥ & R)
otl ¢ est aussi non-négative, ¢ & C]— oo, + oo[ et satisfaisant a (7). Tenant

7 — Revue d’'analyse numérique et de la théorie de V'approximation, tome 2, 1973,
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compte des représentations (1) et (19), envisageant aussi (4) et (18), on
obtient

=5 _soo olwydu d‘k \
(200 F(x) = all—e¢ + (1= 2 et (* € R),
5T A +a)
1
sachant que (7,) est la suite partielle — finie ou infinie — des indices

pour lesquels x;, < x. (Le premier terme du membre droit de I'égalité (20)
aura pour limite X et le deuxiéme terme aura pour limite 1 — Asix — 0.}
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