
BB L, NËMETI
20 RDVUB I}'ANALYSIì NUil{ÉRIQUE tsT DE LA TIIÉORIE

DE L,APPROXIIITITTION, TOAIE 2, 1973, PP. 89-98
[11] Ubev dia I)ttrchführu.ngsd,auu e ines Arbcitsgangcs i,t,t, d,er Abt.auJþlaqt4rg. J]t11.

Meth. Soc. Sc. Math. R.S. Rourn. 1¿, 3, 8l-86 (1968).
tl2l Ott' lhe Schedttli"n,g Problenr.'it't. lhe Cøse oJ Seuerat J[a.cltin.es of lhc Satn.c Tyþc-

l,Iathernatica (Ctuj), 13, 2, 251 -261 (19i1).
[13] Nérrreti, L., Rodó, Ir., Sul la þrogranuna.l'ion tcnrþorelle rtc la fabrical.ir.¡2. Ma¡re-

matica (Cluj), S, l, 109-111, (1966).
[14] Iì a cl ó, F., I-e calcul. 

-a.þþroximatif d,es cxlrèntes d,'une fotr,ctíon.. lfathematic¿r (Chrj) :1,
1, 171-177 (1961).

t15l niarã. ctt. condilii logice. Conltn Acatl. lÌ.P.R. 13, 1039 1042 (1968).
t16] c þotr'r résottd,re cevtaiu,s þrobtèntes de þrogra,mm.ation tnalhématiqu.'c-

(cluj),6, 1, 105-116 (1964).
[17] R o )', R., Chctn.irtcmenl' ct convtex'ité d,ans les gra.þhes. Aþþl.icatiotr. au.x þroblèntes d'oydon-

I'taixceØxe1tl. ì{etra, Série spéciale no 1, 1962.
[18] Roy, ll., Snssrne1rr, 8., Lcs þroblèmes d'oyd,onn,anccttx¿nt auec contt,aintes disjort.c-

l¿u¿s. SIìI,IA, I)irection scientifique, Rapport cle ¡echerche no. g, 1g64.

Reçu lc 15. -\lI. 1972.

lnstilu/ u.I tlc calcttl tlirt Clttj
al Acadcntiti Rcþrtblicii Socialiste l?otnâ.niø

RBPRÉSBNTATIONS ANALYTIQUBS
FONCTIONS FONDAMENTALBS DB

PROBABILITES

PouR QUBr-,QUES;
r.,A THÉORIB DF)S,

par

ANDRIìI NDY

(clttj)

I,e présent travatl est.une application immécliate de la théorie constfüc-

tive cles séries et ¿"å ï"li*, ãli :'"i esquissée dans [3] et [4], et de la

nouvelle méthocle pour l',étrlde des intégrales impfopres' que j'ai exposée'

dans fSl.

$1.Représentaf,ionanalyfiquetlclaproliabilitéùéIinicSuÌunchamp.
àux évòncments ólómerìtaites dénombrables, queleonque

Soit (E,,),çrv un ensemble dénombrable d'évènements élémentaires;

(incompatibles deux à deux) et dont la réunion E : Ü E* est 1'évènement'

ceftain. (On dira altssi: système complet d'évènements élémentaires')'

on réserve le symbole Eo pour l',évènement impossible. I,'ensemble I (E),

de toutes les parties ð.."i, à laquelle on attache l'évènement impossible'

E o, forme tn champ infini d'évènements' On fait corlespond're-

à -Eo le nonbre þo:}'et à E, un nombre réel positif þ, (n e N)' de telle"

e
façon que l'on aitf p,,: 1 ; les þn seronl les probabilités des évènements
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'élémentaires. Regarda''t la probabilité p(A) d'rn évènement A : l) E¿
(où 1 est un ensemble d'indices tout au plus dé'ornbrable) on aura p(ií _: P(l),Et) :Ðp,.Dans ces conditions, la loi de probabiiite coraplètement;eI ier
additive sur le champ d'évènements considéré est déterminée (voir par,exemple t2l p. 55).

On donnera, dans.ge qyi sttit,,une r_eþrésentation ønølytique aø.,øble
þour toutes les føm'íttes d,énombrøbl,es de nornbies réels a positi¡í,"i1'l"li,""pîrí
lesqwel's o,t, au/q'Ðþ*: r, d.onc à t'øide d,esquel,s on þewt d,éfinir n,iø,þorte

'guelt( I'oi d'e prou'øtttlte sur u,n chømþ øwx éuènenaents é1,émentøires d.énom-.brøbtres.

1'IrEORÈME l. soít (En),çw wn système comþl,et d,'éaènernents é1,é,nrentaires.
Pour que l,ø fonction P d.onnée þør p(8,) : þ* (n e N) d,éfinisse wne þroba_.bilíté sur I,e ckørnþ . d,'éaènen+ents inf,i,ni englenclré 

'pai 
1E*¡,,.*, il, ¡øut.et il suffit qwe l,a swite þ0, þr, þr, ...,þn, ... øit tø ieprêsentation
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forme (1). rnversement, si on donne la suite (þ*) d" termes strictement

positifs, pour laquen"î,Þ,: 1, on en peut construire (uniquement) la suite

(d,) àl'aid.e de laquelle þ* perft être représentée selon (1). En effet, de (l)
'ontire, poÍrn:1, 1:1-letpour nqN on en obtient la formuledl þ,
,de récurren**_:;#,- t. r,'expression u" 

"[Ç'8") 
résulte de 1a

formule

2

S,, I (n :0, 1,2, . . .)
fl

0
II (l + d")

,(l)

þo:0 éta'nt lø þrobøbil,ité de l"éaènement irnþossibre Eu. on ø øussö

de la somme partielle d.'une série à termes positifs et à somme unitaire obte-
nue de [3].

observation L Afin de pousser prus roin la validité d.e0)
'on,peut.permettre pour un ensemble 7 d'indices, tout au plus dénombrabie,qu'on ait d,,:0 (i q 1), (d,),=rC (d*),çy, en respe&ant toujours La

,condition in,: -¡ oc'. Ainsi on considère aussi des évènements (E¡);Er

,,,presque-impossibles" (lt] p. 51), rra représentation (1) reste encore valable
- voir l4l -.

Observatio
(1), on peut donner
chørnþ fini, d.' éuèneme
ments élémentafues (

ment:

(2)

P(8,) : þn: r3t- (h: l, 2,

fI (1 + du) fI (t + dv)

*d,r.)^^øP":TL, do:0, 0< d,eR (n eN) etld.,,: +oo,
Il(l+du) 1

0

" (ij'")
I

À-1

0
fI (1 + d")

l.+l
II (1 + du)

(Þ, leN)

':[å+ r)',,

Démonstratiott. Dans [B] et 14] on d.onne la forme de représentation
du terme gétéral, c,,, d'tne série convergente à termes positifs - d.,ailleurs
quelconque - ainsi que celle de sa somme:

(1 I

lu + 'l."' ,c":; -d, (neN) et
II (l + du) ?n du,ì.O q :1,2,:::,.n) et on _réserve pour l'évènement impossiblela notation Eo, avec P(Er) : þo:0. Ilestfâcile à vérifier, par inåuction,

*o" f 2o : , @ e N). Si on d.onne les nombres positifs þr, þr, . ..,þ,
fi

avec f po : 1, on en peut uniquement déduire dr, dr, ..., d, pour que (2)

Ø
,où 0 < d, e R (n eN) etld,*: +oo. Si on poself + fJ cr : l, alors
q¡r obtient une série à termes positifs et à somme 1, !trr" justeme't cle la



s2

aitlien;cnellct 1-- 1- lctl --lþn-'- l pour h-2,3,
dr þ, dh dnrþ¡

errfin¿1..: I 4l:-1r).
" d,,_, f ,,
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1a variable aléatoire, avec les probabilités cofrespolldarrtes .(1,),,.ew. Alcrs

- conforméme't à (1) - otr ãura poÍr I'q' fonction de réþørt'ition
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,n-7,,

dik

\4) þ-(*):Dþ,0 (ø e R) avec þ,,.
tl¡

,k

il

(x e R),

(1 + du)Observation 3. Pour l'étude c1e l'a1lure de 1a suite (y'"),,e¡en
fonction de la suite (d,n)"çw on peut seservirde quelques théorènres donnés
dans [6] et de 1'observation 8 de [4].

Observation 4. On obtient facilement la reþrésentøtion anøly-
tiqwe d,e l,'entroþie d,u cltømþ de þrobøbil,ité cotosidéré, notamment

(i1) étant \a suite partielle, finie ou infinie, cles iildices pour lesc1uels

x¡t,1 x et - bien entendu -", Ð- 
dro: i d,,, : J- cn'

,k

S 3. f,a rcuröse¡tation dc la Îonctiol do rópartilion tl'uuo variablo

"f¿'åtã;tüìt "óü; 
,ú s¿ dcnsitó rle irrobabilité, dans le eas où cofte tlerniìrrc

cst continue. La lepré-sontation dans rrn eas mixto

Otr énonce tout cl'abord, pour une fonction strictement positive / e
e Cl- oo, f oo [, et aPrès Pour^une fo
u,ne iondition nécessaire et søtffisønte'
l>robabitilé' d'tnte aøria,ble aléatoirc. O

þour /, ainsi que Pour la lonction
T HEoRitlIÞì 2. l" Si un couþle (f , q) d' fonctions. stri.cternen.t^^þositiae.s

,t ,lrlr';ri;;;;;ì' f to ,torv q- +, :f -É satisfait l'équ,ation cliff érentielte

suiuànte (nec ses cond'itions ò la I'imite:

(s) (#| : - r@) (ø c R) ,.1at#: | ',\Llll: o,

ølors f est une densité tte þrobøbitité øltacl't'ée à u,ne certøine ua'r'iøl¡le aléatoire,

et f est reþrésentée þar

- ( ç1"1a''

{6) ÍØ) : ç(x)e -'

.lø fonctíon g satisfnisøtt't øtl'x conclitions

; '-
\'/) 17þt,)dtt, a -l-oo et [ *

) Y\"'t*"' 
J

Lø fottction r --in cowþlée d, f - est reþrésett'tée à so'n tour à. t'aid,e cèe

J, þo,

(s) s(x) : --+Ð-- (r e 1l)'

r , \ ftÙau

H--1
\tt 2 ¡t" 1t +,1,) I

@

Ð
I

1¡d
d,,

T
I

1 -l- dv

$ 2. La réprésentalion de la fonclion de répartition d'unc r'¿rriable
aléatoirc dans Ie cas discontinu (cas ,,diseret")

a) Le cøs de lø uariøble øléatoire d,ite ,,sim,þ\e" . Datts [2] on nomne
variable aléatoire ,,sinr,þ|e" , une variabie aléatoire susceptible de prendre
seulement un nombre fini de valeurs finies. On peut ranger ces valeurs
darrs l'ordre croissant: x, .--x2 1...1frn (ø nombre naturei fixé) ; la
valeur rA sera prise avec la probabilité þþ pour å :1,2, ...,n. Alors, on
a pour lø fonction F d,e ré.þørtition

(3) F(x) :D þu avec þu donnée par (2) (ø e Ã).
'rr1'

b) Le cøs d,e lø aariqble øléatoire à actleurs formønt un ensemble d,énom-
brable. $oit (ø,,)r6,v 1a suite des seules valeurs (ces valeurs ne sont pas néces-
sairenrent rangeables dans 1'ordre croissant) susceptibles c1'être prises par

ì l)ans un tout autre ordre d.'idées, on femarque, que ia représentation (2) pernret
lø rlócomþosi.liott yationnell.e cl þosiliuc de I'unilé, en considérant les d¿ entiers et positifs,

,drd2dilI
| -1- dt (1 | dr)(I I rl,) (1 -1. d,) ...(t I d,\ (1 I d,) ...(r I d")

et ceci permet l'étude cle la clécomposition de l'unité aussi elr une sollrme de fractiols positi-
,tJ._ | I

ves à nurnérateurs unitaires et àdénomin¿teursentiers: I : )ì : (z e U¡.a nn'

d,øt,u oc-L
I
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donc/est une densité de probabilité sur R. De (11) on obtient 1a fonction g,.2" Une d,ensité de þrobab sl ill,eotrs q
cle lø cløsse C] - -, { ool sat l,' (S) auei
g € Cl-oo, f æ1, qui est a s (7). L
f ø nécessøiyement lø reþrésentøtion (6).

3o La. reþrésentation anøIytiqwe d,e røfonction d,e rêþartition F, øttøchêe
à Iø densité cle þrobabilité f (stricternent þositiae et contin,Lre sur R) est

nt'

(9) tr(*) : (f@)ou - r t+: | - r-J-*',u'o' (*€ R).)' q(")

Dém,onsl,røtOo). Or*^ement øu þoint lo d.e 1.,énoncé. I.a continuité de

;f entraîne - vu (5) - celle de la fonction rlérivée 
f,J' , aonc aussi l,exis-

tence de son intégrale Riemann (on mentionne, qu'on ne suppose pas I'exis-
tence de /' et de ç', mais seutement celle de 

[*)') On aura

ç(x) : f(x) (øeR)
I

1 - S f@)¿"

(la positivité stricte de g sur R en résulte avec évidence). On arrive par
cette voie à (B). Pour vérifier les conditions (7) regardant g, on intègre (B),
comme suit:

(13) f*tu) d,u

E

f (u)d.u

1l
(l,x a R);

J f(u)d,u

-@

on y applique la substitution ú :
J f(a)du, d'o:ù d,t : f(u)d,u et pour les limi--

-@

tes f respectivement ø on obtient te : f(u)d.u respectivement t* : I Í(u)dr.-

-æ æ

itx)'o':-i,t,o*
F

Ainsi l'égalité (13) devient
E,x e R,

lrotr

E

,x

d'où (u)d,u
J :?,: - r,r (1 - ,ll,:,

(10) f (x)

q(x)
f1)

Itt"t d,u. c'est-à-d.ire
I

(14) | elr¡a": - ln (l - ,,) f 1n (1 - r¿).
I

E

On fait ensuite | --> - oo et il en résulte lE + 0, - ainsi 1e membre.
droit de Qa) a une limite finie, d.on

q(t)

r,e membre gauche de (10) a pour limite ry -l si [ -] - oo, (voir la pre-p(rl
mière condition à la limite, de (5)), donc 1e nenrbre droit cie (10) a aussi
urre limite finie et

i*,'@)au

fr

(15) -ln Í(, d.u
(1 1) f(x) _ 1: _

q(x) I f(u d,u.
-@

Ø Pour x + + oo, tenant compte de (12), on obtient de (1a)

En appliquant à (11) la deuxième conditiou à la lirnite, c1e (s), résultera +Ø

J
q@)d,u - f oo

l-@

(t2)
J

f(u)d'w : l,
et ainsi le point 1o cLe l'énoncé est complètement domontré.
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Rel,àtiaement øu þoint 2" d'e l,'énoncé. Dt fait clue / est une densité de
probabilité strictenent positive de 1a classe C ] - oo,"foc [, résulte l'existence

de 1a valeur positive et moinclre clue l'unité: | Í@)au (ø e R).

I

Ø

Rel'øt,iuementøuþoint3"d,e'l'én^oncé.I,eségalités(9)s,obtiennent
imrrrédiatement de (11)' à I'aide de (ti)'

n non-négøtiae d'e l'ø cl'asse Cl- -.?'ø fonctioñ f a Cl- oo, + ool tléfinie
,ít ,nt ctensité de þrobøbíl'ité bonÍ'inue

certaine ua'riøble aléatoíre' De m'ême'

tiue, f
]-oo,
ilessus,
nul'ent.

cliøíYe cle. ç, on ctttrø

la couplée p de "f est cléfinie par

(16) q(x) : f(t\ (reR)
1 - \ f(tt)ttu

Ø

- ce qui est iclenticlue à (B) - et on procècle à 1a vérification c1e 1

différentielle (5) avec ses conditions à 1a lirnite, colnüre suit :

on tire

écluation
de (16)

Ftø : \J@

r
\ ç1"¡at
-.â(18) dor 7-e (ren)

(17)

*rll- t - [ f@)rht'
q(x) ,l

-@

Dét'ttonstra.tion. La démonstration cles deux propositions ci-dessus se

ú f - donnée Par (6) - sur

(6) en y substituant I donnée

vers la fin d.e la démonstration

e -F. se vérifie Par dérivation et Par

simple confrontatioll avec 1a clélinition cle 1a fonction de rép-artition'

observatiorr5.onfaitdesfemafquesanaloguesàcellesren-
contrées dans le cadre c1e l'observation 3'

observatiorr6'Soitlecas,otìunevariablealéatoireþrend'
certaines anl,ettvs- d'isons 7e: clénombrabl'es - (x")"çN' øvec cles þrobøbil'ités

corresþoncløntes str'ictement þositiaes (þ*),c*, pour lesquelles ou "Ðþ: 
1-l

avec0<l<l.I,afonctionderépartitiorrdelamêmevariablealéatoire
ait auss,i une comþosønte continue, çavetttd.ire qu'il existe aussi tlne fonction

non-négative et dans nos considér-ations f q Q- oo' l- oo[' pour 1aquelle

1Ø
I f(r\¿*: ),. Alors, on voit facilement que 1a représentatiou cle/s'obtient
J J\ /

ptris, le seconcl membre de (17) ayant urre clérivée finie, on arrive à

ffii:-r(*)
I)'autre part, faisant x -+ - oo respectivement x -+ + oo, l'égalité (17)
nous cond-uit à la première respectivenrent à la deuxième relation à la
limite, mises en évidence dans (5). I,a fonction g donnée par (16) satisfait
aussi à (7) - en voir la démor-rstration plus haut. Pour vérifier la formule
de représentation (6), on faira 1es calculs suivants à l'aide de la fonction
g donnée par (16):

- i qr¡¿*
p(x)t --

I f(,\a"
-J "--t- \ ¡P¡ao

f(x\ -Ø
o

l- I f(") d.'u

J)

l;'"1
-@\e

à partir c1e (6), par une légère moclification' trotamment

- I T çt"r¿u

(1e) Í@) : e(,r)ø ;5& @ a R)

1 \ ¡p¡a,1
f (*)

lt t, \ f("\¿")
f(x) -Ø -@ f(e x

1 - ! Jþùo', t - \ f@)au
6

ce qu'il fallait démontrer otì g est aussi non-négative, I € C]-c'o, +oof et satisfaisant à (7)' Tenaut

/ - 1ìevue <1'analyse ûunlóricltle el t1e la ttléorie de I'apÞroxirnation' tone 2' 1973
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compte des représentations (1) et (19), envisageant aussi (4) et (18), on
obtient

(20) F(x) - ¡ l-e
-*-L"'''1

+(1 -À) D E

II
I

(ø e R)"
' th ÍId,)

sachant que (r;) est 1a suite partielle - finie ou infinie - des indices
pour lesquels x¡n 1 x. (I-,e premier terme du membre droit de l'égalité (20)
aura pour limite À et 1e deuxième terme arlra pour limite 1 - À si x -> * *.)
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pâr

I. PÀVÀLOIU

(cluj)

l. Considérons l'équation opérationnelle

(1) P(x) : 0,

Uniuersilalca,,Babeç-Bolyai" din Cluj
þ- aawl,t al e ø d,e M al etn ati, c d,- M e c q,ni a ci

Caled,ya d,e Analizd

où P est un opérateur défini suf I'espace de Banach X à valeurs d.ans l'es-
pace linéaire normé Y.- Au cas où P(*) est une fonction réelle de la variable rée1le tt,
J. rr. TRAUB 14] étudie l'ordre de la fonction iterative suivante attachée
à l'équation (1) :

(2) þ(x) : a@) -
P(o(ø))

P'(*)

Dans 1e travail [3], nous avons élargi la fonction itérative (2) pour
des équations plus généra1es de forme (1) et nous avons facilement étudié
son oidre en employant u11e notion d.'ord.re d'un opérateur itératif, notion,
plus générale que celle ernployée l4l.- ñans la n-ote ci - présente on étudiera 1a convergence. du procédé
itératif qui découle de l'opérateur itératif suivant étudié par noüs dans [3]

(3) R(*) : Q@) - lP'(x)l-'P(QØ)),

oi P'(x) est la dérivée de Fréchet de l'opératetu P gt Q est un_opéfateúf
itératii'arbitraire attaché à l'équation (1). Ori considéfera ensuite un cas
particulier de l'opérateur (3) þar la particularisation de l'opétatew Q.


