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UBER EIN ABSTRAKTES MAXIMUMPRINZIP

von

10SIF KOLUMBAN

(Cluj)

In [6] wurde ein abstracktes Maximumprinzip abgeleitet, das im
wesentlichen - eine Multiplikatorenregel mit unendlich vielen Gleichungs-
nebenbedingungen ist. Dabei wurden die Ableitungen der vorkommenden
Funktionen als lineare Abbildungen vorausgesetzt. In dieser Arbeit wird
ein analoges Maximumprinzip bewiesen, wobei die Ableitungen der Ziel-
funktion und der in den Ungleichungsnebenbedingungen vorkommenden
Tunktionen als stetige konvexe Abbildungen angenommen werden, Die
gewonnenen Krgebnisse werden fiir ein Steuerungsproblem angewandt.

1. Das Optimierungsprohlem

Jf sei eine Abbildung des reellen Banachraumes X in den Korper
R der reellen Zahlen, g sei eine Abbildung von X in den reellen Banach-
raum Y, h sei eine Abbildung von X in den reellen lokal-konvexen Raum
Z. C sei eine konvexe Teilmenge von Z mit nichtleerem topologischen

Inneren C und B sei cine gegebene Teilmenge von X. Jedes ¥ € B mit
g(x) = 0, und A(x) = C heisst ein zuldssiges Element. A sei die Menge
aller zuldssigen Elemente. Es wird angenommen, dass A nicht leer ist.
Die Aufgabe besteht nun darin, ein x, € 4 so zu bestimmen, das die
Ungleichung f(x,) < f(») fiir alle ¥ € 4 gilt. Ein Element x, mit dieser
Eigenschaft heisst eine Optimallosung.
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2. PDiiferenzierbarkeitshedingungen und die konvexe Approximation

@(X, V) sei der reelle lineare Raum aller stetigen linearen Abbil-
dungen L:X —Y mit der @blichen Norm versehen (vgl. [5]).

Definition. Die Abbildung g heisse stetrg Gateausx-differenzierbar in
%, € X, falls g fiir jedes x aus ciner Umgebung U von %, eine stetige
Galeanx-Ablettung g'(x) besitzt und die Abbildung ¢ U - ©(X, Y), die
jedem x € U die stetige lincave Abbildung g'(x) zuovdnet, stetig i %, ist.

Eine positiv-homogene Abbildung W' (%) : X = Z heisse Hadamard-Ablei-
tung von h in x, € X, falls gilt

lim L [A(wo + % + (@) — h(xo)] = B (%0) (%)

o004 &
fiir alle x € X und alle Abbildungen v: [0, 1] — X mat
lim L #(e) = 0y (vgl. [8] und [6]).

o—0 4 &

Ts wird fiir beide Ableitungen die gleiche Schreibweise gewdhlt, da
aus dem jeweiligen Zusammenhang ersichtlich ist, welche von beiden
gemeint ist.

Definition. Es set D:=|J {Mw — h(xo))|lw = C}.
Gilt =
W(xo) [(1 — o)y + axe] — (1 — W) (%) (%,) — ah' (%) (%2) = D

fiir alle o = [0, 1] und fiir alle %y, %, € X, so heisst h'(%o) C-konkav.
Definition. Eine konvexe Teilmenge %, + K von X heisse kon-
vexe Approximation an B in x, falls 8y € K und K # @ ist und falls
jedes x = K folgende Eigenschaften besitzt : Gibt es eine Abbildung v: [0, 1] —
- X mat lim l1/(0() = 0, so existiert ein positives S mit %o+ ax +

a0 o

+7(e) & B fiir alle « < [0, min(1, 8)]; ausserdem gilt M < K fiir alle x> 0.
Die Menge K ist natiirlich ein konvexer Kegel.

3. Der Satz von Ljusternik
Ist g stetig in einer Umgebung von %, S X, stetig Gateaux-differenzier-

bar in x, und gilt die Gleichheil g'(%o)(X) =Y, so existiert eine Abbildung
7100, 11— X, fiir jedes Element x X mit g'(x,)(%) = Oy, so dass
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1
aljgrl :1’(0/.) = 0, und g(%, + ax + 7(«)) = Oy fiir alle o < [0, 1] gilt. (vgl.
[71, [6] wnd [4]).
Aus diesem Satz folgt sofort der

_osarz L (vgl. [6]). Es sei xo< A und %, + K sei eine konvexe Appro-
ximation an B_in %o g set stetig in  eimer Umgebung von %, und
steng_Gdtmux—dszerenzie?bm' in %, Die Gdteaux-Ablettung g'(x,) von g in
%, bilde X auf Y ab. f und h wmogen Hadamard-Ableitungen f'(%,) bzw.
W(xy) in x, bestizen.

Gibt es dann ein Element x € K mit
Fla)®) <0, g(xa)(®) = 0y und h(xg) + K(x)(#) = C,
so existiert ein o > 0 und eine Abbildung v [0, v] - X mit

lim i1/(0() = By, %9+ ax +7(a) € B,

a—>04- &

o

Flxo+ ax +7(0)) < flxy), glwo + ax + #(a)) = 0 und h(x, + ax-v(a)) <C
fiir alle « = [0, B].

Beweis. Nach dem Satz von Ljusternik gibt es eine Abbilgund # : [0, 1]—
X mitalir&%y(a) — 0, und g(wo + ax + r(«)) = 6, fiir alle a= [0, 1.
Wegen x € K gibt es ein positives § 1 mit x4 + ax + 7(a) € B fiir
alle « = [0, 8]. Aus der Definition der Hadamard-Ableitung folgt, dass ein

pozitives o < 8 mit f(xo - ax + 7(a)) < flxo) und h(xg) + — [hlxo+ ox -+
F #(@) — h(wy)] = C fir alle « < [0, 5] existiert. Da C konvex und
hWxy) ein Elerlnent von C ist, folgt A(x, 4+ ax + #(«)) = (1 — a)h(x,) -+
+ alblm) + L ey + o + 7(a)) — hlaa) ]} = .

~ Korollar. Sind die Forderungen des Saizes 1 erfiillt und ist diber-
dies %, eine Minimallosung, so ist das System

Flxa)(®) <0, g'(xe)(#) = Oy, Alxo) + A (x0)(x) S C, » =K
nicht loshar.

4, Das Maximumprinzip

saTz 2. Es ser %y <= A wnd %, -+ K sei eine honvexe Approximation
an B in %, g sei stelig in ewner Umgebung von %, und stelrg Gdleanx-
differenzierbar in %,. Die Gdteawx-Ableitung g'(xo) von g in %, bilde X auf
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Y ab. fund h migen H adamard-Ableitungen f'(x,) bzw. h'(x,) in_ %, besitzen.
Die Abbildungen —f (%) und k(%) seten auf X stetig und_konkav bzw.
C-honkav. Ist dann %, eine Minimallosung, so gibt es eine veelle Zahl p. >0
and lineave stetige Funktionale y* auf Y und z* auf Z, die im Falle p =0
wicht beide identisch O sind, mit

w - flEe) () + y*(E (@) (®) + (W (%0) (%) > O fiir alle x < K
und
##(z) < 2*(W(xw,))  fiir alle z = C.

Beweis. Es sel

A= {(ngE)a), ) sRX Y X Z|x K, 7> flx)(x), W(x)x)—2< D}

und

B o 6y §) SR XY x Zlp <0, E < (u—hrn> 0w =

Die Mengen A und B sind konvexe Kegel und aus Stetigkeitsgriinden
° .
gitt A # @ Wire AN B # @, so gibe es ein x = K mit f(%,)(%) < 0,

g (%o)(x) = 0, und hxg) + B (%,)(x) € C. Das widerspricht aber dem
Korollar des Satzes 1. Es gilt also 4N B = . Nach [5] gibt es eine
reclle Zahl p und lineare stetige Funktionale y* auf ¥ und z¥ auf Z, die
im Falle p = 0 nicht beide identisch 0 sind, mit

24 4 v (g (%) (%) + 24(z) = 0 = pe + 2+ (£)

fir alle (r, &' (%o)(#), 2) € 4 and fiir alle (p, 0, & = B. Daraus folgt
> 0 und 2*(z) < #%(h(x,)) fur alle x € C. Setzt man fir ein x aus K
v = f'(%o)(x) und z = ' (%)(#), so ergeben sich die gewiinschten Unglei-
chungen.
Bemerkung. In dem Fall, wenn Y und Z endlichdimensionale Raume
sind, wurde in [9] ein @hnlicher Satz gegeben.

5. Ein Sonderfall

sar1z 3. Seien S und T kompakte Hausdorffsche topologische Rdume

wnd die Abbildungen F:X X S —>R und H: X % T — R seien stetig. Es

sei f(x) = maxF(x, s), h(x) = max H(x, t) fiir alle x € X und C =
B teT

= {z = R|z SSO}. Die Abbildung g sei wic oben definiert. %, € A sei eine

Minimallosung wnd g sei stelig in einer Umgebung U von %, und stetig
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thmux-dszemnzﬁcrbm in x4 Fiir jedes s € S und t = T seien die Funk-

tionale F(-, s): X > R und H (-, #): X > R auf U Fréchet-differenzierbar

und die Ableitungen F. umd H seien auf U X S bzw. auf U X T stetig.

19;0 -tZ; K sei eine konvexe Approximation an B in x,und g'(x,) bilde X auf
ab.

Dann gibt es ein lineares stetiges Funktional y* auf Y und nichi-negative
regulive Borel-Massen p. auf S wnd v auf T, die im Falle y* = 0% nicht
beide identisch O sind, mit

[ Fiteo 9 (9 d() + §Ewo 00) a9 () + 9% (6'(5) () 2 0

S T

fir alle x = K und | H(xq t)dv(t) =0.
T(x,)
wund v sind auf S(xo) bzw. auf T(%,) konzentriert, wobei
S(xg) = {s €S | F(x, s) = f(%0)} und

g T(xg) = {t =T | H(xo £) = h(x0)}
ist.

Gibt es ein %, € K mit Hl(xo, t)(#1) < O fibr alle t< T(x,) und g'(xo)(%y1)

= 0y, so kann p ml S dp. (s) = 1 gewdhlt werden.
S(%)
Beweis. Es sei v X und 7: [0, 1] - X mit lim l7(0() = 0. Far
=04 &

jedes o € [0, 1] existiert ein 6, = [0, 1] mit
L 1Pl + o + (a), §) = Flra, 9)] = Filsro + Oolex o 7(a)). $)(x +7(2))

(0;) sei eine Folge aus [0, 1] mit lim o; = 0 und wir setzen x; := %, +
+ 0, (0% + 7(%;)). Wegen der Ste‘lc;goiceit von F! existiert dann fiir jedes
e> 0 ein 4, mit [Fi(x; $)(x + 7(a;)) — Fifxo, s)(x + (o)) < % fiir alle
i> i,undfiir alles = S. i, kann so gewihlt werden, dass |F'(%0, s)(r(2e))] <

< % fiir alle 4 > 4, und fiir alle s & S gilt. Damit gilt auch die Ungleichung

L P + ain-tr(a), ) — Flao )] — Filwo, $)(5)| < ¢

fiir alle ¢ > 7, und fiir alle s € S.
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Nach [4; Satz 9] folgert man

im - [f(xs -+ o + 7(0)) — flze)] = max Fi(xo, 5)().

i %4 s € S(%)

Da die Folge («;) mit lim o; =0 beliebig gewidhlt wurde, existiert die

Hadamard-Ableitung f’(;c—;sn die auf X stetig und sublinear ist. Das glei-
che kann man auch fiber 4'(x,) behaupten. Es gelten also

f'(%0) (%) = gix Fy(%0, 8)(%).

s S(xg)

und

B (x0)(x) = max H (%, £)(%), x = X.

te T(x)

Nach Satz 2 existieren nichtnegative reelle Zahlen u,, v, und ein lineares
stetiges Funktional y* auf Y, die nicht alle 0 sind, mit
wof (%) (%) + vl (%) (%) + ¥*(g'(%o) (%) > 0 fiir alle x & K und veh(x,) = 0.

Es lisst sich zeigen (vgl. [9; Lemma 4.2]), dass auf X lineare stetige
Funktionale x* und x¥ mit den folgenden Kigenschaften existieren:

woxd (%) + vori(®) + v*(g'(xo) (%) > 0 fiir alle » = K,

x2(x) < f'(xo)(%) und x¥(x) < W' (x0)(x) fitr alle v = X.
Nach [9; Satz 3.5] existieren dann die Massen y und v, die der Behaup-
tung des Satzes entsprechen.

Gibt es ein %, € K mit H(x, £)(x,) <0 fir alle ¢ = T(x,) und
g'(%0)(x,) = Oy, so muss p, positiv sein; d.h. man kann p,= 1 wihlen.

6. Anwendung auf ein Steuerungsproblem

Tis ist eine Trajektorie x und eine Steuerung # zu bestimmen, die
der Differentialg eichung

(%x(t) = o(x(f), ul®), 1), t<= [0, T]

genfigen, Nebenbedingungen der Art

J(x(0), (7)) =0,
u(t) € U fast iberall in [0, T)]
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erfilllen und die Kostfunktion

T

flx, u) = maxg U(x(t), u(t), &, ) &

ASA
0
minimieren.

Dabei sei x: [0, T] - R* eine stetige Funktion und «: [0, T] — R”
eine messbare wesentlich beschrinkte Funktion. U < R™ ist eine konvexe
Menge mit U # @, A < R? ist eine kompakte Menge und die Funktionen
@: Rrtmtt 5 RY, o Retmiitr R und J: R* — Re sind stetig und besit-
zen stetige Ableitungen beziiglich x und #. Steuerungsprobleme dieser
Art wurden z.B. in [10] und [3] studiert.

Bs sei X =C[0, T]"XL_[0, T]*, Y=C[0, T]"XR* und B=
=C[0, T]"x U[0, T], wobet U[0, T]= {u L, [0, TI"|u(t) €U
fast iberall in [0, 7]} ist. Nehmen wir an, dass (%, #,) eine Losung
des Steuerungsproblems ist. Nach Satz 3 gibt es ein lineares stetiges
Funktional y* auf ¥ und eine nicht negative reguldre Borel-Masse p auf A,
die nicht beide identisch O sind, so dass

(1) g{s [br(m, &) %(B) + $(B, A) u(2)] d‘b} dp(n) — x*(x() — %(0) —

— | [o:(2) #(2) + 0i(e) w(z)}dv) — (Jo#(0) 4 Jo#(T). ) > 0

fir alle we L [0, T] mit wuy() + »(t) = U fast iiberall und fiir alle
x € C[0, T] gilt. Wir haben den Satz 3 fir

K = U {a(w — uy)[u(t) € U fast iiberall}
o=0

angewandt. Dabei sind die Ableitungen (s, A) und ¢;(s, A) an der Stelle
(wo(®), %#4(®), ®, A) und die Ableitungen o¢,{s) und ¢,(s) an der Stelle
(%o(®), %4(®), ®) zu verstehen. Die Jacobi-Matrizen nach der ersten bzw.
zweiten Verinderlichen J; und J werden in (x4(0), #,(7)) berechnet.
Das Funktional y* haben wir unter der Form (x*, ¢/) mit x* < (C[0, T])*
und ¢ = B* geschrieben. p wird auf

Ao, wa) = 0 = AN Ylrl), aoft), & ) d = flra, w)

0

konzentriert. Durch - anstelle des Arguments werden dabei Funktionen
von ihren Werten unterschieden.
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Setzen wir # = 0, so ergibt sich
(@) § §uite, %) 2() de du) — Ji0) + Jan(T) & =

Ao

— ( () — #0) — § o4(5) 2 dr)-

Aus dieser Gleichung gewinnt man dhnlich wie in [11] und [6] eine Darstel-
lung fiir x*. Es gilt

C) w*() = — (J10(0) + J2o(T), ¢ + § p(z) 2(x) d=
mit 0

x(-) = o(-) + ©(:) §®—1(¢) u(7) v(7) d=
und ’

olr) = | [«p;(r, ) + 07() aits) { 4ils. 2 O ds] dp(3) —
T e em) el &

fiir alle v = [0, 7]. Dabei ist ® das in 0 zur Einheismatrix normierte
Fundamentalsystem des linearen Differenzialgleichungssystems

(%x(t) = oi(t) x(t), t< [0, T]

T
Es sei p(v) = Jo* - ¢ — S o(s)*ds, v= [0, T']. Dann folgt aus (2) durch
partielle Integration
T

S(pm + 2% gits) — { dile, du(%)) () s +

0
A

+ [( *+J)e— S 0*(7) d¢] 2(0) = 0.

0

Da v beliebig aus C[0, T]" ist, folgt
(4 Zp0) = — o) - 2() + {94l 0* du()

A
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tiir fast alle £ = [0, T]; ausserdem erfiillt p die Bedingungen
(5) p0) = —Ji* ¢ und  p(T) = Ji* - c.

(1) impliziert noch die Ungleichung

T T

w (= (oimu(r)n) < S[S bulr, 2)dx] du(2)

A O

fir alle w & L, [0, T]" mit uo(f) + #(f) = U fast iiberall in [0, T]. Wegen
(8) folgt dann

?[P(T)*@L(T) - S%(T’ 7\)du(%)] « [8(7) —uo(r)Jdr < 0

A

fir alle u = Lo[0, T]” mit u(f) € U fast dberall in [0, T]. Hieraus
erhalten wir das folgende lokale Pontryaginsche Maximumprinzip genauso
wie in [2] (vgl. auch [6]):

sarz 4. Unter den oben gemachten Voraussetzungen gibt es ein ¢ = Ren
und eine absolut stetige Abbildung p = C[0, T, die im Falle ¢ =0 nicht
identisch verschwindet, die adjungierte Differentialgleichung (4) fast iiberall
in [0, T lost, die Randbedingungen (5) erfiillt und fiiv die die Ungleichung

max H(xo(t), u, pt) < H(xo{t), uo(t), p(2))

mit
Hrol), . p) = [p0*et) = { bile M) -
A
Sfast dberall in [0, T] gilt.

Bemerkung. In [3] wird das folgende Steuerungsproblem studiert :
Es ist eine Trajektorie x und eine Steuerung # zu bestimmen, die der
Differentialgleichung

#(t) = 3(20), (), ¢ < [t T]
geniigen, Nebenbedingungen der Art

J(x(to), 2(T)) =0,
u(t) € U fast dberall in [¢,, T)
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erfiillen und die Kostfunktion
T

S, ) = max (G(a(a), w(z), Wt

)
zum Minimum nachen. Dabei ist U = R™ beliebig.

Mit Hilfe einer Zeittransformation von Dubovitskii und Milyutin [1]
lasst dieses Problem sich aul den Fall zuriickfithren, wenn £, =0, T =1,

m=1 o(x, u)=ue(x, u,), $(x, u, 1) = uw(x, u,, A) mit gegebenem
o und U = {u € R |u > 0} ist. Sind die Funktionen ¢, ¢ und ] stetig
und besitzen sie deziiglich x stetige Ableitungen, so folgt das in [3] erhal-
tene globale Maximumprinzip aus dem Satz 4.
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