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proposition2. If the P r e4:þq:t 4
in tie"þ;t;i';i"the søme type co s d'eriaøtiae in
;;';; ;ä;i" i oi'tt à'-x,-.tni* íñ,n ø P*'o of the

P, witlt
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lim P*,r: P'(x)'
ø4r

Proof. We consider the divid'ed' difference [2] :

I
p*,*: 

\r'(* t t(u - x))dt.
0
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In t6] wurde ein abstracktes Maximumprinzip abgeleitet, clas im
wesentlichen' eine Multiplikatorenregel mit unendlich vielen Gleichungs-
nebenbedingungen ist. Dabei 'wurden die Ableitungen der vorkommenden
Funktionen als lineare Abbild.ungen voraüsgesetzt. In dieser Arbeit wird
ein analoges Maximumprinzip bewiesen, wobei die Ableitungen der Ziel-
funktion und del in den Ungleichungsnebenbeclingungen vorkonrlxenden
Funktionen als stetige konvexe Abbildungen angenommen werden. Die
gewonnenen Brgebnisse werden fär ein Steuerungsproblern angewandt.

lleceived 29, xl' 1973, 1. Das Optimierungsproblem
Catedra ile Anati'zd, Malewøticã' a

Faaul,tä,!ä d'ø M atematicd-M ecøniad' ø

IJ niversitdlii',,8 abeg- B otry ai"' d'in Cluj / sei eine Abbildung des reellen Banachraumes X in den Körper
R d.er reellen ZahTen, g sei eine Abbilclung von X in den reellen Banach-
rrumY, h sei eine Abbildung von X in den reellen lokal-konvexen Raum
Z. C sei eine konvexe leilmenge von Z mit nichtleerem topologischen

fnneren ð utrd. B sei eine gegebene Teilmenge von X. Jedes ø e B mit
g(x) : 0" und h(x) e C heisst ein zulässiges Blement. A sei die Menge
aller zuIässigen Elemente. Bs wird angenonmen, dass ,4 nicht leer ist.
Die Aufgabe besteht nun darin, ein xo e -4 so zu bestimmen, das die
Ungleichung Í(xr)<f(*) für alle x e A gilt. Ein Element xo rr.it, dieser
Bigenschaft heisst eine Optimallösung.
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2.ÐifrerenzierbarlreitslredingungenuntldielronvexeApproximation

9(X, Y) sei der ree11e lineare Raum aller stetigen.linearen Abbil-

¿orrgã[^7ì',x--y ãil ã"i üblichen Nor'r versehen (vgl. t5]).

Def inition. Die Abbil'd'ungglt

1im 1 Ø@o * ø.x I r(a)) - h(*ò) : h'(xo)(x)
drol- c[

fi)r øt'te x e X und, øtte Abbitct'Lt'lxgen r: l0' ll -> X m'it

J:f. * 
rþ') : o* (vgl' t8l unct 16l)'

Es wird. für beid.e Ableitungen cJ.ie gleiche schreibweise gewäh1t, .da

"o. 
ãt jã*"itig"r--iosi^rn"nttíng ersiõhtlich ist, welche von beid.en

gemeint ist,

Def inition.,Ðs sei D, :g {x('-h(xo))lueC\'
Gilt

It"(xo)l$ - a)xrl axr) - (1 - a)/ø'(xo)@') - ah'(xo)þ') = D

fäl øtte q = [0, 7)und'fi)r at't'e K1, x2 = X' so heisst h'(xo) C-konleøa'

Delinitio t. Eine honaexo Te'il'n't'enge xo*K aon X h'eisse hon-

uexe Aþþroximøtion øn B 'in xo, fal'l's 0x = K und' K- .* Ø ist und' 'fal'l's

ied,es x-= K fotgr*d.e Eigenscl+øftenbesitzt: Gibt es eine Abbil'd'ung r: l0' ll +

-> X ntit liro I r@) -- 0", so existierl ein þositiues 8 rnit xo I ax !
e1ï-l e

* r(q.) e B fi,ir øl'l,e a e [0, min(l, 8)l; øusserd'ent' gi't't ]"xeK für øl'l'e ]'>0'
'ni" 

\fenge K ist natürlich ein konvexer Kegel'
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lim 1 rþ) :0* und, g(xo I ax I r(a)) : 0y lül øll,e a e t0, 1l gilt. (vg1.
d+0+ d

l7l, 16l und' t4l).
Aus diesem Satz folgt sofort der

snrz 1. (vgl. t6l). Es sei xo=.A þþro-,
*i*ol¡"" o*' E iz( ';r. g sei itetig- *rytl
stetig Gâ.teøct'x-d,ifferenzierba.r in -xo. D g in
*o iitdt x auf"v øb. f und' k -mög bzw'
ll(xo) in xo besitzen.

G'ibt es dønn eí,n Elernent x e I{ rnit

f'(x)(x) <0, g'(xo)@) : 0v utt'd' h(*o) + h'(xo)@) = ð,

so ex'istievtein'ø>0 uncl eine Abbil,clungr" 10, ø] --> X mit

lim 1 r@) : g*, xo I ax I r(o') e 3,
e-O)- u

-f@o-l a.x !r(a))<.f@u), g(xo I ax I r(a)) : 0 und, k(*o I ax lu(a)) e

Jür øl,le q e [0, t].
Beweis. Nach d.em satz von l,justernik gibt es eine Abbilgtnd r : [0, 1] -->

->X t'ttit lim 1rþ):0" u-nd g(xot' ax lr(a)): 0v für alle ae [0, 1]'
dro+ c'

Wegen *- ã'N gibt es ein positives Ù t-( 1 mit xo ! a'x * r(") e B frlir
alle ø e [0, Ð]. Aus der Definition cler Hadamard-Ableitung folgt, rlass ein

pozitivesø < I mitf(xot o.x lr(o)) </(ro) und h(*o) + !¡t1*rl a':r-f

* r(o)) - h(*o)l = ð für alle ø = [0, ø] existiert' Da C konvex uncl

h(xo) ein Element von C ist, folgt h(*o + ax"i r(a')) : (1 - a)h(x,,| -l-

! a{h(xo) ¡ L ¡tr(xo I q.x I r(")) - h(xo)l} e ('

Korol1ar. Sind. d.ie Ford,erungen d,es sa.tzes I erfüllt und''ist i,lber-

d'ies xo eine M'inimal,lösung, so ist d,øs Systern

f'(xo)@) <0, g'(no)(x):0v, h(*o) +h'(xo)@) e t, x e R

nicht 1ösbar.

.)2

o
C

3. Ðer Satz von l,jusl,ernik

Ist g stet'ig 'in n 1.o = X' ste

un, ¿t,- f" unf gi'l,t )(X) :-- Y' :,'
r: 10, l) - X, Í'i¿ x e 

^ n1'1''

4. Ðas MaximumPrinziP

s^Tz 2. Es se'i xo e A otnd xo eine A
on B in xo. g sei stbtig in e'iner. aon sl

d,'ifferenzíerbär"in xo. Die Gâ'teøu,x-A (*o) ' x
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v' Í'(xo)@) I v*@'(xJ(r)) + z*(h'(xo)@)) > 0 für at'te x e I{

und

z*(z) ( z*(h(xr)) für øl,l'e z e C.

Beue'is. Es sei

A z= {(r,g'(xo)þ)' z) =R x v x ZlxeI{' r >Í'@o)@)' h"(xo)(x)-zeD}

und 
o

B:= {(p, 0y, q) eR X Y xZlp<0, 1= {x('-h(*oDlÀ>0' u =c}}'

DieMengen,4.und.Bsind.konvexeKegelundausStetigkeitsgriinden
rrlt 2, *Ø. Wàre AÀ B *Ø, so gäbe es eín x e K mit f'(xo)@) <0'
g'(xr)(x) : 0, und h\.ù Das widerspricht aber dem

kärärì"', d.es' sat es i. þ B : Ø. Nach 
lårr$tlrr"?,"1ïìåià&.-î"ttl-r, und lineare ale.y* auf Y ur

i* rärl" p^J o "i"ttt 
¡"i4" mit

wr + y*(g'(xo)@)) + z*(z) Þ 0 >- ¡rp * z*(6)

Gâ jed,esseSøtnd'teTseiend'ieFunh-
tio i¡.: X -1\-orÍ ^U Fré zierbar
un eien awf U x S bzw., 9!etig'^
x¡ imatioti øn B in øo und X a'uf

Y øb.

es ein l,ineøres stetiges Funhtional, y* øuf Y und' nicht-negat'í'ue

r Massen V awf S ùnd' v auf T, die inc Føll'e y* :0* nicht
b 0 sind', rnit
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FL@o, s) (r) ds. (s) f H'"(*o,l)(ø) dv (t) -l y* (g'(*o) @)) > 0
T
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l

I

il

i'

f ür a1le (r, g' (x 
'\(x) ' z)

uÞ0 und"e*(z¡ <z*(h(
i z= f'(xs)(x) trnd' z := h"

(p, 0, å) e B. T'ìaraus folg-t
. S'étrt man für ein x atts R
sich die gewänschten Unglei-

e / und für alle
øn)) für alle x e C
(xo)@),so ergeben

chungen.
Bemerhung. In dem Fa11, wenn Y und' Z endlichdimensionale Räume

sn¿,"íãta" iå Igl ein ähnlicher Satz gegeben'

5. Ein Sondcrfall

te Hausd'orffsche toþologische R.rium'e

und, H:Xx 1-+R seien sl'elxg"Es
H(x, t) für al'l'e x e X und' C :=

uie oben d'efiniert' fro e A sei ein.e

er Umgebung (J tton xo wnd' stet'ig

fär øtl,e x e K und, \ ,(*r,l) dv (l) : 0.

T(ro)

p. und' v sind, auf S(xo) bzu. auf T(xo) honzentriert, uobei

S(ø¡) := {s e S I F(xo, s) : f(xo)} und'

T(xo) := {t e T I H(xo, t) : h(xo))

ist.

GibteseinxreKrnitHL@o,t)(x'')<0fiì'rat't'et'T(xo)und'g'(x)(xt)
: 0v, so l¿ann ¡,. m;t \ d¡r (s) : I gewtih,l't uerd'en.

s(ro)

Beueis, Es sei xe X wd r: [0, 1l-X t''itifl i,ø - 0x' Für

jedes a e [0, 1] existiert ein 0o e [0, 1] mit

|.lnt*,i ax tz(ø.), s) -F(*0, s)):F'.(xol Ê*(ax irþ)), s)(ø f r(ø))'

(ø¿) sei eine Folge aus [0, 1] mit,tl1 "t:0 und wir setzen x¿:= xol

! Io.(a;x + /(dd)). Wegen der Stetigkeit von Fi existiert dann fiïr jed'es

e ) 0 ein io mit l4'-(x¿, s)(ø -l v(dt)) - FL(xo, t)(ø + '(",Ðl 
< î für alle

i ) iound. ftir alle g e S. io kann so geu'ählt werden, dass lF'(øo, s)(z(at))l <

< 3 frir alle i > io und fär alle s e S gilt' Damit gilt auch die Ungleichung

l|rø,1 a¿xlr(o'¡), s) - F(ø0, s)l - Fi(øo' s)(ø)l < "

fiir alle i 2 io und für alle s e S.
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Nach [4; Satz 9] folgert man

lim I lf@o -l d'¿x I /þ,)) - f@o)l: max F'.(xo, s)(x).
i¿æ &i ses(/o)

Da die Folge (ø¿) mit lim ø¿ : 0 beliebig gewählt wutde, existiert die

Had.amard-Ableitung Í'(Tri, die auf ) stetig und sublinear ist. Das glei-
che kann man auch 

-rt'Èei 
h'(xo) behaupten. Es gelten also

f'(xo) @) : i&:ro;t.' s)(ø)'

und.

h"(xo)(x)=: max H'"(xo' t)(x)' x e X'
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erfü11en und. die Kostfunktion

Í(*, ,) : max þ(x(t), w(t), t, t) dt
Àe^

konzentliert. Durch . anstelle des Arguments r,verd.en dabei FtLnktionerr
won ihren Werten unterschieden.

mlnlmlef en.

Dabei sei ø: [0, T] +R' eine stetige Funktion lnnð' ot: [0, T] +R*
eine messbare wesentlich beschränkte Funktion. U c S'ar ia¡ eine konvexe

Menge mit ri + Ø, L c Iì, ist eine kompakte Menge und. die Funktionen
g i I¡-,+u,-rr -" Rr, gl,, : Rr+",+t+, + lB, und. rI ',R"" -. Rq sind stetig und. besit-
äen stetige Ableitungen bezüglich x tlnd ø. Steuerungsprobleme dieser
Art wurden z.B. in [10] und [3] studiert.

Es sei X:C[O, Tf*xL-]}, Tl"', Y : C,10, Tl*_\R" und B :
: CtO, Tl' x Ul}, Tl, -wobði Ul\, Tl: {w e L-10, Tl* lu(t¡ e U
fast ìiberali in t0, 1lÌ-ist. Nehrneri r,vir an, dass (io, uo) eine fösnng
cles Steuerungspioblenis ist. Nach Satz 3 gibt es ein lineares stetiges
l'unktional y{ ittt Y und. eine nicht negative reguläre Borel-Masse p auf Â,
clie nicht beide identisch 0 siud, so dass

(r) 
J {í 

*,*, x) x(ø) + þi@, },) u(ø)t a,\avtxl - x*(x(.) - ,(0) -

- [ te;tul x(ø) + q[(r) u(ø)]'Iø) - (Lx(o) t JLxQ), c) Þ 0
0

für a1le ue L*tO, fl mit uoþ) + u(t) e U fast übera11 und. für alle
x e C [0, T] gilt. Wir haben den Satz 3 für'

1(: gr{t(w - øt'o)lu'({') e U fast überal$

angewandt. Dabei sind die Ableitungen þL@, x) tnó, þ'*('ø, l) an d.er Stelle
(xo@), uo@), 'd, 't) .rgen qj(ø) :u:nð. q'*(ø) an der Stclle
(no(ø), uo(ø), z) z't facobi-Matrizet nach der erstcn bzw.
zweiten Veränd.erli den in (xoQ), xo!Ð berechnet.
Das Funktional y* Form (**, t') mit x8 e (C[0,7'])*
und. c e. fizn geschrieben. ¡l wird auf

ì
Ìr(xo, wo): 

{^ 
= n 

lí 
+ø,f,i , oto(t), t, 

^) 
dt -- r@0, ,r)l

IOSIF KOLUMBÁ,N

te T(ro)

6

T
r
)
0

Naclr Satz 2 existieren nichtnegative ree11e Zahlen Fo, vo ünd- ein lineares
stetiges Funktional y* atf Y, die nicht a1le 0 sind, mit

tLoÍ'(xo)(x) | volo'(xo)(x) I y*(g'(xo)@) > 0 für alle x e I( tnd'vok(xo) :0'

Es lässt sich zeigen (vgl. [9; Lemma 4.2]), dass arf X lineare stetige
Funktionale øfi uñd" ø1' mit clen folgenden Eigenschaften existieren:

voxi@) ! vox\(x) * y*(g' (xo)@) > 0 fär alle % = K,

øfi(ø) < f'@ò(*) ttnd xi@) 4 h,'(xo)(ø) für a17e x e X'

Nach [g i Satz 3,5] existieren dann die Massen ¡.r. und v, die der Behaup-
tung des Satzes entsprechen.

Gibt es ein xt e 1l rnit H',(xo, t)(xr) <0 für alle t = T,(xo) -lu:td
g'(xo)(xr) : 0y, .o itross ¡r,o positiv seiir;-d..tr. man kan' Po: I wählen.

6. lTnwondung auf ein Sl;euerungsprohlern

Es ist eine Trajektorie x und eine steuerung ør zu bestimmen, die
d.er Differentialg eichung

* -Vl : e@(t), w(t), t), ¡ = 10, Tl

genùgen, Nebenbedingungen der Art

J@Q)' x(r)) :0,
ct(t) e U f.ast überall in [0, f)]
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Setzen wir u: 0, so ergibt sich
T

(z) 
J I +;t", r) ø(c) dn d,¡t"(ì,) - <l',#(0) + J!,x(r), cS:
Âo 

:**(*(.1 -r(o) -i 
..-\

\ ) 
e'.@) x(t) ü)'

Aus dieser Gleichung gewinnt man ähnlich wie în [11] und. [6] eine Darstel-
lung für ø*. Es gilt

x('):?/(') +o(') O-'(r) p'.þ) a(c) d,r

-t T 1

p(") : \ l+;t., r) f Õ-r(r) et(.) \.1,iþ, À)o(s)dsl¿*(^) -
iL i J

- <Jio(r)o-l(c) çik), c)

für alle 5 e [0, ?], Dabei ist O das in 0 au Einheismatrix normierte
Fundamentalsystern des linearen Differenzialgleichungssystems

l,-Vl: e'.(t) x(t), ¡= 10, TJ.

T

Es sei þ(.): JL* ., - J e(t)- cls, 'ce t0, "l' 
Dann folgt aus (2) durch

partielle Integration 
I

I(
p(") * þ(ù* qLG) -\+rt,, r.) d¡.r(i,)

^

u(r) d,r I
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fär fast alTe t e [0, f] ; ausserdem erfüllt y' die Beclingungen

(s) þ(0) : -Jí* .c und þ(T) : Ji* . c.

(1) impliziert noch die Ungleichung

d") r)dÍ] dF(r)

IoSIF KoLUMB.4.N

Ui.+JL.)c- ^*v
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tç* 9u

T

I
0

* IIl *.r,,

^0

'çu

(3)

mit

und

x*(a) : - <J',2/(0) + JLu(T), r) * I eþ) u(r) d'r
{q1r qtl" u ? L*10, Tl^mituo(t) + u(t) e [/ fast überall in [0, 1]
(3) folgt dann

'W'egen

*çL ùL(r, ¡,)d.v.$) lw(r) -uo(.c)ld,r 40
T

j
0
t,

+(c I
J

J
0

Da u beliebig aus Cl}, Tl ist, folgt

(4) frOVl 
: - pL*(t) ' þ(t) + lüí{,, 

r)* ar,{n)

^

ftu a1le ü. e-L*10, Tl" mit u(t) e [/ fast überall în 10, f]. Ilieraus
erhalten wir das folgend^e_.lokale Pontryaginsche Maximumpriniip genauso
wie in i2l (vg1. auch [6]) :

Vorøussetzungen gibt es ein c e. fr2n
ClÙ, Tl, d.ie irn Føl,l,e c:0 nicht

ï'ff: n9) {f;¿,#:î,:}!

ma-r H(xo(t), u, þ(t)) < H(xoþ), ur(t), þ(t))ueA

mit

H(xo(t), u, þ(t)) ,= 
þ{t)*vL(,) - \ þL(t, x)d,¡rg)l.w

^
føst äberø|,|, in 10, Tl gil,t.

Bs f?J ;"i,Xuu?i"å"'ffJ*î"Ìå"ï';îï3,1îHffi":'ålt"å:;
Dif

*, 
-Ul : e(x(t), w(t)), ¡ e lt,, Tf

genügen, Nebenbedingungen d.er Art

J@Uo), x(T)) : g'

u(t) e Lr fast überall in lto, Tl

+
T

'¡ a"],tol : o.
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erfüllen und die l(ostfunktion

10 RET/UE D'ANALYSE NUMÉRTQUE ET ÐE LA TTIÉORIE
DE L'APPROXIMATION, Tome g, N0 !, lÐ74, pp. 41_Gl

f(x, u) : max
T

I
to

ù(x(r), wþ),'t)ctt

zum Minimum nachen. Dabei ist U c R'' beliebig.

Mit Hilfe einer Zeittransformation vo11 Dubovitskii uncl Milyutin [1]
lässt dieses Problem sich auf den Fa1l zurückftïhren, wenn lo : 0, T : I,
m : r, e@, u) : otÇ@, ão¡, þ(*, ,, 

^) 
: uþ(x, ã0, 

^) 
mit gegebenem

ã,0 tnð. U : {, = R lu ) 0} ist. Sind die Funktionen g, rl., und ,I stetig
und. besitzen sie clezùg7ich x stetige Ableitungen, so folgt das in [3] erhal-
tene globale Maximumprinzip aus dem Satz 4. gOME PROPERTIES OF T}IE LINEAR POSITIVE

OPERATORS (rII)
by

AITEXANDRU I,UPAç

(cluj)
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There are many approximation processes corstructed by means oflinear positive operators ì"hict enable
point of view. This means that the
elements from the domain. Likew
remainder-term on the class of non-

"åiîi;ni# " råil rãi,'1Ëi- ffiîens ln tlle case of many variables.
we pfove
s a linear
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some pfoperties of the sequenceIt is shown that, in the cãse of

cfeasing on the class of non_concave
e Bernstein operators defined on a

the sense of I.Schur). The proofs
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of polynomial operator
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