REVUE D’ANALYSE NUMERIQUE ET DE LA THEORIE
DE L’APPROXIMATICN, Tome 3, N° 1, 1974, pp. 63—71

NOTE SUR UN GENRE D’EXTENSIONS
DU THEOREME DE CONTRACTION DE BANACH

par

ANDREI NEY

(Cluj)

En 1962 a paru une note de B. rakorTcH (8], dont le but essentiel
est d’étendre le bien connu théoréme de contraction de manacm [1], dans
un espace métrique complet (E, o) remplagant le factewr numérique de
contraction o« (0 < a < 1), dans

(1) e(dx’, Ax") < « o(x",4"") (¥4 €E, &' # x")

par un factewr fonctionmel, noté a(p(x',x")), dépendant de la distance des
points %', x'' € E, et prenant ses valewrs dans Uinteyvalle [0,1] en décrois-
sant st p décvoit (l'opérateur A applique F dans E, comme on le sait
bien).

En 1965 a paru un article de o, NEY [6], dans lequel nous remplagons
dans Uinégalité (1) de Banach, le facteur numévigue o payr un facteur fonction-
nel noté a(x’, %), dépendant divectement des points %', x'' € E, étant sou-
mis an commencement d la seule condition d'élve non-négatif et supérieuvement
borné, puis qu'il premne ses valewrs dans Vintervalle [0,1[. On remarque, que
«(x’,x"") représente toujours une borne supérieure du ,laux d’'écart des
e{dx’, Ax")
e 1

plx’, 2")
x',x"" distincts). Nous reproduisons notre

images’’ : c’est-a-dire la différence divisée de A sur les moeuds

THEOREME 1. Soit A un opérateur qui applique l'espace métrique com-
plet (E, ), dans lui-méme, pour chaque couple d'éléments x', "' € E (x" # x"'),
étant valable l'inégalité

2) o(dx’, Ax") < a(a', 27) (s, 27),
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it o est une fonctionnelle appliguant E*\{(x, x) | x = E} dans [0, al, a< R,.
Si pour la swite {a(%,, Xui1); n=01, .} correspondant @ la suite
Ko» Xy ++vr Xy » .. Oblenue a l'aide de la vécurrence

3) Yoy = Ax, ®=0,1...; %, € E)

a liew — pour chanque n — linégalité
(4) Cyp — Cat1 O((%", x"-l—l) Z P (xnl xn-|-1);

ot (c,) est ume suite de nombres stvictement positifs ot . est ume con'stanée
striciement positive, alors existe lim x, = x* S E el x* est un pownt fixe de
=0 .
A. (St pour un certain n=mn, on m{m't «(%u,s Xpr1) = 0, alfws”le point
fixe serait x* = %y,11). St en j)m'tzc_mfwzf a=1, donc 0 < oc'(x , X .) <1 —
— (c'est le cas de la ,,contraction faible”) — et (fl) ayant toujours lm/f, alors
le point fixe est unique et il est indépendant de I'élément inettal x,. L'appro-
ximalion de x* par x, est donmée par

n—1
) (g, 71) . ,
®) et 9 < 22 oy T inos, 20— 1)
ot
(5" b=1lim ¢, | [ a(xs—1, %)
H— 00 k=1

Quelques ans plus tard, ont été publiés des travaux deAmén_le genre,
qui partent dans leurs démonstrations en essence de la méme 1c1ee6 S;1ue
[6]. Citons-les: 1967 — N. ¢HEORGHIU [2], 1968 — $T. NICZKY [7], 1969 —
¢. GOLDNER [3]. Nous considérons uti_le de donner du relief 4 cette modeste
idée, de telle fagcon qu'elle nous servisse sussi pour pousser plus loin le
théoréme de contraction, jusqu'a des conditions nécessatres et suffisantes
pour Vexistence d'un point fixe. Des applications immédiates seront aussi
présentées, .

Rappelons, que dans la démonstration umver'selllement. connue du
théoréme de Banach on part de linégalité généralisée du triangle

m—1

(6) oty %) < 2 0 (%, %ip1) (n, m S N, m>n),

=

puis, du fait que le terme général de la série Zo(x, xk+’1;) est majoro,:-’: pat
le terme général de la série géométrique convergente X« o(xg, %y), 1ésulte
que la suite (%,) est une suite Cauchy.
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Dans le cas envisagé par (2) il peut arriver que la séric Zp(x,, %p4) —
si elle est convergente — converge si lentement, que sa convergence ne
peut pas étre mise en évidence par la comparaison avec une série géomé-
trique (dont le quotient « satisfait 0 << o << 1). Dans ce cas il faut étudier
divectement la série Zp(x,, %p41), pour en établiv la naturve. Dans les con-
ditions de 1'inégalité (2) la série en cause a la forme analytique dévelop-
pée

"

(7) p(%g, %)) Z U a(%p-1, %) ; et on note u, = [ [ a(x5-1, %,).

m k=1 k=1

La condition (4) n'est pas autre chose, que l'application cu critérium de
convergence de Kummer a la série a4 termes positifs X u,. La ,,série des
produits finis” telle que (7), est essentielle dans les extensions du théoréme
de Banach et elle est mise en oeuvre par les auteurs cités, [2], [7], [3],
sous une forme adaptée pour leurs besoins. (Remarquons encore, qu’une
représentation analytique du teme général d'une série & temes positifs et
convergente, quelconque, moyennant le produit fini, est donnée déja dans

[5]).
Application 1. Nous metterons dans une nouvelle lumidre le
réle du céleébre rapport de d’Alembert, 22t pour une série numérique,

Un
réelle ou complexe, a termes non-nuls. Considérons la suite (s,) des som-
mes partielles d'une telle série Zu,. On congoit Vopératewr séquentiel 8,
qui fait correspondre au terme s, le terme suivant, s,.,, donc Syl =
=385, (n= N). 1'égalité triviale

u
Is,,+1—s”]=’L+—l ]Sy — Su_1 | n=23 ...)

Uy

peut €tre transcrite dans l'espace métrique €, & l'aide de l'opérateur sé-
quentiel ci-dessus introduit

(8) o(8s, 85, 1) = ’ Yutt| o (s,, sa_t)  (m=2,3,...)

Un

n % 1) N . ,
et le rdle de | 242 apparait tout de suite, comme un ,faux d'écart des

Ug
immages”. Dans le cas des séries numériques A termes non-nuls, pour les-
u
quelles | 222
Un
te lim s, =s =, donc Xu, converge. On mentionne, que l'alternative

#=— 00

< a < 1, 'opérateur séquentiel § est une contraction, et exis-

85y — 5y Un {1

Un

1) Bien entendu, ici a(sy, Sy—,) =

S — Su—1
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itéri y ticulier du théo-

convergence du critérium de d’Alembert est un cas par - dy _

féeme classgique de Banach, qui lui-méme est obtenu comme un cas ngtl-

culier de notre théoréme 1, en faisant Eians (4) ¢, =1 (n = N); en effet,
dans ce cas il résulte de (4) l'inégalité ,

(% Hns1) < %: «<1 (ne<N).

ication 2. Dans [6] nous avons donné un exemple olt la
suiteA{I:a(I;c:,I;“i;); n=0,1,2,. .[.}] peut surpasser 'unité, mais, d:alls les
conditions bien précisées dans [4], cette“sulte a rfleux points 8 a.ccu;
mulation, l'un o (0 < o' < 1) et l'autre o (1 <o’ <+ ), te1 e;tfle-’n
que o'e” < 1. Alors, 1'opérateur A aura — en conecordance avec le theo-
réme 1 — un point fixe.
Application 3. Soit la relation de récurrence

_ 2t 1) N eN
©) vy == T Zn+1 n+22n (n<=N)

donnée dans le plan complexe €. Quelle est la nature d'une suite engen;
drée par (9), étant donnés les éléments initiaux 2y, 2, < @, mais 2z, # 21!
On voit facilement, que (9) peut étre mise sous la forme

n

. (Zws1 — 2,), Aot |2442 — Zuir| = |Zur1 — 2l

Znt2 _.z"+1=n+2 n+2

et d'ici, avec une autre notation — moyennant I'opérateur séquentiel 8,
rencontré dans l’exemple 1 — on obtient

0(82ns1, 82,) = — 29(21_;+1, Zy)-

n+
Dans ce cas particulier de la contraction faible relativisée a une trajec-
toire, le role de «(2,, Zs+1) est joué par ume fonction dépendant directe-

" _ <1 (neN), et I'inégalité non-
w4 2 . )
stricte, (4), est satisfaite comme égalité, avec ¢, = n et p = 1, indépen-

demment de z, et de z,# %, donc chaque trajectoire 2,23...2, ... nous
conduit au méme point fixe, c'est-a-dire (9) engendre seulement des suites
(z,) convergentes dans .

Observation 1. De linégalité, (8) on peut tiver la conclusion,

ment de n, c'est-a-dire a(z,, Zu41) =

que la suite (x,) est une suite Cauchy, si la série Tp(% *py1) converge,

i i i i t rien dire
mais du seul fait, que la série Tp(x, %p41) diverge, on ne peu
3 l'égard du caractére de (x,) d’étre ou non une suite Cauchy. Pour que
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la convergence de la série Xp(x,, %p11) soit étroitement lide au caractére
de (x,) d’étre une suite Cauchy, — il est suffisant qu’on se trouve dans
un tel espace métrique ou bien sur une telle trajectoire d'un espace métri-
que, que la distance jouisse de la propriété de , sous-additivité modérée’’
c'est-a-dire: qu'il existe ume constante K, tel que

’

m—1
(10) P(xw xm) < kz=n P(xk' xk+l) < KO P(xw xm) ('}’L,’Wl = N, VM’L > ”)
(l'idée_en est, que ,la ligne poligonale x,4,,1 ... %, ne soit beaucoup

plus longue que la ,,segment x,%,”). Dans ce contexte sera possible d’énon-
cer unie condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’un point fixe.
On envisage, tout d’abord, un tel espace. '

Un cbébne 2 norme modérément sousadditive. Soit

UV yn espace u@it,aire v-dimmensionnel, dont (e,)r—, est une base ovthonor-
male ; alors un €élément quelconque, x € UG), aura comme représentation

unique x = ’; Mo, oit € R. Soit 3 le cone des éléments ayant pour
repyéseniation

(11) X=D M >0 (k=1,2 ..., .
k=1

v v

Bien entendu ||x|| = \/kz AZ <2 A,. Définissons aussi les ,,cosinus-
=1 k=1

directeurs” o, (k= 1, ..., v), par

(12) oy = — (k=1 ..., v); évidemmentz of = 1.
1

On aura

13 3 el = S =2 \/5 _ (}3 ) ] =

~(%)

v
On pose la question : quelle est la valeur maxima que E , o, peut atteindre ?
=1

v

Ay
k=1

Dans ce but on utilise la méthode des multiplicateﬂrs de Lagrange:

v

Oy, ..., o, p,)=2cxk+y.(k21a§—1), avec a, >0 (=1, ..., v),

k=1
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d’olt le systéme classique pour annuler les dérivées partielles:

@, =1+2m0=0 (k=1 ..

14 v
(4 O, =3 a2—1=0.
1
ire : L ou=—1, dott p<0; puista?;:i-L:l,
On en ftire: oy = —é;‘.' W= 2ak; Y » - T 4p2
— A —
N A . . ___\‘_ =_1_ max o =.L_= V.
d’olt o =1etainsi p = > et o, Yk donc k}; v =5 «/

Ce résultat introduit dans (13), donne

.

ce qui exprime la relation dovdve entre la norme d'un Elément x du cone 3
et la somme des novmes de ses composantes. On considére » éléments quel-
conques de &, # nombre naturel arbitraire :

v
2 Axey
k=1

(15 3 linell <4

(¢ =8, i =1,..., n}, pour lesquels x = kz_;l AWe, (A > 0)

#
et leur somme est x = Zx(‘). On aura

i=1

0 " v . . v " (1)
(16) w= a0 =225 MWe, =2 [ M ] ¢, = 2{ Aey

olt on a noté A, = >3 A (A, étant la composante d’ordre & de x, dans
=1

9%, et on aura bien entendu A, > 0 (k=1 ..., ). Conformément
a (15),

v

Bbel.

el <4y

k=
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et en continuant — toujours par minoration — on obtient
v v v v " .
W2 M| = 0 el = 20 A =25 25 a0 =
k=1 k=1 k=1 k=1 1=1
L3 "

v
= A = el = D015 e,
i=1 k=1 =1 k=1 1=11l k=1

3
<
<

»”
=2 ||ad I,
i=1

d’olt — vu aussi (16) —

(17) PYIERIEN

"
(8

k2=1 Ne, || = «/\7

Ainsi, on peut dire, que la somme des normes d'un nombre fini et quelcon-
que, n, d'éléments du cone &, ne dépasse pas la norme de cette somme multi-

pliée par \/v ; ca veut dire que dans & la novme est modéyément sous-addi-
tive. Comme conséquence, on peut énoncer le

THOREME 2. St A appliqgue I'éspace unitaive v-dimmensionnel U
(complet) dams lui-méme, A satisfaisant a Vinégalité (2), alors Uinégalité
(4) est suffisanie pour que A ait un point fixe dans UV). Si la suite engen-
drée par (3) est telle, que pour ses teymes: sotd toutes les différvences de la
forme x, — %4, soit celles de la forme %, — %, (powr k=0, 1,...)
fassent part du céne & (et ainsi la distance p(x,, %,.1) = [[% — ¥pqall,
se soummet & la sous-additivité modérée car dans & la norme s’y soummet)
alors U'inégalité (4) est aussi nécessaive?) pour gqu'on aboutisse @ un point
fixe x* UV, par la trajectoire (x,).

Application 4. Soit (x,) une suite de nombres réels ; pour qu’elle
soit (non-strictement) convexe respectivement concave il faut et il suffit
qu’elle satisfasse a

i=1

a’) Xpr1 < 7‘nxn + (1 - )‘n) Ynto (nEN)
(18) respectivement &
b) xn+1 > 7\nxn + (1 - 7\n)xﬂ+2 (% EN))

ott (2,) est une suite prenant ses valeurs dans ]0,1[, d’ailleurs compleéte-
ment arbitraire. Dans ces conditions, les relations de récurrence

1 2
@) a2 ey (SN
(19) respectivement
1 2
b) Zpra S — N _"M x, (meN),

%) On rappelle que le critérium de Kummer exprime une condition nécessaire et suffi-
sante pour la convergence d’une série a4 termes positifs, [5].
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engendrent des suites (x,) convexes respectivement concaves, suivant
qu'on est dans le cas (19-a) respectivement (19-b), dés que l'on a donné
deux termes wnitianx distincts %y,%, € R ; on mentionne que x, et %, ; (n €N)
étant connus, on peut choisir #,,, en respectant tout-de-méme 1'inégalité
en cause. Dans le cas de la convexité, (a), nous intéresseront les suites les-
quelles satisferont a partir d'un indice #, 1'inégalité x, > «x,,,, tandis
que dans le cas de la concavité, (b), les suites pour lesquelles aura lieu %, <
< X,yq 81 #>ny Dans ces deux cas, les formules (19) deviendront — aprés

une légére transformation —

3
@) Fntl — Fnye S 1_"A (% — Fns1) et 2, = Hup1 (0> 1)
(20) respectivement "
A
b) Fnyz = Xpt1 S ] ”x (Fnr1— %) et %, < Hupr (0> %),
— M

Une fois ces suites étant engendrées, on congoit l'opérateur séquentiel 8
tel que %,.1 = 8 %, (n > n,); avec la distance habituelle dans KR!, le sys-
téme (20) prend la forme, aussi dans le cas de (20-a) que dans celui de
(20-b)

)\n
2y o8 % 8 %uri) < bty Har) (1> mo).

Tes suites (x,) étant monotones, la distance est strictement additive sur

la trajectoire %%, ... %, ... (donc elle est bien modérément sous-addi-
tive). Alors:

une condition nécessatre et suffisante pour qu'une suite convexe el mono-
tonément décvoissante & parttr d'un indice n,, engendvée par (19-a), — res-
pectivement, pour gu'ume suite comcave et monotonément croissante & pariir
d'un indice n, engendrée parv (19-b) soit comvergente, est — conformément
a (4) —

M Ay

) — > n << My).
(22 Gt T B ur e (<)

Puisque, le critérium de Kummer a aussi une forme égalité (avec la
constante p. = 1) voir [5] et aussi note?, la condition nécessaire et suffisante
peut étre mise sous la forme équivalente & (22), notamment

, 11—

(23) Cn * — C:t+1 =1, C:; >0 (’VL > nO)'

"
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De (23) on peut obtenir

0,
24 y W — >0 "> Ng) ]
( ) 7 T+ o+ ";;4_1 4 ( > 0)_

cette formule (24) est une veprésentation analytique de la suite (3,) figurant
dans (19), pour que ces récursions engendvent des suites (x,), convergemtes
dans les conditions de comvexité (concavité) et de wmonotonie, précisées plus
haut.
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