
REVUE D'ANALYSE NUMÉRIQUE ET DE LA THÉORIE
ÐE L'APPROXIMATION, Tome 3e N0 l, lg1/t, þþ.63-71

NOTE SUR UN GENRE D'EXTENSIONS
DU THEORÈME DE CONTRACTION DE BANACH

pal

ANDREI NEY
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Ên 1962 a paru une note c1e E. n¡xorcn [B], dont le but essentiel
estd'étend.relebienconnll théorème de contraction de BANAcH [1], dans
un espace métrique complet (.E, p) reruþl'açant le facteur numériqote de
contrøction ø (0{ æ<l), d.ans

(1) ?(Ax', A*") < a p(x',x") (x',x" e E, %' + x")

þar un føctewr fon d,e l'ø d'istance des

þoints fi', x" e E, e l0,ll en clócrois-
sa.nt si p d,écroî,t comme on le sait
bien).

En 1965 a parú. un article de a. x4v 16], cLans lequel nous remþ|,a.çons
d,ans l,'inégølité (l) de Banach, le factewr nuucérique ø þør un føcteur fonction-
nel, noté a(x', x"), d'éþend'ønt directement cles þoints x', x" e E, étønt sow-
m,'is au co?nrnencelnent à la, seule cond,'ition d,'être non-négøtif et suþérieuretnent
borné, þuis qu'il' þrenne ses aal,eurs d,ans l,'interaøll'e l0,ll. On remarque, qúe
a(x',x") représente toujours une trorne supérieure dt ,,ta,ux d'écørt des

p(Ax', Ax"l
xrna.g.es": .l=-? (c'est-à-dire la clifférence divisée de -4 sur les noeuds

" p(*', *")
x',x" distincts) . Nous reproduisons notte

tnÉonÈun L Soi,t A,un oþérateur qui l"esþøce rnétriqwe com,-

þlet (8, p), døns Lui-ntênce, þowr chaqwe couþl nts x', x" eE (x' # x"),
étønt aal,øble I'inégal'ité

(2) p(Ax', Ax") 4 a(x', x") p(%', x"),
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oòt, a esl. une fotlctiormett'e øþþti'quønt Eà\{(x, x) | x = E\ døn219, "[, 1= Rt'
S¿ þour l'ã. swíte {"(*,i-x*t-);. .n 

= 
9,1,..' .} corrésþondant à l'ø suøte

x¡, x1, ..., Ktt, ... obtenue à l"qide de la rêcurren'ce

(3) x,¡1-- Ax,o (n :0, l, . . . ; xo e E)

ø l,ieu - þour ckønque n - l"inégøl'ité

(4) cn - ctt+t o.(x,,, xu¡t) >- ¡t ø' (x* xn¡),

oòt, k."\ est une suite d,e nontbres strictemen't þositifs et 1t' est une consta'nte

tir¿àlikt"t þositiae, al'ors cxiste rim x,: x4'è E et x* est wtt' þoint fi'xe d'e

',ræ ø'it a(xr,", xro+t) :0, aloYs l'e þoint
a( d, : 1, dtinc 0 ( ø(ø', x") < | -

- et (4) øyønt toujours l,iew, aloYs
nt de l,'¿lémcnt inilial' xo. L'øþþro'

r

(s) ?(xn, x*) * *P (",,-,'i-,d(na-t' -ì -u)'

où

(5') ¿ :,11,Ï ,,,fr o-{*o-t, xà'

publiés des travaux de même g-enre,
ns en essence de la même id'ée que

[2], 1968 - Sr. NrczKV [7], 1969 -
lé de d.onner c1u relief à cette modeste
sse sussi poúr poússer plus loin le
conditioni néce,ssøires et suffisøntes

þour l,'existence d,'ttn þoint fixe. Des applications irnmédiates seront aussi

présentées.
Rappelons, que dans la démonstration universellemeut connue du

théorèniË de Éanäch on part d.e f inégalité généralisée du triaugle

ffi-l

(6) p(x*, x,,) < D p(x¡,, x¡¡r) (n, * e N, m> n),

puis, du fait que le terme général de.la série Ze(xo: ø.¿.+1) 9st mljor¡ q1f
ie térme généia1 de la sérié géométrique convergente XaÈ p(xo, xt), résulte

que la suite (ø.) est une suite Cauchy.

Dans 1e cas envisagé: par (2) il peut arriver que 1a série )p(øu, xn+t) -si e1le est convergente - converge si lentement, que sa convergence ne
peut pas être mise en évidence par la comparaison âvec une sériè géomé-
t4qo" (dont_le quotient a satisfait 0 ( or ( 1). Dans ce cas ò1, faut-étud,ier
directement lø série xp(xo, xp¡), þour en éta,blir lø nøture. Dáns les con-
d"itions cle f inégalité (2) la série en cause a la forme analybique dévelop-
pée

(7) p(xo', xr)D ú e(xn-t, x); et on note 0,": fi a(x¡-1, x).
(nl k:t h:l

I,a cond.ition (4) n'est pas autre chose, que l'application cu critérium de
convergence de Kummer à la série à termes positifs 2u,,. I_ra,,série des
produits finis" telle que (7), est essentielle dans les extensions du théorème

les auteurs cités, [2], l7), l3l,
'ä, l* i?lå" i"i" ïî"ï ï;. 'Ii#äd.uit fini, est donnée déja dans

isl).
Application 1, Nous metterons d.ans une noúvelle lumière 1e

rôle du célèbre rapport de d'Alembert, !!!!, pour une série numérique,

réelle ou.complexe, à termes non-nu s. Consid.érons la suite (s,) d.es sorn-
mes partielles d'une telle série 2u,0. On conçoit l,'oþérøteur 

'séquentiet, 
E,

qui fait correspond.re. au terme sr,, le tetme suiva-nt, s,,..1, dónc sr+1 .:: Esr (ne N). L'égalité triviale

ls,*,-r,l:l Tl lru-r,,-, I @:2,8, ...)

peut être transcrite d.ans 1'espace métrique (, à l'aide de l,opérateur sé-
quentiel ci-dessus introduit

(B) p(E s,, E s,,-,) :lT)p (sn, s,,-r) (n :2, s, . . .)

et le rôle ae lttllt) upp"r"ît tout cLe suite, comrne rn ,,tøux d,,êcørt d,esI u"l
irntnøges". Dans le cas d.es séries numériques à termes non-nuls, pour les-
quelles l^l ( ø { 1,1'opérateurséquentiel E estunecontraction, et exis-I u"l
," i* s, : s e G, donc 2'w,, cot'rverge. on mentionne, que l'alternative

r) Bien entendrr, ici ø(s¿, sr-r) : | 
8sr- s* l: lZ^al.lrr-"n_rl I unl

5 - Revue d'analyse numérique et de la théorie de l'dpproximation, tome 3, no 1, 1974
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d'ucritériumded,Alembertestúncasparticulierduthéo-
d" B;;;î;^ä"i r"i-*eme est obtenu cómm" un cas pl:ti-
thé;til"-í,="" Ìtittttt dans (4) c*: | (n e N); en effet'
résulte de (a) |inégalité

a(x^, xn¡t) * .-f-: o¿ { I (n e N)'- r+p

Application 3. Soit la relation d-e récurrence

(e) z*+2:'++* 2ni1- fuq (neN)

la convergence d.e la série }p(xu, ø¿a1) soit étroitement liée au caractère
de (xn) d'être une suite cauchy, - il'est suffisant qu'on se trouve dans
un tel esp_ace_métrique ou bien sur une telle trajectoiie d-'un espace métri-
ale, gug- la distance.jouisse de la propriété de-,,sous-ad,d,itiuitê mod,érée",
c'est-à-dire : qt'il ex,iste wne constante- K¡, tel, que

m-l
(10) p(xn, x*) < D e(ru, ø¿+r) ( Ko p(x,, x,,) (n,m = N, \m S n)

h:n

(f idée en est, que ,,1a ligne poligonaleiia,...-1o,,, ne soit beaucoup
plus longue que la ,,segment 

-x,x*"). 
Dalrs ce contexte sera possible d'énon-

cer une condition néccssaire et suffisante pour l'existence ã,un point fixe,
On envisage, tout d.'abord., un tel espace.

Un cône à norme modérément sous-additive. Soit
1l'þ) un qsþøce unitaire v-d,'immensionnel,, dont (ee)'n:r est une base orthonor-
møle; alors un élément quelconque, x e r((v), 

'äütr 
comme représentation

v

unique * : Ð loøo où Àr € R. Soit &{ l,e cône d,es él,hnents øyant þourh:7
reþrésentation

5

On aura

(13)
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les ,,cosinus-

donnée dans le Plan
drée par (9), étant
On voit facilement,

ment, de n,

stricte, (4),

complexe (. Quelle est la nature d''une suite engen^-

Aonn?s 1es Zléñrents initiaux 2t, zz e G, mais z, * 4?
que (9) peut être mise sous 1a forme (1 1) .:Ð)toeo; ì,0 > 0 (A : l, 2, ..., v)

Bien entendu lløll : Vå ^3 
. å À0. Définissons aussiz¡12 - zn¡l : ffi(zn+t - z,), d'où lzu+z - z'+tl : ffi|"' ¡r - znl

et d,ici, avec une autre notation - moyennant l',opérateur séquentiel s,

iått"otttr¿ dans l'exemple 1 - on obtient

p(Eznar, Ezn) : ffie(2,,4, zn).

Dans ce cas particulier d.e la contraction faible relativisée à une trajec-

toire, le rôle ãe a.(2,, z*+r) est joué par une fonction dépend'ant directe-

c'est-à-dire ø(2,, z*+r) : #r< I (n €N), et f inégalité non-

est satisfaite comme égalité, avec c' : ?L et P : 1, ind'épen-

directeurs" ao(h,:7, ..., v), par

(12) d* : -# (h : t, . . ., v) ; évidemm"rt i
V'È' * I

i rrro,nl :å n,:å,., VÐ;:(å oo) .rr,r:

: (Ë, .') llå r,,ll
on pose la question : quelle est la valeur maxima que È øo peut atteindre ?

Dans ce but on utilise la méthode des murtipti""tåãis de r,agrange:

o(o,, . .., .^y,*) -å dn*v(oå.t - t), avec øo]0 (h:1,..., v),

Iaft

demment de z, et de z2*er, d.onc chaque trajectoire 4zz" ' z# " ' nous

conduit au même point iixe, c'est-à-dire (9) engendre seulement d.es suites

(2,) convergentes dans C.

Obse rvation l. De l"inéga té,

owe la suite (x,) est une s si
inais du seul'fait, que la x¡
à l'égard' du caractère de otl



68 
ANDREI NEY

d,où le système classique pour annuler 1es d.érivées partielles:

QLn-Il2¡tau:0 (h:l, "" v)

oi: Ë uf;- r:0.
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et en continuant - toujours par rninoration - on obtient

6

2) On rappelle que le critérium de Kummer exprime
sante pout la convergence d'une série à termes positifs,

69

(n eN)

(n eN),

une conclition nécessaire et suffi-
t5l.

(14)

on en tiret a.r:-+n,pt:- Lu, d'o'* ¡r<0; puisÈ.1:åt*:t'

d,où f : I et ainsi ¡r, : -+et øo : ,þ, aoo" -"* i nr: #: /;'
4þ'

Ce résultat introduit dans (13), donne

(r5) È ttr,,,tt - it llå t',11,

ce qui exprime la reløtion d,,ord're entre l,ø morrne d,'wn él'érnent x ilu cone 3d

et l,a sornrne d,es norrnes d'e ses comþosantes' On considère z éléments quel-

conques de &C, n nombte naturel arbitraire:

{x(i\ e 31,, i : l, .. ., n}, polr lesquels ¡(i\ -¡ ff'ø (ú) > 0)

ll v ll u v v û

J"ll Ð nrrllrÐ rr,r nenl :Ðn, : Ð Ð ^f' 
:

: å Ë, nr': å i1¡i!'),ol' ålli rr',*ll : e tx,tll,

d'où - vu aussi (16) -(t7) f, l*,,u < ó llå n,,,ll : Vt llå,,,,11

Ainsi, on peut dire, que lø sornme d'es norm'es d,'un nombre fi'ni et quel'con'
que, n, d,'éléments dw cone õ[,, ne d,éþøsse þas l'ø norrne d,e cette sorLme mutti-

þliée þør r/u ; çu veut dire qlue d,ans 8{' I'a norme est mod'érhnent sous-ød'd'i-
iiae. Comme conséquence, on peut énoncer 1e

rnonÈnn 2, Si A aþþl'ique l,'ésþøce unitøire v-d'immensionnel, {/(v)
ant à l'inégalité (2), øl'ors l"iné,galité
int fixe ¿ont (J$1. Si La. suite enge'n-
rnes : soit toutes les d'ifférences d'e lø
rn4e xþ+L - xþ (þour h : 0, 1, . . .)

u"u'i"'iäiî,'[i'i^.i.,t)ãllí'.;,ilåili
alors l,'inégøl,ité, (4) est a.wssi nêcessøirezl þour qu'on øboutisse à un þoint
fixe x* e{/(v), þar la trøjectoire (x,).

A p p I i c a ti o n 4. Soit (*,) une suite de nombres réels; pour._qu'e11e
soit (nón-strictement) convexe respectivement concave il faut et il suffit
qu'elle satisfasse à

(18)

ø) frnrt 4 \,%n I (I - 1,,,) x,*, (neN)

respectivement à

b) frn+t Þ \*x, i (I - ì,,)x,*, (neN),

où (1,,) est une suite prenant ses valeurs dans ]0, 1[,_d.'ailleurs complète-
ment arbitraire. Dans ces conditions, 1es relations de récurrence

(1e)

.l),-
a.) %n+z Þ 

-l- 
%r*L - ,--!7 xn

I-Àn l-An

respectivement

b) xt+z 4 -f- ***, - þ *,
l-Ãn l-¡'n

fr

et leur Somme est x: Døt;l . On aura

(16) * : i'rr, :f,f x?,0:å [É ú'f,r : f Lu'u,

oìr on a noté n* : å lP (Âu élanl la composante d'ordre Þ d'e ø' dans

ø¡¿(v), et on aura bien entend.u Âo ) 0 (k: l, ' ", v)' Conformément

à (15),

Ë, lt,ro,ult - Jo 
ll å n*,1\,
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engendrent des suites (*r) convexes respectivement concaves, suivant
qu'on est dans le cas (19-a) respectivement (19-b), d.ès que l'on a d.onné

deot,x terrnes initiøwx d,istincts x1,x2eR; on mentionne qlJe xn et xn¡t (neN)
étant connus, on peut choisir Kn+z er: respectant tout-de-même l'inégalité
en câuse. Dans le cas de 1a convexité, ("), nous intéresseront les suites les-
quelles satisferont à partir d'un indice no l'inégalifé fr* à x*¡1, tand.is
que dans le cas de la concavité, (b), les suites pour lesquelles aura lieu ø, (
4.frn+tsi nsno. Dans ces d.eux cas, les formules (19) deviendront- après
une légère transformation -

De (23) on peut obtenir

o'
(24) \,: n ci,>0 (n>no);

t¡c'rolot*¡t

cette formwl'e (24) est wne reþrésentøtion anøl'ytique de la suite. (x*) figurant
dans- (19), þour que ces técursions engend'rent d'es suiles (xn), conaergentes
d,a,ns les conditions d,e conaexitá (concavité) et d'e monoton'ie, þrëcisées þl'ws
høut.

ø) frn+r - fin+z 4 ff,{*, - xn+t) et x* Þ xn-¡1(n2 no)

respectivement

b) frnr2 - xn+t 4 !r,{*,,*, - xr,) et x,, 4 xu¡1 (n} no)'
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Une fois ces suites étant engend.rées, on conçoit l'opérateur séquentiel I
te1 que %n+r : E x*(n 2 no) , ,avec 1a distance habituelle dans R1, 1e sys-
tème (20) prend la forme, aussi dans le cas de (20-a) que d.ans celui de

(20-b)

(21) p(E x*, E xn¡t) * '+ p (xo, x*+t) (n ) no).
1-lr'

Les snites (x*) étaú mollotones, la distance est strictement additive sur

1a trajectoire xLxz . . . xf (d-onc elle est bien modérément sous-ad-d.i-

tive). Alors :

xtne condition nécessû.ire et suffisønte þour qututne su'ite conaerce el rtono-
ton,ément clécroissante à' þart'ir d"un ind,ice no, engendlée þør (19-a), - res-

þectiaem,ent, þowr qu"u,ne suite conca'ae et monotonhnent croissa'nte à. þørtir
d'un indlice no, engendrée þar (19-b) soil conaergente, est - conÍormérnent

à. (4) -
(22) cn - cn+r +"'- v*u @ < no)'

Puisque, 1e critérium d.e Kumrner a aussi we forme égøl'ité (avec la
constante p : 1) voir [5] et aussi notez),la condition nécessaire et suffisante
peut être mise sous la forme équivalente à (22), notamment

Reçu, le 13. XIL 1973.

(Jni,ueysitateø,,Babeg-Bol,yai" d'in Clui
F aoul'tateø d,e M atemøli,cd-M eoa'ni'cd,

Cøtedla d'e ønøl'izà'

(23) ^rl-\n ^t 
-1u" 

¡,r- - 
ufl+l 

- 
Lt c;>0 (n>no)


