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1. In dieser Arbeit verwenden wir folgende Bezeichnungen. Mit

X,Y,Z ... bezeichnen wir reelle, abgeschlossene Intervalle X =
= [%y, %], ... und fassen diese zur Menge I(R) zusammen. Bekanntlich
sind durch die Festlegung /

(n X*Yz{x*yleX,er},*E{—I-,—.X»/},

(0 & Y bei /) in I(R) vier Intervalloperationen erklirt (vergleiche [5]).
Durch die Identifizierung #' = [#, #] gilt R C I(R). Wichtigste Figenschaft
der Intervalloperationen (1) ist die Teilmengeneigenschaft

(2) XcXYeV=>X*YcX*Y.

Wir verwenden noch folgende Funktionen auf I(R):

3) d(X) = %, — %, > 0, (Durchmesset)

4 |X| = max {|%,], |%]} > 0, (Betrag)

(5) g(X, Y) = max {|#, — 31|, [%z — 5.i} > 0, (Abstand)

fiir welche eine Reihe von Rechenregeln gelten (vergleiche [3], [S]). Ent-
sprechend betrachten wir reelle Intervallvektoren x 9,3, ... mit ¥ =
= (Xy, X, ..., X,), ..., und fassen diese zu V,(I (R)) zusammen, sowie
reelle 7 X m-Intervallmatrizen X, 9, 3, ... mit ¥ = (Xj), ..., welche
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in M, .(I(R)) zusammengefalt seien. Reelle Vektoren bzw. Matrizen
schreiben wir als %, 0,3 - bzw. % 9,3, ... und koénnen diese wie

oben identifizieren. Verkniipfungen zwischen Intervallvektoren bzw. Inter-
vallvektoren und -matrizen werden wie iiblich formal definiert.

Durchmesser, Betrag, Abstand und Inklusion werden elementweise
definiert. Es gilt far derartige Verkniipfungen ebenfalls die Teilmengen-
eigenschaft. Weitere Rechenregeln findet man etwa in [3].

Wir betrachten nun Iterationsvorschriften J, durch deren Anwendung

Folgen von reellen Intervallvektoren {x(k)},‘f’:o entstehen. Folgen, die durch
Anwenden von [ entstehen und die gegen das Grenzelement x konvergieren,
fassen wir zur Menge C(J, ¥) zusammen und diese sei nicht leer. Da viele
Realisierungen von Iterationsvorschriften zur Berechnung von EinschlieB-
ungen fiir Losungen bestimmter Probleme benutzt werden, wollen wir die
Voraussetzung

6) s < x®, k>0,

treffen. Fiir die Abweichung eines Folgenelementes x¥ vom Grenzwert
x kénnen wir nun entweder

(7) a® = g(x", %) = (X, X)) > o
oder
(8) b = (") — dx) = (@X") — @X) > ¢

als MaB heranziehen. Beides sind nichtnegative reelle Vektoren und es
gilt

) ah = 0 <> b = p <> M = x

Beide sind beziiglich der (komponentenweisen) Inklusion monotone Abbil-
dungen, d.h. es gilt

(10) £ = ¥® = am < a®, B < bE,

Fine im Sinne der Inklusion kleinere Einschliessung fiir x erzeugt
also beidemal auch eine kleinere GréBe fir die Abweichung von =.

Wir geben in der Intervallmenge I(R) dazu noch ein anschauliches
Beispiel. Sei dazu speziell X = [x, ] der Grenzwert der Folge {X®}©

dann erhalten wir einmal

at = max (| — x, |2 — I}
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als maximale Abweichung eines Elementes ¥ X® vom Grenzwert x
und ein andermal

bk = d(X®)

als den Abstand der beiden x einschliessenden Schranken voneinander.
Jetzt betrachten wir zu jeder Folge {z®}» aus C(J, %), welche
zusitzlich noch (6) erfilllt, die zugehorigen Nullfolgen {a®}r sowie
{0} Hierauf wenden wir nun die bekannten Definitionen fiir eine
Konvergenzordnung wie in [6] an.
Dazu definieren wir den zu einer solchen Folge gehdrenden R-Faktor
mit Hilfe einer Vektornorm ||-|| durch

1
lim sup ||¢®||*, p =1,
Ry} =]+~ -

lim sup ||c<")l|!’_k, p>1,
kE = o .

wobei fiir {¢c®} entweder die Folge {a®}p , oder {b®}e = steht. Diese
Definition ist unabhingig von der verwendeten Vektornorm ||-||, wie
aufgrund der Norméiquivalenz in [6] bewiesen wird. Dariiberhinaus ist
diese Definition unter den getroffenen Voraussetzungen auch unabhingig,
davon, ob {a®}2 = oder {b®}» = verwendet wird. Das zeigt das folgende

Lemma 1: Es sei {x®W}>  eine durch J erzeugte Folge mit dem
Grenzwert x, fiir die (8) erfillt ist. Dann gilt fiir die daraus gebildeten Folgen

{g(k)},‘f:O und {bW}=
Ry{a¥} = Ry{b¥}, p > 1.
Beweis: Fiir Intervalle X € Y gilt bekanntlich

2 (@Y) — d(X)) < ¢X,Y) < dY) —d(X)

woraus dann unmittelbar

Lpm < a® < p®
Z . . 3

folgt. Somit folgt fiir eine monotone Vektornorm ||-||

~lIB@I] < ] < 15
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—k
b4

und da lim (é—) =1, p > 1, gilt, schliefen wir weiter

k=
. -k R iy
lim sup [[6®[]#" 2 lim sup |ja®||?
k=00 ° k= .

—k

N —k
> lim sup (l)” 6P
ko0 2 .

. —k
= lim sup ||b®)||?
k=0 ¢

Analoges folgt fiir p = 1.

Unter der Voraussetzung (6) an die Iterationsfolgen {x®}= ; sind also
unsere weiteren Betrachtungen unabhingig davon ob wir zu {z®}
die Folge {a®}p , oder {b®W}w & betrachten. DaB dies ohne die Voraus-
setzung (6) nicht immer der Fall ist, zeigt folgendes kleine Beispiel. Wir

betrachten dazu die Folge {[0, 1] 4+ [%)k}m mit dem Grenzwert [0, 1].

k=0

Offenbar ist a® = [-21-)‘ und damit fiir p = 1

1
1 — lim st (fl)"f:l
Ry{a®} lxrﬁﬂsooap 2 5’
wogegen b = o und damit R,{}*} = o wird.

Wir betrachten also nur noch solche Folgen aus C(J, 1), fiir welche

(6) gilt und fassen diese zur Teilmenge C(J, z) zusammen. Der R-Faktor
von J ist dann definiert als

Ry (J, x) = sup {Rp{a®} | {x®}ilo<= C(J, 1)}, $ > 1.

Dieser R-Faktor ist nach dem vorhin gezeigten unabhingig von der ver-
wendeten Norm [|-|| und hitte gleichwertig auch mit Hilfe {b®} definiert

werden konnen. SchlieBlich erhalten wir die R-Ordnung der Iterations-
vorschrift J mit dem Grenzwert x als

+- oo falls Ry(J, ) = 0 fiir p> 1

Or(/, 2) = {inf {p1p = [1, o), Ry(J, ) = + oo} sonst.
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Die hier wiedergegebenen Definitionen finden sich fiir den Fall von
Vektorfolgen im reellen Vektorraum V,(R) bei Ortega und Rheinboldt
in [6]. Wir wollen nun noch eine fiir die praktische Abschitzung der
R-Ordnung niitzliche Aussage wiedergeben (vergleiche [6], S. 297).

Satz 1: Sei J eine Iterationsvorschrift mit dem Gremzwert x und

sei C(J, x) die Menge aller damit evzeugten Folgen mit den oben angegebenen
Eigenschaften. .

Existiert dann ein p > 1 und eine Konstante v,, so daB fiir alle Folgen
{xW}o aus C(J, x) fiir eine Norm || - ||

lla®+0]f < vy [Ja®[2, & > R({z0)2 ),
oder
6+9]] < v, |62, > AW},
gilt, dann erfiillt die R-Ordnung von J die Ungleichung
Ox(J, %) < p.

Gibt es andererseits eine Konstante y; > 0 und eine Folge {xW}il, aus
C(J, ¥) mit

[1a®+0]] > v, []a®][F > 0, k> ko
oder

[[BEFD] > vy B[P >0, & > k,,

dann folgt fiir die R-Ordnung von J
Or(J, %) 2 p.

Sind beide Forderungen mit Konstanten vy, und vy, erfiillt, so gilt schliess-
lich

Ok, 2) = p.

Der Beweis dieses Lemmas kann mit Hilfe der vorher bewiesenen Aus-
sagen analog wie in [6] durchgefithrt werden.

Es sei vermerkt, dass sich die gleichen Uberlegungen auch fiir Itera-
tionsvorschriften durchfithren lassen, deren Anwendung auf Folgen von
Intervallmatrizen {x®}© = fiihrt.

2. Wir wollen nun die angegebenen Ergebnisse auf ein Iterationsver-
fahren anwenden, welches in [1] eingefithrt wurde. Dazu sei #© ein vor-
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gegebener Intervallvektor, der eine Nullstelle #* des reellen (nichtlinearen)
Gleichungssystems

(11) (¥ =a
enthilt. Bezeichnet nun
(12) FB = ' (x®)

die intervallmiBige Auswertung der Ableitung von f fiir ¥® dann braucht

man fiir die Durchfithrung der Iterationsvorschrift eine Intervallmatrix
BO mit der Eigenschaft

(F1|F = 0} < BO,
Damit betrachten wir das folgende Iterationsverfahren
(206D = {m (20) — BOF(m(x®))} N £®

) 3
| BEFD = {m(B®) + BH(G — Fr+Im(B®)} N B®

k£ 2 0. (® bezeichnet die Einheitsmatrix).

Dabei bezeichnet m(x) den Mittelpunkt des Intervallvektors x. Entspre-
chend ist m(X) definiert. Durch dieses Verfahren wird eine Folge von
Intervallvektoren und Intervallmatrizen berechnet mit

@20 2 .. und BO 2 O o .,
fiir welche die folgenden Aussagen gelten.

Satz 2: Es sei z0 ein Intervallvektor und x* = 0 Nullstelle
des Gleichungssystems (11). Die Fréchet-Ableitung von f gemiige in x©

einer Lipschitz-Bedingung. Ausserdem geniige die intervallarithmetische
Auswertung {'(x) der Fréchet-Ableitung fiir = < @ einer Bedingung

(13) (' DI < ¢ ()]
fiir eine Norm || - ||. Fir die nach (V) berechneten Folgen von Intervall-
vektoren {x®Yi_o wund Intervallmatrizen {B®}_ o gilt dann

a) Jeder Vektor =¥, k >0, enthilt x*.

b) Ist jede Matrix B € BO nichisingulir dann gilt

lim x® = x* und lim BE = §'(z*)71.

k—+00 k= o0
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¢) Es sei §® die Intervallmatrix, deren erste Spalte gleich dem
Intervallvekbor x® 4st und derem dibrige Spalten durch die Spalten der
Matrix B® gebildet werden: H¥ = (x®, B®). Dann gilt

Oxl(7), (&%, &)™) > 2.

Beweis: Die Aussagen a) und b) wurden bereits in [1] bewiesen.
Zum Beweis von c) setzen wir zur Abkiirzung

3 =1
Dann folgt aus (V)
2t — g% o — BO{m(e) — %) — FE¥)m() — )]
— B - () — $) + () — 2
S — BOf(mEh) — f(%) — 7)) — )]
(= B - (m(e) — 5*).
Daraus erhdlt man wegen

glxth, 1) = |5 — ¥
g(BY, 371) = [BH — 7

unter Verwendung einer monotonen Norm und aufgrund des Norméquiva-
lenzsatzes

llg®, =)l < |[1BB] | - oy -1 g, 2N + callg(B®, I I -

SIS - Hlg(s®, =)

Annlich erhilt man

llg(Be+y, 57 < ¢ - I - llg@®®, FIE +
+ 1 1B [ ey lg(x+1), =¥)]].

Fir die n X (n + 1)-Matrix U = (b, SB) fithren wir eine Norm ein durch

|[t]] = mazx {|[B]l, [IBI1}.
Mit #() = ||(g(x®, x*), ¢(B®, I7N))|] gilt dann mit || |B®| || < s wegen
lim B® = 371 und mit || [J|]] '=p

k—00

|lg(x®+0, EX)[| < (sex + pea)(r®)?
[lg(BE+D), I < (ca p + sPealses + pea) (1)
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Setzen wir daher noch

vy = max {s¢; + pca Cap + s¥ey(se; + pey)},
so folgt

PE4) < p(r 02, k3 0,

und damit nach Satz 2 die Behauptung c).

Bemerkung: Die Bedingung (13) ist fiir die intervallmifige Aus-
werlung von rattonalen Funktionen stets erfiillt (siehe [5]), kann aber awuch
fiir allgemeinere Funktionen mnachgewiesen werden.

Wir bemerken abschliessend, dass Satz 2 eine Verschidrfung der in
[1] angegebenen Aussagen darstellt, wo nur die {iberlineare Konvergenz
des Verfahrens (V) bewiesen wurde. In [4] wurde eine Modifikation von
(V) angegeben, bei der die Folge der Durchmesser durch eine quadratisch
konvergente Folge majorisiert wird. Dazu ist in jedem Schritt zusatzlich
ein lineares Punktgleichungssystem zu losen. Satz 2 zeigt, daB dieser
zusiitzliche Aufwand auf die Konvergenzordnung keinen EinfluB hat.
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