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l. In dieser Arbeit verwend'en
X, Y, Z, . . . bezeichnen wir reelle
: lxr, xrl, ,.. und fassen diese zur
sind durch die Festlegung

(1) X*Y:{n*Yltc = X,Y e Y}, * = {+, -, X,l},

(0 + Y bei /) in .I(R) vier
ùutch die ldèntifizíetrng x'
der Intervalloperationen (l)

: lx, xl
ist die

RC/(

(2) x - Í,Y -i +x*y c x*Y-
Wir ve¡wend,en noch folgende Funktionen auf 1(R) :

(3) d(X) : 5z - ltt ) 0, (Durchmesser)

(4) lXl : max {lørl, lrrl} > Q (Betrag)

(5) q(X,y): max {lnr- !rl,lxr- yr} 2 0, (Abstand')

für welche eine Reihe von Rechenregeln
sorechend betrachten wir reelle Interv
L (xr, xr, ..., x,),..., und fassen die
reelie- n x m-Intérvallmat'nzen l, !, $,
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þ :1,

þ>1,

in M,,,*(I(R)) zusammengefaßt seien. Reelle vektoren bzw. l\,Iatrizen

r"rri"iíil,Jìíi ats r,9,ð, '.' bzw' r, p,'9, "' und können diese wie

oben id.entifizieren. VËrdntpturrg"r, ,*it"'h"r, rtt"trr"llvektoren bzw. rnter-

"ãff""f.tár"n 
uncL _matrizei werd.en wie üb1ich formal definiert.

Durchmesser, Betrag, Abstand. und Inklusion werden elementlveise

¿lefitrieit- Es gilt für d.eiartige Verknüpfungen ebenfalls-^die Teilmengen-
Àigenschaft, \7"it"r" Rechenrégeln find-et man etwa in [3]'

Wir betrachten nun Iterationsvorschriften /, d.urch deren Anwendung

Folgen von reellen Intervallvekt_o.ren {rtat}Lo entstehen' Folg-en, die durch
À".t?""¿"" vor_ J entstehen und. die gegèn ãas Grenzelement r-konvergieren,
iu.r"r, wit z:ur il"rg" CU,x) z.usamâãn und. diese sei nicht 1eer. Da viele
nãutiri"totrgen von"It"rätioirsrrotschriften zur Berechnung von Einschließ-
ungen ftir iosungen bestimmter Probleme benutzt wefden, wollen wir die

Voraussetzung

(6) ¡c¡(È), h>0'

treffen. Für die Abweichung eines Folgenelementes r(e) r'om Grenzwert
r können wir nun entweder
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(7)

oder

(B)

a1s maximale Abweichung eines Elementes ã e XØ\ vom Grenzwett x
und ein andermal

b(Ð : d(x&t)

als den Abstand d.er beid.en ø einschliessenden Schranken voneinand'er'

Jetzt betrachten wir zt jecler Folge {r(r)}æ o aus C(J, ù, welche

zttstàtzTich noch (6) erfüllt, die zugehörigen Nullfolgen {9(o}}åo sowie

{btul¿0. Hierauf wenden wir nun die bekannten Definitionen für eine

Kotrv"rg"ozord.nung wie in [6] an.

Dazu definieren wir den zu einer solchen Folge gehörenden R-Faktor
mit Hilfe einer Vektornorm ll'll durch

R¡{ctÀ)} :

I

lim suP llcrrr¡¡r,
Þ+æ

lim suP llc{trllo-Þ,
È+o '

{g(u)}Lo oder {!(o)}Lo steht. Diele
tiåî$"T"î,,T1*ßå*ryää'li;rkï;
Voraussetzungen auch unabhätgtg,

r,emma 1: Es søø {r*)}'o ,r;:^irr:;'^r:,î;;r::ä:i'"":;
Grenzuert x, für d,ie (6) erfüttt ist. Dønn gil't für die dørøus gebild'eten Fol'gen

{3(o)}Lo wnd {btÐ}1-o:

Re{a{tr} : Rþ{b(þ\}, þ > 1'

Beweis: Für IntervalTe X cY gllt bekanntlich

' (¿(v) - d(x)) < q(x, Y) < d(Y) - d(x)
2'

woraus dann unmittelbar

1 6tr) < q(r) a þ(r)
2.

folgt. Somit fotgt für eine monotone Vektornorm ll ' ll

] tton,tt < llcru¡¡ < lllttr¡¡

srut : q(ætot, æ) : (q(XP, X,)) >- o.

6rr) _ ¿1r{r)¡ _ d(r) : (d1¿Íut} - @,(x)) > o ¡

a1s Maß heranziehen. Beid.es sind. nichtnegative reelle Vektoren und es

gilt

(9) û(À) - o .t þ(È) - 6 a¡' ¡(È) - ¡

Beid.e sind. bezüglich der (komponentenweisen) Inklusion monotone Abbil-
dungen, d..h. es gilt

(10) a@| c ¡(È) a' g(') < s(Þ), þ.(ø) ( btt),

Eine im Sinne der Inklusion kleinere Einschliessung für r etzeugt

utso î"1ã"-a1 auch eine kleinere Größe für d.ie Abweichung von r'

\Ã/'ir geben in der Intervallmeng_e ,/(R), dazu noch ein anschauliches

BeispiJ Sãi ã"r" *p*i"ti X : l*, r"l clei Grenzwert der Folge {X(u)}Lo,

dann erhalten wir einmal

6ltÞ\ - max {lr[Þl - xl, lxf,i - tcl]
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lim sup ¡¡for¡¡r-À 2 lim sup llc{r)l¡r-ÈÀ+o h+@ ".

) lim sup (+)'r llb(É)llr-À

: lialun llbol¡¡r-¡,

Analoges folgt firr þ : l.

unter der voraussetzung (6) an die rterationsfolgen {r{rl1- o sind also
unsere weiteren Betrachtu¡gen unabhängig davon ob wir ztt {æ(r)}"o o
die Folge rachten. Daß dies ohne die Voraui-
setzung ( tgendes kleine Beispiel. Wir
betrachte mit dem Grenzwert t0, ll.
Offenbar

R¡{ø{;;} : tiäl,p ((;)^Jt:;,
wogegen þ(À) *. 6 und damit R1{å(å)} : o wird.

Wir betrachten also nur noch solche Folgen a:us C(J, r), fär welche
(6) gilt.und,fassen diese zur Teilmenge ÕU, ù zusammen. Der R-Faktor
von ,I ist dann definiert als

Ro U, ¡) : sup {Re{oor} l{ror¡; o = Õ(f ,ù}, þ > l.

Dieser R-Faktor ist nach dem vorhin gezeigten unabhängig von der ver-
wendeten Norm ll.ll und hätte gleichwertig âuch mit Hilfi-pt,tt1 definiert
werden können. Schließlich erhalten wir die R-orclnung der rterations-
vorschrift J mit d.em Grenzwert æ als
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Die hier wiedergegebenen Definitionen finden sich für den Fall von
Vektorfolgen im reellen Vektorratm Vo(R) bei Ortega und Rheinboldt
in [6]. Wir wollen nun noch eine für die praktischè Abschätzung der
R-Ordnung nützliche Aussage wiedergeben (vergleiche 16l, S. 297).-

Satz 1: Sei J eine lterøtöonsaorschrijt mit dern Grenzuert t und
t!! õU, $ d,ie Menge øller dørnit erzeuglen Folgen mdt d.en oben angegebenen
Eigenschøften.

Existiert dann ein þ > | und. eine Konstante y¿, so daß für alle Folgen

{rtÞ)}Lo ^trs 
Õ1¡, r) für eiue Norm ll . ll

lloG+tt¡¡ < Tz llcG)l¡r, h > å({r{r)}- o¡,

oder

llb('+t)ll < ys llb(È)llr, h2 h({rtnt}- o¡,

gilt, dann erfüllt die R-Ordnung von / die Ungleichung

o*(J' t) < þ.

Gibt es and.ererseits eine Konstante Tr ) 0 und eine Folge {r{r)}þe aus
i1¿ r¡ mit

llotr+tt¡¡ )11 llo{r)llf >0, h2ko,

gder

llbtr+tt¡¡ > T1 llb(È)ll, ) 0, h >- ho,

rlann folgt fur die R-Ordnung von

On(J, r) Þ þ.

Sind beide Forderungen mit Konstanten 1, und 1, erfüllt, so gilt schliess-
lich

Ou(J, t') : þ.

Der Beweis dieses l,emmas kann mit Hilfe der vorher bewiesenen Aus-
sagen analog wie in [6] durchgefüh¡t werden.

Es sei vermerkt, dass sich die gleichen Überlegungen auch ftir ltera-
tionsvorschriften durchführen lassen, deren Anwendung auf Folgen von
Intervallmatizen {rrr)1- o führt.

2. Wir wollen nuu die angegebenen Ergebnisse auf ein lterationsver-
fahren anü'enden, welches in [] eingeführt wurde. Dazu sei r(0) ein vor-

G. ALEFELD und J. HERZBERGER 4

-Àþ
und da lim : l, þ ¡ l, gi1t, schliefJen wir weitert+)À+æ

o¡.(J' x) : f co falls R¡(J,ù:0 für þ> |
inf.{þlþ. U, ø1, R¡(1, ¡) : *co} sonst.
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gegebener Intervallvektor, d.er eine Nullstelle ¡* d.es reellen (nichtlinearen)
Gleichungssystems

(11) f(æ) : c

enthält. Bezeichnet nun

(12) t(Ë) : Ì'(x(É))

die intervallmäßige Auswertung der Ableitung von f für r(¿l dann braucht
man für die Durchführung der Iterationsvorschrift eitt" Intervallmatrix
S(o) mit der Eigenschaft

{q-' l$ e $ro)} c $ío).

Damit betrachten wir das folgende Iterationsverfahren

{ r(r+tr : {rn (ttnt) - grøtl.(m(æ.(Þ)))} n r(È)

[$(Þ+') : {m(Etu) + S(È)(6 - 8@+Ltrn(E(È)))}n for

h > 0. (6 bezeichnet die Einheitsmatrix).

Dabei bezeichnet m(r) den Mittelpunkt des fntervallvektors æ. Entspre-
chend ist ,n(æ) definiert. Durch dieses Verfahren wird eine Folge von
Intervallvektoren und. IntervalTmatrizen berechnet mit

¡(o) =1(1)).. undE(o) >E(r) =...
für welche die folgenclen Aussagen gelten.

S a t z 2: Es sei Í(0) e'in Interuøl,laektor und, r* € Í(0) Nullstell'e
d,es Gl,eichungssystems (l I ) . Die Frêchet-Abl'eitung ooi+ | genüge in x9l

einer Liþschitz-Bed,ingung. Ausserd.em geni,ige d.ie interaal,l,ørithmetische
Au,swertung Í'(t) der Frêchet-Ableitwng Íür ¡ c x(0) einer Bed'ingung

(13) ll¿(fj(æ))ll <cll¿(¡)ll

fär eine Norm ll . ll. Far die nøch (V) berechneten Folgen aon Interuøl'l-
uektoren {æth\}f-o und, Interaøl,lmøtrizen 1l}r}l}Lo gilt d,ønn

a) led.er Vehtor rwt, lt Þ 0, enthül,t r*.

b) ,Isl jed.e Matrix E e 8@ nichtsingul,är d,ønn gil't

li1¡1 1(r) : t* und, lim E(Þ) : ft(¡rtc)-r.
É+æ ' h+ø

7 DIE I(ONVERGENZORDNUNG ÌNTERVALLARTTHMETISCHER ITERATIONSVERFAHREN 1236

(v)

c) .Es sei l:@) d,ie Interuallrnøtrix, d,eren erste sþal'te gleiclr' d'em

Intera'øll,vehtor awt ¿t¿ wnd, d,eren übrige Sþøl'ten d'urck d'ie SþøIten der

Møtrix g@tl gebild,et uerd,en: b(h): (r{t), E{*)). Dønn gilt

on(lv), (1*, i.'(1*)--')) > z'

B e w e i s: Die Aussagen a) und. b) wurd.en bereits in [1] bewiesen.
'Zrm Beweis von c) setzen wir ztr Abkürzung

I : I'(I*)'
Dann folgt aus (Z)

1(Þ+r) - lo ç - gtt)[f(ø(æør)) - !(1.) - J'(y")(rn("ttr¡ - tt)1

- g(fr)(S . (m@tnt¡ - I*)) | m(tth)) - t*

c - !g(r)[f(ø(ætrr¡¡ - f(æ*) - T'þ*)(m(¡ttt) - r*)]

+ (,T" - !e(Ð)(3 . (rnþtn¡ - :*)).
Daraus erhält man wegen

4(rta), rr) : lr(t) - r*l

q(E@\, I-.) : lE(Þ) - 5-11

rrnter Verwendung einer monotonen Norm und. aufgrund' des Normäquiva-
lenzsatzes

llø(ær¡r, l*)ll < ll lrru'¡ l[ .c, .ll4(r{rr, Ít)ll, + c,llq(Erat, P-') ll '

' ll lq ¡ ¡¡ ' llq(rtÞr; t*)ll

Ähnlich erhält man

ll4(E{r+rr, T-'ll = 
c . 3ll lll ll . llø(s,È,, q-')ll, +

* ll ¡rtor¡ ll2cnll4(r{n+t)), 1*)ll

Für die n x (n f l)-Matrix U : (1, T) führen wir eine Norm ein durch

llltll : max {llb.ll, llTll}'

:rrø:it r(tr: ll(q(ærÞ), rx), ø(E(Þ), T-t))ll gilt dannmitll lgtorlll < swegen

lim E(¡) : 3-t und mit ll 13l ll ': y'
È+æ

llq(r{r+rr, F*)ll < (rr, + þcr)(rtil)z

ll4(E{t+tr¡, T-')ll < þ"þ + szcn(sc, * þcr)(rrø)2.
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Setzen wir dahe¡ noch

y : lnax {sct + þcr, c"þ f szc.(scr * þcz)},

so folgt

f(h+tt < I(rtn¡2, /¿ > 0,

und damit nach Satz 2 die Behauptung c).

Bemerkung: Die Bed,ingu g (13) istfür d'ie intetaøl'l'mäpige Aøs-
weilang aon røtionalen Fwnktionem stets erfülh (siehe l5)), hønn øber auck
fììr øllgemeiu,ere Fwnhtionen na.chgewù sen werd,en.- Wir beme¡ken abschliessend, dass Satz 2 eine Verschätfung der in
[1] angegebenen Aussagen darstellt, wo nur die überlineare Konvergenz
ãeé Veitanrens (7) bewiesen wurde. In [4] wurde eine Modifikation von
(7) angegeben, bei der die Folge der Durchmesser dutch eine quadratisch
Èoivergeáte Folge majorisiert wird. Dazu ist in jedem Schritt zttsàtzlich
ein linéares Punktgleichungssystem zu lösen. Satz 2 zeigt, daß dieser
zusätzliche Aufwand auf die Konvergenzord.nung keinen Einfluß hat-

SUR LA REPRESENTATION NOMOGRAPHIQUE
DES EQUATIONS À QUATRE VARIABLES

par

LASCU BAL et MARIA MIHOC

(à cluj)

LITERATUR 1. I1 est bien connu que n'importe quelle équation à trois vafiables

(1) F(zr, zr, zs) : 0

ment par un nomogramme à lignes
que l'utilisation des nomogrammes
s, on a che¡ché à établir d'es classes

par des nomogrammes à familles
d.1 cercles, ou à d'autres familles

de courbes commodes au point de vue de la construction et d.e l'utilisation.
Il est clair que si l'équation satisfait à certaines conditions alors on

peut obtenir des^nomogrrimmes plus simples. Ainsi,-si^1'équation à trois
ïariables peut être amênée à la forme canonique d'e Cauchy:

(2) Í'(2,)f"þ,) I f,þ,)g,(zs) { hs(zs) :0,

ou à une forme particulière:

(3) Í,(2,) * f,(2,) * Í"(z') :0,
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alors elle peut êtte feplésentée paf un nomoglamme à droites ou à points
alignés.


