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SUR CERTAINES CLASSES D'ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES INTERPOLATOIRES DANS UN

INTERVALLE DONNÉ
paf

DUMITRU RIPEANU

(à cltrj)

l. Dans la note [1] on a proposé un procéilé pour déterminer d.es

classes d'équations d.ifférentielles linéaires, d'ordre n et de forme normale
qui çont interpolatoires dans un intervalle fermé d'onné | - la,bl @ 1,
< ó).'Rappelons la définition bien connue selon laquelle l'équation d.ifféren-
tie11e

(1) yøt(x) ia.r(x)y{"-')(r) +...+ a,(r)y@-n(x) +...+
I ø,-r(x)y'(x) ! ø"(x)y(*) :0

olatoire dans .f (ou possètle 1a pro-
ntiquement nulle de cette équation
t intervalle (chaqune étant comptée

constfúire
Iiété I"(I).
la préserrte
ons d'ordre

*"uiït::
fera d.ans

1'équation

(2) y@+t) ¡ br(x)ytù + . . . l b"(x)yt"+t-") * . . . + b,(*)y' 1 b,,¡{x)y : Q

I

I
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(5)

2L6

1e changement

(3) 3t : 6(x)ectrt

où ø est la nouvelle fonction inconnue, et p une fonction arbitraire de

C@(I\."-'\ä écrira ,p(x): p'(x) et on.introduira les fonctions P"(ø) par la

telation (øc{r))('} - P,(x)eet'), ce qur donne

(4) P,*r(x): P!(x) | yþ)P,(x) (t :0,1, " ' ; Po(ø) : 1)'

On introduira également les fonctions

B*,"(9, 6n,-") :'Ð_-rr-"u"(x)P --'-"(x) (t :înt -1¡
donc

. n+l-s 
-Bn+t,,(g, 6n+t-,,.): 

"Ð 
Cial-"b"(x)Pn+t- "-o(fr) 

(s:Op ; óo(ø): l)

on Cø* est 1a symbole des combinaisons e!' 6p est la fonction - vecteur

(b'(-)L:å:.);"- '"är,þ.!i)rìå r,équation (2) se transrorme par te changement

(3) en l'équation

J.(6) Ð8,*,,,(ç, 
6,+t-,)ut')(ø) + 6"+r(x) :0'

On supposera

(7) B,+ry(9, 6*+r) = 0 dans I,

et on écrira u(x): u'(x), r''équation (6) s'écrit alors

n-1
(B) Ðu,*,,"*, 

(ç, 6,-,)rt'l (x) | at")(x) :0'

l'hypothèse de la propriété I"(I) po
procédé suivant.

P r o c é d. é 1. 7". On connøî't une classe (1,) d" équations de lø forme
(l) à lø þroþriüété I"(I).

2". On choisit ørbitra.irement les fonct'ions å"(ø)(s :T, n +11 døns
C(I\ et p(x) døns C@+tt(I) el' on écrit à l"ø'ide d'e þ) et (5) l"équation (8)

et'tø foùòt'i'on Bn¡tp (9, 6"+') dg (Z).
3b. On asslØe la rel'øtion (7).
4". On ztssute l"øþþartenance de l'équation (B) à lø classe (1,).
5'. Si les cofficients ó"(*)(s : l, n * l) rernþl,issent I'es cond'ítions

des þo'ints 3" et 4", al'ors l'équg.t!.on (2) þo21èd'9 la þroþri'étê' !,t+t[). _

I1 est bien entendu que le fait d.e remplir les conditions 3o et 4" ré-
duit de i'arbitrarité des coefficients ó"(ø)(s : l, n f l) de l'équation (2),
éventuellement de la fonction p(r) de (3). Ces conditions ne déterminent
cepend.ant pas entièrement, ces fonctions, d.e sorte qu'on obtient une
clásse (1,*t) d'équations à la propriété I"¡lI).

2. On indiquera, à titre d'application du procédé ci-d.essus, un moyen
très simple pour obtenir une classe (1,) d'équations, à la propriété I"(I),
qui dépend. de n Íonctions arbitraires.

Pour ce faire, on fera en (2) n :2, ce qui donne 1'équation y(Ð +
* br(x)y" I br(x)y' i br(x)y: 0 auquel cas l'équafion (B) prend a forme

(9) a" I (3q, * b')a' * (3qá * 3çå l2bfls I br)a : 0

et 1a relation (7) s'écrit çí * 3q'qå * qå * ó'(qå * e&) I brq" -f ðq : 0
(on a désigné la fonction g de l'énoncé du procéd'é Par gs, vu qu'on déter-
àine unJ classe d.'équations du 3 - ème ordre). On peut remplir cette
condition en prenant, par exemPle

(10) bs: - tçí * 3 ç'qi * q3 * b,(q[ * eä) -f ó,e'].

On assurera la propriété Ir(I) pour l'équation (9) en prenant, par exemple

(11) bz: I - (3qá * 3 qB 12 b*")

oùg = C(I) et g(x) (0 pour toat x = I ([3]). Onobtientdonc, en
écrivant en (10) et (11) b(x) pour b'(x) la

P r o p o sit i o n 1. L'équation

(12) yþ, +by" I k-3qi-3ç|"-2bq")y' + t- q[-8p" *2ç8*
+ ó(- çi * q3)ly : o

où b et g sont des fonctio,ns a.rbi,traires d,e C(I), la d,ernière non-þ.os.itiae_d'øns
I et g""est une fonction arbitrøire de CV)V)'þossèd'e l'ø þroþriété Ir@.
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On a obtenu ainsi.une clas.se F, d,équations à la propriété /r(1), qui
dépend des trois fonctions arbitrairãs b,- g et g,

En continuant le_pr-océdé, on supposð rcqriis" une classe (1,) d,équa-
tions à la propriété I^(I) de la forme

(13) yþt +ar(x)y{"-rt +... Ia.,_,(x)yt") +.. *ct* (*)y-O

où les coefficients ø,(x) (s: l-,n) dépendent de ø fonctions arbitraires
b, g, g", gu ..., ç,, dont les deux þremières cle C(1), la second.e non-
positive dans I, et g" e Ç(s-1) (I) (s :8,74. On fera d.ans l,équation

(L4) yt'+tt * br(x)yøt + ... * b,(x)yt',+t-')* ... + b,,(r)y, I b*¡1(x)y:0

le clrangement y :,t/,eg,'+l, ce qui d.onne l'équation

fr

)'
s:0

B n+t,, (gn+t,b n+t -Jøt't 1 uþ +r, -0 (g,+r(x) : pL +{x))

On écrit u(x) : u'(x), ptis l'équation

(15) B n+t, o(gn+t , 6n+t) : 0

et on identifie l'équation en la fonction z obtenue

traires b, g, gr, gn, ..., gn+t¡ soumises aux restrictions mentionnées à
propos de l'équation (13) auxquelles il faut évid.emment ajouter la con-
ãitiõn 9,+r eCþù(I). On peut ainsi construire de telles classes d'équations,
dont l'ordre peut être donné d.e manière arbitraire.

À titre d'exemple, on fera en (16) n :3, ce qui d.onne l'équation

(16) D B,*r,"+r(g,r-r, ó,-.)ru' { u@) :0

à l'équation (13)(en la fonction inconnue u), ce qui d.onne

ú(3) + (b, |  po)ata a [6(9i + çå) + Sbren * b,la' *

t V@i * Sqnq'o* qî) + 3(çi + e?)b' -l 2enb, t å'l u : 0

dont f identification à 1'équation en u d.e la proposition I donne des re-
lations qui déterminent successivement 1es coefficients ór, br, b". En rem-
plaçant leurs expressions dans (17) (orì l'on fait g: go et 'n :3), on
obtient 1e coefficient bn et par suite la

P r o p o s i ti o n 2. L'équation

y(n) + (b -  pn)yrs) + [g - 3(qá * 2qL) - 3q', * 6ç'^ - b(2q"* 3çJl y(') *
+ l- e(ç, * 2çn) - (qí * 4ç'i) + 6çn(pá i 2ç'^) + 2el* 6q3qn -

- açi + å(- pi, - îqi -| qB * 4eren * 3çl)lv' + {e (- çi -f çaç* *

+ ç3) - qt') + E.(qí 1- 4q'l) +3çL'+ïçiql-3 çiq| f 3çí(q3 -
- zçi) - 2çlçn - 3qiçi* qå f bl- çi * qiq. I (2ç'* 3qJçí -

- 9n(9' + ç4)'zlly:0

olt b, g sont des fonctions arbitraires de C(1) (1a seconde non-positive dans
I), et gr, gn sont des fonctions arbitraires de C(2)(1), respectivement C(3)(1),
possècle la propriété I4g).

3. On peut évidemment remplacer dans (3) la fonction ee par toute
autre fonctiãn / de C{"+tt17¡ qui ne s'annule pas dans cet intervalle. Bien
que cette opération soit théoriquement inutile, vu qu'une te11e fonction
/ peut toujõurs s'écrire sous 1a forme e? avec p:logÍ e Ç("+t)(/), on
présentera la procédé I sous la forme qu'il prend par 1a substitution ci-
dessus. Cette forme sera appelée procédé 2 et peut d.ans certains cas être
d'un emploi plus commode que le procédé 1 où l'on faft p - log ,f. Ot
fera donð en (2) le changement d.e fonction inconnue J : uÍ et on obtien-
dra 1'équation

n(18) D ni*r,,(Í, l,*r_,)ust (x) i f(x)6t"+rr(ø) :0

n-l

B,+t,,+t(gn¡r, bn-,) : øn-,(fr), c'est-à-dire D C;|i-" Pn-,-o(x)b"(x)-n,-,(x)

(s:n-l,n-2,...,0)

où la fonction g de (4) est remplacée par 7a fonction ç,+r. Ces relations
donnent directement 1es coefficients ór, bz, ..., ón, puib ia relation (1S),
c'est-à-dire

fl+1

Ð P,*,-o @)b"(x) : o
o-0

donne le coefficient bof\.,O! a obtenu d.e la sorte une classe (1"+r) d.,équa-
tions (14) à la propriété I*+t(I), qoi dépend. des n + I fbnctiôns a'rbi-
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r¡+1-s
Bi,+r,,(.f,ïn+r-.) : Ð C',,+t_.b"(x)Í(,r+1-s-o)(x) (t : 0Ã.

¡:0

(on a désigné par 6, la fonction-vecteur (br, bn, . . ., bo\ el at câS s :: 0,,o : n * 1 1e åymbole C$ se remplaòe pai t¡.
Si

(20) Bi+r,o(fl6**r) = 0 dans 1,

alors, en écrivant a(x) : u'(x), l'éqttation (18) s,écrit

T 
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Ainsiqu'onl'amentionnéat$2,l'équation(22)possèdelapro-
priété 1,(/) si

{24) 3ÍP + zb,ÍL t b,fs: I

où g est une f de C(1), {!!¡positiv.e dans cet intervalle'

Én déduisant et ór'áe (23)-et (24)' et en écrivant ó à

la place de å

ProPos tion

y(,) + bytzt ¡ i"ts - sfyt - zbÍi)y' *
I*; (-.f,/!') + }Í'"fgt - sf L+ b (2Í'"' - Í"Ífitlv : 0

:-3, n) nt þas.d'ans
de foncti ! :!,+ru_,
rt(i), ne þøs d'øns I,

ce qui donne l,'équation Ð,4Ïnr,"(å*,, F,*,-,) 
'(') +f,+tuØ+rl:0' aÚec

.s:0

B)+r,"(Í*+r, 6n+r-,) d'ontt'ée þar (19)' on écrit 1a condition

(25) B)*r,o(l^+r' 6**t) = o dans I

et on identifie l'équation en f inconnrJe u : lt' obtenue à l'équation (13)

(iu-lu 
-;ê;" 

fonction inconnue), ce qui donne les relations

Bk,,(Í, b,,_,) :
donc

'D"4-"r"( 
x)f@-s-o)(x) (r: onr - l¡

o:0

n-l
(21) Ð ,;*,, ,+,(f, 6,_,7 ,@þ) + f(x)aþ,t(x¡ :0.

(21) appartient à la classe (f,) à la propriété I,g),
) appartient, comme on l-a ieirarqué ãu 

^$ I - à 
'îne

propriété I "nr!).onc le
P r o c éð.é 2. 1". On connøî,t une cl,asse (ln) d,,équations d.e l,ø formc(l), à. lø þroþriété I"(4.

t¡-s

(22) .fs aQ) + (3Íl * brflu, * (31')+ 2b,f i _l b,f,)u :0
et (20) donne

(29) ,f5') + brÍ!:t + b, .fi * b".r": g.

DC,li-" b./Ílf-d : ttr-"(s : n - l, n - 2'
o:0

0),

qui déterminent direct"t 
""11 

les coefficients Ó., bz, ' ' ', ón, après quoi la

rélation (2S), c'est-àdire I b"Íflrt-d:0 d.onne le coefficient bn¡1. On a
o:0

obtenu cLonc une classe (1,*,) d'équations (1a) à 1a qu1

rlénend des ø -l-' I fonctions arbitraires b, g, Ít' Ír' ' aux

i"åii"ii"* *""tio""¿"t à ptopot d,e l'é{uäiion (1 faut
évidemment ajouter les conãitiõns /na, € C(n+l)(/) e Pas
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e - de l'équa-
moyen ci-des-
(lr) à la pro-

ses aux fe ionnées. et /n soumi-
5' r'"sdérinissani tiXi?:iå ít "*."i tå"î1""#fu,i':îtîåi1'"tiî r;ion écrira. A"-irq;"ìdä irl.-- 

-'-"^-"
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Dans un autre exemple d'apprication des mêmes procédés nous pren-drons comme ctasse (r,) r" "i"'s*-â;¿q;"ti"äîii äåäres coefficientssatisfont aux relations Ar(x) : 0 et A"1i¡ : 0þ :'4, ?}) avec ,4"(ø) don_nées par (26), où

ç(x) : -2) azØ) - -2) l3na"
(n-2)þ(n-tlai (tc) -f (n - l)øÀr(t) - 2n ø*(x)l

on peut aussi prend.re comme classe (r") verses classes dépendant
1: 1Q < / s z)Jo-ncrionr."t¡itt"i'ãr,- ¿oÀt"i" ;;;ä.;i"" est indiquéed.ans une note [2] qui doit bientôt paraitre.


