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SUR CERTAINES CLASSES D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES INTERPOLATOIRES DANS UN
INTERVALLE DONNE

par
DUMITRU RIPEANU
(A Cluj)

1. Dans la note [1] on a proposé un procédé pour déterminer des
classes d’équations différentielles linéaires, d’ordre # et de forme normale
qui sont interpolatoires dans un intervalle fermé donné I = [4,b] (¢ <
< b).

Rappelons la définition bien connue selon laquelle 1’équation différen-
tielle

(1) YO (x) + ay(#)y (%) 4 ...+ a2yt x) + .+
+ an-1(2)y" (%) + a,(%)y(x) = 0

(ott a/x) € C(I), s = 1,n) est interpolatoire dans I (ou posséde la pro-
priété I,(I)) si toute solution non-identiquement nulle de cette équation
posséde au plus #—1 racines dans cet intervalle (chaqune étant comptée
autant de fois que son ordre de multiplicité 1'indique).

Dans la note présente on propose un autre procédé pour construire
des classes d’équations de la forme (1) qui possédent la propriété I,(I).
A la différence du procédé de [1], celui qui est proposé dans la présente
note est un procédé itératif : A partir d'une classe (I';) d’équations d’ordre
n, A la propriété I,(I), on construit une classe d'équations (I'y41) d’ordre
n -+ 1, & la propriété I,.,(I). Supposons donc qu'on connait une classe
(T',), d’équations de la forme (I) a la propriété I,(I). On fera dans
1"équation

(2) YD 4 by (x)y™ 4+ )y s+ 0,(3)Y A baia(w)y =0
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le changement

3) y = u(x)er?
olt # est la nouvelle fonction inconnue, et o une fonction arbitraire de
Cc(I).

On écrira (x) = p'(x) et on introduira les fonctions Py(x) par la

pl
relation (ef ™)) = Py(x)er™), ce qui donne
“) Popi(x) = Pi(#) + 9(x)Pyx) (s =01 ... Po(#) =1).

On introduira également les fonctions

m—s

Bm,s((P; b-m—s) e E C:n—cba(x)Pm—-s—o(x) (S = O,WL — 1)
a=0
)] donc
. n41—s -
Bussale, Brarcs) = 33 Conrobol®) Payiosme() (=013 b(#)=1)

olt C? est la symbole des combinaisons et b, est la fonction — vecteur
(Bu(%), Do(x), .oy Bp(x)). )

‘Avec ces notations l’équation (2) se transforme par le changement
(8) en l'équation

(6) ZOB"H,S((P» Bot1-5)u) (%) + ut+l(x) = 0.

On supposera
(7) Buy1o(o, buy1) = 0 dans L,

et on écrira v(x) = #'(x), L'équation (6) s’écrit alors

n—1
(8) ;}Bn+l.5+l (‘P: 5.n—S)'U(s) (x) + v(")(x) = 0.

Si cette équation appattient a la classe (I,), alors I"équation (2) appar-
tient & une classe (I'y41) & la propriété I ws1(l). En effet, si cette équation
avait une solution y4(x) qui posséde # + 1 racines dans I, alors la solution
#o(%) de I'équation (3) dans laguelle on fait (%) = ¥,(x) posséde les mémes
n - 1 racines, de sorte que la solution v(x) = uy (%) de l'équation (8) a
selon le théoréme de Rolle, # racines (au moins) dans I, ce qui contredit
I'hypothése de la propriété I,(I) pour la classe (I,). On a établi donc le
procédé suivant.

3 CERTAINES CLASSES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES 217

Procédé 1. 1°. On connait une classe (I',) d’équations de la
(1) @ la proprisiété I(I). (o) & Cquat Jorme

2°. On choisit arbitraivement les fonctions by(x)(s =1, n + 1) dans
C(I) et (%) dans C*O(I) et on écrvit a Vaide de (4) et (5) l’équat)ion 8)
et la fonction Buyip (@, buy1) de (7).

3°. On assure la velation (7).

4°. On assure l'appartenance de I'équation (8) & la classe (T,).

5°. Si lgs coefficients bs’(x)(slz 1, n 4 1) rvemplissent les conditions
des points 3° et 4°, alors I'équation (2) posséde la propriété I,,(I).

Il est bien entendu que le fait de remplir les conditions 3° et 4° ré-
duit de I'arbitrarité des coefficients b,(x)(s = 1, » + 1) de 1'équation (2),
éventuellement de la fonction p(x) de (8). Ces conditions ne déterminent
cependant pas entiérement, ces fonctions, de sorte qu'on obtient une
classe (I',y1) d'équations a la propriété I,.,(I).

i 2, On indiquera, a titre d’application du procédé ci-dessus, un moyen
trés simple pour obtenir une classe (I',) d'équations, & la propriété I (I),
qui dépend de » fonctions arbitraires. ’ i

Pou}; ce faire; on fera en (2) # = 2, ce qui donne l'équation y©® 4
4 by(%)y" + ba(x)y’ + by(x)y = 0 auquel cas I’équation (8) prend a forme

©) v + (Bps + 01)v" + (3pa + 393 + 20195 4 by)v = 0
et la relation (7) s'écrit ¢f -+ 30495 + @& + bi(es + ¢f) + bapy + 0y = 0
(on a désigné la fonction ¢ de I’énoncé du procédé par ¢; vu qu'on déter-

mine une classe d’équations du 3 — éme ordre). On peut remplir cette
condition en prenant, par exemple

(10) by = — [95 + 3 9oy + @5 + bales + ¢3) + Dapsl.

On assurera la propriété I,(I) pour 1’équation (9) en prenant, par exemple
(11) by = g — (Bps + 3 9§ + 2 bygy)

ot g & C(I) et g(x) <0 pour tout » € I ([3]). On obtient donc, en

écrivant en (10) et (11) b(x) pour by(x) la
Proposition 1. L'équation

(12) o + by" + (g — 395 — 39§ — 2b 99)y" + [— 95 — £¢s + 298 +
+0(— 93+ 93]y =0

ol b et g sont des fonctions arbitraives de C(I), la derniére non-positive dans
I et @, est ume fonction arbitraive de C@(I) posséde la propriété Iy(I).
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On a obtenu ainsi une classe I'y; d’équations & la propriété I,(I), qui
dépend des trois fonctions atbitraires b, g et ¢, prop gl g
] E1\1 continuant le procédé, on suppose acquise une classe (I',) d’équa-
tions a la propriété I (I) de la forme

(13) Y 4 gy (x)y-0 4+ An-s(X)y) + ... +a, (x)y =0

oit les coefficients a,(x) (s = 1,#) dépendent de # fonctions arbitraires
b, & 3 @4 ..., @, dont les deux premiéres de C(I), la seconde non-

positive dans I, et ¢, € C6-D(I) (s = 3,%). On fera dans 1’équation

(14) yOrD 4 by(w)y® + . A B(a)y @94 L 4 b, (#)Y + buaa()y =0

(<] . .
le changement y = ue *+!, ce qui donne l’équation

?;% Bui1,s (9n+1.0n1 -9+ s D=0 (@yp1(%)= p}41(%)).
On écrit v(x) = #'(x), puis 1'équation
(15) By, o(CPn+1, En+l) =0
et on identifie 1'équation en la fonction v obtenue
n—1

(16) 20 Bn+1,s+1((Pn+I: gn——s)v(s) + v =0

a l'équation (13)(en la fonction inconnue v), ce qui donne

Bn+1,s+l(‘Pn+1; bn—s) = an—s(x); c’est-a-dire 2 Cf;_-l[—ll—-a Pn—s—a(x)bq(x)=“n—s(x)
o=0
(s=n—-1n—-2 ..., 0)

ott la fonction ¢ de (4) est remplacée par la fonction g,,;. Ces relations
d,onfcle‘ntd _directement les coefficients &,, b, ..., b,, puis la relation (15),
c’est-a-dire

n+1

(17) Z Pn+1—0(x)ba(x) =0

ag=0

donne le coefficient bui1. On a obtenu de la sorte une classe (I', ;) d’équa-
tions (14) a la propriété I,.,(I), qui dépend des # -+ 1 fonctions arbi-
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traires b, £, 93 Q4 ..., Pur1, Soumises aux restrictions mentionnées a
propos de l'équation (13) auxquelles il faut évidemment ajouter la con-
dition ¢,,; € C™(I). On peut ainsi construire de telles classes d’équations,
dont l'ordre peut étre donné de maniére arbitraire.

A titre d’exemple, on fera en (16) n =3, ce qui donne 1’équation
v+ (by + 494)v® + [6(pg + @F) + 3bips 4 bp]0" +-
+ (4] + 30.0; + 93) + 3(es + 9001 + 20502 + b5]v =0

dont l'identification a 1’équation en v de la proposition 1 donne des re-
lations qui déterminent successivement les coefficients &,, b,, b3, En rem-
plagant leurs expressions dans (17) (ott l'on fait ¢ = ¢4 et » = 3), on
obtient le coefficient b, et par suite la

Proposition 2. L'équation

YO 4 (b — 49,)y® 4 [g — 3(9s + 292) — 398 + 693 — b(2¢5 + 304 ] ¥ +
[ (9o + 200 — (¢f + 46%) + 60u(e} -+ 200) + 268 + 6ode, —
— 4§ 4 b(— @5 — 395 + 95 + 4osps + 3951y + {g (— @1 + Pa0s +
+ 03) — o + ul0f + 49)) + 305 + 39ie; — 3 99} + 3ei(e} —
— 202) — 2030, — 3¢3¢% + of + 0[— ¢ + 9594 + (205 + 3p.)p; —
— @alps + @a)* Ty = 0

ot b, g sont des fonctions arbitraires de C(I) (la seconde non-positive dans
I), et @, @, sont des fonctions arbitraires de C® (), respectivement C®)(I),
posséde la propriété I(I).

3. On peut évidemment remplacer dans (3) la fonction e® par toute
autre fonction f de Ct+1(I) qui ne s’annule pas dans cet intervalle. Bien
que cette opération soit théoriquement inutile, vu qu’'une telle fonction
f peut toujours s'écrire sous la forme ¢® avec p = logf € C#+1(I), on
présentera la procédé 1 sous la forme qu’il prend par la substitution ci-
dessus. Cette forme sera appelée procédé 2 et peut dans certains cas étre
d’un emploi plus commode que le procédé 1 oit I'on fait p =log f. On
fera donc en (2) le changement de fonction inconnue y = uf et on obtien-
dra 1’équation

(18) 5> B (f, Bui—u® (3) + fl2)ur+1(x) =0
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ol

sz,s(f; Zm—s) = E()Cj"_obu(x)f(m—s-o)(x) (S — m)
(19) done

#n4+1—s

Bianlf, busi-d = 25 Cuioabo(a)f+1=-9() (s = 0,7).

(on a désigné par &, la fonction-vecteur (b, by ..., by) et au cas s =
= O,Sg =#n + 1 le symbole C§ se remplace par 1).

i
(20) ::+1,0(_f, b_”+1) = 0 danS I_,

alors, en écrivant v(x) = #'(x), 'équation (18) s'écrit

@1 5 Brunenlf B 990 + f(5) = 0,

Si I'équation (21) appartient a la classe (I,) & la propriété 7,(I),
alors l'équation (2) appartient, comme on l-a remarqué au §1 — & une
classe (TI'y41) 4 la propriété I, (I).

On a établi donc le

Procédé 2. 1° On connait une classe () d'équations de la forme
(1), a la propriété I,(1).

2°. On prend arbitrairement les fonctions b(s = 1, n + 1) dans C(I)
et la fonction f dans C+V(I), ceite dernidre ne s'annulant pas dans I,

4 (go?; écrit @ UVaide de (19) Uéquation (21) et la fonction By, of, Buir)
e 5

3°. On assure la velation (20).

4°. On assure U'appartenance de U'égquation (21) & la classe (T,).

. 9% Si les coefficients by(s = 1, n + 1) remplissent les conditions des
points 3° et 4°, alors Uéquation (2) posséde la propriété I,.,(I).

4. On utilisera encore ce procédé pour obtenir une classe d'équations
a la propriété I,(I), qui dépend de n fonctions arbitraires, ainsi qu'il
a ¢été fait A propos du procédé 1. Pour ce faire, on fera dans le procédé
2, n =2, ququel cas (19) donne comme équation (21) (ot l'on a éerit
Js & la place de f):

(22) Jo v+ @fi -+ bl + BT+ 20fs + bafi)v =0
et (20) donne

(23) S 0O+ by fh A by fy = 0.
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Ainsi qu'on 1'a mentionné au § 2, ’équation (22) posséde la pro-
priété I,(I) si

{24) 3f(32) + 28, f3 + byfs =&

: i itrai -positi t intervalle.
ol ¢ est une fonction arbitraire de C(I), non-positive dans cet 1 .
En gdéduisant les valeurs de b, et by de (23) et (24), et en écrivant b a
la place de b,, on obtient 'Ia .

Proposition 3. L'équation

yM+wm+}@—W9—%my+
+;v¢u9+3ﬁﬁhwﬂ+bwy—ﬁwmy=o

% b et g sont des fonctions arbitraives de C(I), la seconde mon-positive dans
?uc';b fa fst wune fmi}:;s'on arbitraire de CO(I) qui ne s'annule pas ‘dclm; :(I , pos-
séde la propriété Iy(I). On a donc ume classe (Ts) & la propriété I,(I), ga:z
dépend des trois fonctions arbitraives b, g et fa. Nous contmuerons”a’a:n;a Ie
procédé, a partiv d'une classe (T,) d'équations (13) a la pmﬁrgm’-a}- W)
qui dépend de n fonctions arbitraires b, & fs fo sy f, dont b, g €
(1), g mon-positive dans I et f, = COI)(s = 3, n) me s'annulant pas dans
1. On fera en I'équation (14) le changement de fonctwﬁf TNCONNUE Y =df,.+11;,
oit fuy1 est ume fonction arbitraire de Cw+)(I), ne s'annulant pas dans 1,

"
' , R (s) (n+41) __
ce qui donme léquation 2 B',',+1,3(f,,+1, byr1es) ™ + fapru = 0, avec
" 5=0

By, (fas1s buyios) donmée par (19). On écrit la condition

{25) Bai1,0(fas1s byr1) = 0 dans I

. < 1rx .
et on identifie 1’équation en l'inconnue v = %' obtenue a I'équation (13)
{en la méme fonction inconnue), ce qui donne les relations

H—S

EC;-:—II—O bofs:'+_15“°) = Au_s (S =" — 1; n — 21 Py O))
o=0

qui- déterminent directernent les coefficients by, by, ..., b, apres quoi la

: n+-1 .
rélation (25), c’est-adire >3 b fik=9 — 0 donne le coefficient b,.,. On a
g=0

obtenu donc une classe (I'yy1) d’équations (14) a la propriété I,1(I) qui
dépend des n + 1 fonctions arbitraires b, g, fs, S - fapr, soOumises aux
restrictions mentionnées 4 propos de l'équation (13), auxque}les il faut
évidemment ajouter les conditions f,,, € Ct*+I(I) et f,u ne s annule pas
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dans I. Nous omettrons la déduction — d'ailleurs immédiate — de I'équa-
tion du quatriéme ordre, i Ia propriété I,(I) a l'aide du moyen ci-des-
sus, & partir de la proposition 3. On y obtient une classe (') a la pro-
priété I,(I) dépendant des 4 fonctions arbitraires &, g, f, et f, soumi-
ses aux restrictions sus-mentionnées.

5. Les procédés utilisés aux §8 2 et 4 peuvent étre appliqués en
définissant — par exemple — la classe (I',) de Ia maniére suivante (1]
On écrira, dans (5) 4 propos de I'équation (1).

(26) A3) = Broslo, 3) = 3> Cih auli) Pooof
(s=11n: ag(x) =1; C2=1)

avec Py(x) définies dans (4). En posant les conditions 4,(x) = 0(s = 2, n),
qui donnent directement les coefficients ay(x) (s=2,%) de (1) sous la
forme de polynomes du premier degré en a, dont les coefficients sont
des polynomes en o, ¢, ..., ¢~1), nous obtenons une classe ([,) d'équa-
tions (1) A la propriété L(I), qui dépend de deux fonctions arbitraites
a, < C(I) et ¢ =Ct=1(I), A partir de cette classe on obtient par l'un des
procédés employés aux § 2 ou 4 une classe (Tut1) déquations (2) A la
propriété I, (1) qui dépend des trois fonctions arbitraires a;, ¢ et ¢, &
&S CU)(I) (respectivement f e Cw+N(I), cette derniére ne s‘annulant pas
dans 1),

Dans un autre exemple d’application des mémes procédés nous pren-
drons comme classe (I',) la classe d’équations (1) dont les coefficients
satisfont aux relations Ay(%) = 0 et Ay(x) = 0(s = 4, n) avec A (x) don-
nées par (26), ont

(P(x) = (n — 2) ay(x) ay(x) — nn — 2) aj(x) + 3 n ay(x)
( — 2)[n(n — 1)af(x) + (n — 1)ad(x) — 2 @n(%)]

([1]). Ces # — 2 relations exigent a,, a, = C)(I), a,, a, = Co=-I1), a, s
€ C(I) (s=4, n — 1). La relation Ay(x) = 0 donne a; par une équation
du type Riccati, aprés quoi les relations Ay(x) =0(s =4, n—1) donnent
directement les coefficients a(s =4, n — 1), et la relation A(x) =0
donne @, comme solution d'une équation non-linéaire du # — 1 — éme
ordre. En appliquant les procédeés en question, on obtient une classe
(Cay1) d’équations (2) a 1a propriété I,,,(f), qui dépend des trois fonc-
tions arbitraires a,, a, et @ni1 (respectivement f, +1) Soumises aux restric-
tions ci-dessus mentionnées.

On peut aussi prendre comme classe (T',) diverses classes dépendant
de (2 < p < n) fonctions arbitraires, dont la construction est indiquée
dans une note (2] qui doit bientét paraitre.
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