REVUE D’ANALYSE NUMERIQUE ET DE LA THEORIE
DE L’APPROXIMATION, Tome 3, N° 2, 1974, pp. 125—142

SUR LA REPRESENTATION NOMOGRAPHIQUE
DES EQUATIONS A QUATRE VARIABLES

par
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1. Il est bien connu que n'importe quelle équation a trois variables
(1 F(zy, 29, 25) = 0

peut étre représentée nomographiquement par un nomogramme a lignes
cotées. Parce que tant la construction que l'utilisation des nomogrammes
a lignes cotées présentent des difficultés, on a cherché a établir des classes
d’équations qui peuvent étre représentées par des nomogrammes 2 familles
de droites, des nomogrammes & familles de cercles, ou a d’autres familles
de courbes commodes au point de vue de la construction et de l'utilisation.

11 est clair que si 'équation satisfait & certaines conditions alors on

peut obtenir des nomogrammes plus simples. Ainsi, si I'équation a trois
variables peut étre amenée A la forme canonique de Cauchy:

(2) S1(21)fs(28) + fa(22)ga(2s) + hs(z3) = 0,
ou 2 une forme particuliére:
3) fa(z1) + falze) + falzs) = O,

alors elle peut étre représentée par un nomogramme 2 droites ou A points
alignés.
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Généralement, pour que U'équation (1) puisse étre représentée par um
nomogramme & points alignés, elle doit admettre une forme équivalente :

f
4) Flzy, 25 23) = | fal2e) g2(22) = 0.

fal2a) ga(2s)

Le probléme de trouver les conditions dans lesquelles 1'équation (1)
peut étre amenée a la forme (4) est connu dans la littérature mathématique
sous le nom du probléme de I'anamorphose.

Le probléme général de l’anamorphose a été résolu complétement
par T. H.GRONWALL [8], qui a établi la condition nécessaire et suffisante
pour amener l'équation (1) & la forme équivalente (4). Cette condition a
été exprimée par l'existence d’'une intégrale commune pour un systéme
de deux équations & dérivées partielles du deuxiéme ordre. A cause des
difficultés qui surgissent dans les applications pratiques ,la solution donnée
par Gronwall n’a qu'une importance théorique. Dans la pratique on a

cherché des solutions plus simples, en particularisant I'équation 2 trois
variables.

2, Dans le cas des équations a plus de trois variables, une représenta-
tion nomographique n'est généralement pas possible.

Iin vue de la représentation momographique des équations & quatre
variables et de la constitution des tableaux des valeurs de fonctions a
quatre variables on a étudié des cas simples analogues aux cas des équa-
tions et des fonctions a trois variables.

Ainsi, pour les équations & quatre variables de la forme:

bk ol

(5) Fu(21, 22) = Gagl2a, 24)

on peut construire des nomogrammes composés a lignes cotées ou A points
alignés.
Pour les équations & quatre variables:

(6) F(zy, 23 73, 25) = 0

qui peuvent étre ramendes 4 la forme:

f1 81 1
(7) fa g 1| =0
Saa £ 1

ot f; = fi(z), & = gi) 1 =12, fa = faalzs Za), Bag = 8aa(Za, 24), on peut
construire des nomogrammes 4 points alignés constitués de deux échelles
et d'un champ binaire.
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On représente les équations de la forme:

(8) 2y = F(f1s + fa €12),

par des nomogrammes rhomboidaux, mais pour les équations de la forme:

(9) fa — fas +f1 — foa =0,
&8s — B2 B1— B2

on peut construire des nomogrammes a transparent en angle droit.

11 existe également des nomogrammes a4 compas — les nomogramines
de M. Ghersevanoff — auxquels correspondent les équations a quatre
variables de la forme:

(10) (fa — f12)® + (g3 — g12)* = (fa — f12)* + (€8s — g12)%

~ Dans les formules (8)—(10) de méme que dans celles qui suivent, les
indices inférieurs attachés aux fonctions marquent le fait qu’elles sont
des fonctions des variables qui correspondent & ces indices.

Dans les travaux [2], [3], on a étudié de nombreux types de nomo-
grammes 2 transparent orienté pour les équations a quatre variables et
on a donné les formes canoniques correspondantes de ces types.

Si 1’équation A quatre variables (6) peut étre écrite sous la forme
équivalente :

fi &1 7y 1

(11) fom & e !
fo g By 1| =0
Ja g4 hy 1

alors elle peut étre représentée par un nomogramme dans l'espace a points
situés dans le méme plan, analogue au nomogramme & points alignés du
plan. Plusieurs cas particuliers des équations 4 quatre variables qui admet-
tent 1a forme équivalente (11) peuvent étre représentés par des nomogram-
mes composés a points alignés ou par des nomogrammes & transparent.
Cette représentation justifie I'étude des propriétés de certaines fonctions
%1qua1[‘c11;§] variables, analogues aux fonctions nomographiques & trois varia-
es .

Nous examinerons les conditions dans lesquelles une équation & quatre
variables peut étre ramenée aux formes équivalentes analogues a certaines
formes qui se présentent dans 1’étude de la représentation nomographique
des équations a trois variables.



128 LASCU BAL et MARIA MIHOC -4

3. Nous présenterons les conditions pour qu'une fonction F(zy, 23, 23, 24)
puisse étre ramenée A la forme:

(12) F(zy, 23, 23, 20) = X1Logy + Y 1 Mysq + Z1Noss + T1Pose

ot X, Yy, Z,, T, sont les fonctions de la seule variable z;, mais Lygq, Mgy
Nygs, Payy sont les fonctions des variables z,, 2, 2.

Ces conditions sont données par le théoréme suivant:

véelle a4 quatre variables

THREOREME 1. Pour quw'une fonction
F(zy, 29, 23, 2,) définde dans le domaine :

D = [ay, b;] X [ b2] X [ay, b5] X [a4 bs],
olt 2 € [ﬂ,‘, bi]' l = 1) 2! 3; 4:
ayant des dérivées partielles jusqu'aw huitiéme degré puisse éire ramenée &

la forme (12), il est nécessaire et suffisant que Uon ait vang A < 4, dans le
domaine D, ot :
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En éliminant les fonctions L,sy, Mass, Nags, Pass entre ces équations
nous obtenons :

F X, Y, z T,
oF dx, dY, 4z, 4T,
EZ dzy dz d_zl d—zl
*F dX, 4&*Y, a2z, d4*T,
(14) o a  dm  a@ g | =0
03F 43X, 4%y, d%Z, 43T,
0 4 aR  ag  ad

6_41:“ ax, a4y, d'Z, ‘T,

07 det  de dit de

En développant le déterminant (14) d’aprés la premiére colonne, nous
trouvons :

oF 02F
(15) HF +H,% + g,%%
0z, 023

PF
H,-——
+ H, 22+ H,

*#F
ozt

=0,

olt les fonctions H; (¢ = 1,5) ne contiennent que la variable z;.

En dérivant 1'équation (15) quatre fois par rapport a chaqune des

variables z,, 25, 2, nous trouvons :

g OF 9F  OF o°F OF T
0zq 0z, 0z, 072 0z}
oF 0'F d*F 0F 0*F O°F
6_21 0£,0z, 02,0z, 02,0z, 02,023 R P L
(13) 4= 0°F  O°F O3F 0*F O'F L O°F
022 0280z, 0220z; 0480z, 02104 043 0z%
BF 0 F 0‘F 0F 08F oF
_OE 02302, 0280z, 0230z, 04073 ' 028 024
F o°F OsF O°F J0%F O08F
33% 0240z, 0220z, 02{02, 023073 T 9gb o |

Nécessité, En dérivant 1> deux membres de I'équation (12) quatre
fois successivement par rapport 4 la variable z,, nous trouvons les égalités:

F = X1L234 + Y1M234 + Z1N234 + T1P234

oF o°F OF #F OF
H—+4+H,— + H H H =
t dz, 4 02,02, + Hs 0229z, + 02302, + i 0802,
OF O°F PF OF OF
H, — — —— - H H =0
t 07, +H, 02,02, T 0730z, - 0220z, T 0240z,
oF OF OF HF OF
16 H—+H,— +H,—— -+ H H =0
(16) i + Be.0m, + Hy oeion, + H, 522 m, + Hy orion.
0°F PF PF O»F Q°F
H-—-1H H H H =0
Yoz s 02,052 T 022023 T 022023 T 0402
NE OF P*F OF OF
H-—-+H,——-+4+H;,— 4 H H = 0.
1ozt T 02, 02} T 02205 T 052022 T 02t 0z}

oF ax ayY. az. aT.

g—zd—leu+?M234+E]N234+;}P234
%1 %1 1 1 1

PF 42X, ary Rz, a7, 4

—=-—1L + =M +—‘Nza4+_1234
0z2 dz3 24 dz3 24 dzt az}

PF BX, aY, a7, a1,
it N A M,y + Nogy + Poay
02 dzt M + an O s T dz?

#F  diX, ay. iz, asT,

Y LYY 1 Npos + E22 Pyga
o5 st 232 T a 231 + iz 234 iz 234

Le systéme (16) est un systéme linéaire et homogéne par rapport aux
fonctions H,, Hy, Hy, H,, H;. Vu que ces fonctions ne peuvent étre toutes
nulles, il résulte que le systéme doit admettre une solution différente de la
solution nulle et donc le rang de la matrice 4 du systéme ne peut étre
cing. Il en résulte rang 4 < 4.

2 — Revue d’analyse numérique et de la théorie de l'approximation, tome 3, 1974,
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Suffissance. Nous démontrerons que si le rang A £ 4, la fonction
F est de forme (12) ot certains facteurs peuvent étre aussi nuls.

Examinons tous les cas qui se présentent successivement, A savoir
ceux oit le rang de la matrice est égal 4 1, 2, 3 et 4.

1°. Rang A = 1. Dans ce cas tous les mineurs du second ordre de la
matrice 4 sont nuls, En particulier nous avons:

ra
F = F %- F=
t4 . Z,
(17) : = O- ) = O; ¢ =0,
dF  O°F OF  O°F OF  ¥F
0z, 02,02, 0z, 02,02 0z; 02,0z,

En résolvant les équations & dérivées partielles définies par les relations
(17) nous trouverons successivement :

mF=0% 1t ], mF=1m% 4m|c
07, dzy
mF=1n% {1m|c,
0z,

ot les constantes C, C’, C’ sont des fonctions arbitraires des variables
29, 2y, 24. Nous avons donc:

oF oF » OF
F = Czsa—z—, F = Cjs B F=Czs4-—,

0z, 0%y 0z,
I1 en résulte:

F=C234B1a¢; F - 02134-8124;

F=C3%34Biss.

Ces relations impliquent :

(18) F = Lygy(2,y, 23, 24) X1(%4),

ce qui démontre que la fonction F est un produit de deux facteurs, parmi

1esquels I'un contient une seule variable.

La conclusion (18) & laquelle on est arrivé a partir de I’hypotheése 1°,
peut étre obtenue encore par un autre procédé.

Les déterminants (17) peuvent étre considérés comme les wronskiens

des fonctions F, Z—Ii, congues comme des fonctions de la variable z, (pour
Z,

le premier détermi;lant), de la variable z; (pour le deuxiéme déterminant)
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enfin de la variable z, (pour le quatri¢tme déterminant). En tenant compte
des propriétés des déterminants nuls nous pouvons établir les relations :

- oF F 2
oF +—=0 ocg— B rF =0
( 19) 0z, 0z, 0z, 02,
oF 02F oF 0*F
o =0  a— =0,
02, 0z, 02y 0z, 02,0z,

oit a et B peuvent étre considérés comme des fonctions arbitraires des
variables zy, 2;, 2, z,. En dérivant le premier membre de la premiére rela-
tion de (19) par rapport A z, z, 2z, et en tenant compte des autres rela-
tions, nous trouvons:

w F+B.F, =0, o F4-BLF, =0

o, F + B F; = 0.
Il en résulte les relations:

’ ’

’ ’
Oz, ﬁz 2 Ozy
— -, =
B

’ ’
- p'zs Ozy | Bﬂa

o B o g

[

En intégrant terme 4 terme ces équations aux dérivées partielles nous
avons :

Ino=1Inp +1n|d, Ineg=1Inp 4 In |d|
Inoe=1n8 4 In {d”|,

olt les constantes ont les expressions suivantes :

A =d(zy, 23, 24), A" =d'(21, 25, 20), @ = d"(2y, 23, 75).
Il résulte que le rapport % est une fonction de la seule variable z,.

Alors 1'égalité :

(20) «F + BT — 0,

peut €tre considérée comme une équation différentielle du premier ordre
linéaire. Sa solution générale est de forme:

(21) F=4A4.X,
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olt A est une fonction des variables z,, 23 24 et X, est une fonction de la
seule variable z,. Nous avons obtenu donc de nouveau la relation (18):

F = Ly3y(29 23, zq) Xa(z1)-

2°. Rang A = 2. Dans ce cas tous les mineurs du troisitme ordre de
la matrice A sont nuls. En particulier nous avons:

FF OF g 9 2F
0z, 023 0z, 023
oF 0F 03F —0 OF 0*F OF | _ 0
0z, 02,0z, 02,073 A 02,02, 02,02} ’
PF  F O'F FF  OF ?F
EE 0730z, 027073 _az% 073 dz; 073073
(22) F oF o*F
0z, 023
O_F_ O0’F *F —0.
0z, 02,02, 0%,04}
0tF 0*F _64_F_
0 0:30s, 02204

Ces déterminants peuvent étre considérés comme les wronskiens des

. ar o'F . . i

fonctions F, —, = concues comme des fonctions de la variable z, (pour
LS &

le premier détérmiriant), de la variable 2z, (pour le deuxi¢me déterminant),

enfin de la variable z, (pour le quatri¢me déterminant). En tenant compte

des propriétés des déterminants nuls nous pouvons établir les relations:

o

oF
i =90
en pazl +Y6z§
oF 0°F 0*F .
o =0 =2,3 4
(23) x 0z; +8 0z, 025 T 023 0z; (1 )

“¥+B“F+Yﬁi=mu=z&®
25

02,01} 02305}

ot «, B, v sont des fonctions arbitraires des variables zj, 2, 23 24

En dérivant le premie membrer de la premidre égalité de (23) par
rapport aux variables z,, 23 24 et tenant compte des autres égalités nous
trouvons:

OF &F :
’ - : — 4 ,—— — VU, = 21 )
a,F -+ By, 5, + vz o 0. (s 3.4)
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En procédant de maniére analogue avec les deux derniéres égalités
de (23) nous trouvons:

. OF 0*F
oy, — -+ Pr.——

o
7 9z 7 Oz, 02;

) G°F
oy 2t =0
022 024 ..
G,§ =28, 4)

&F , OF
+y

Z; T Ba 3
I 04,07

' 0%F ’
___|_. Bz

2; =3 i P
I Oz 7 0z,02;

o

De ces systémes il résulte les relations:
@ .
'_J:: ‘7:'—1; (_7:2;3)4);
« Y

qui par intégration par rapport i z nous conduisent 4 la relation:
ma—Inag=np—1nBy=Iny—1Iny,

olt %g, Bo, Yo Sont des fonctions indépendentes dela variable z (j =2, 3, 4).
Il en résulte que les rapports:

* B
Yooy

3 H

sont les fonctions de la seule variable z;.
Alors la premiére égalité de (23):

0°F OF
(24) TrEr 4
Y 0%

2
023

ZF =0,

Y

peut étre comsidérée comme une équation différentielle du second ordre
linéaire, la fonction F étant la fonction inconnue et la variable étant z,.
Si X, et Y, sont deux solutions linéairement indépendentes de I’équation
(24), 1a solution générale de I'équation (24) est de la forme:

(25)} F = Lygy(20, 25 20)X1(21) 4 Maga(2s, 2s, 2)Y 1(z1).

3°. Rang A =3. Dans ce cas tous les mineurs du quatri¢me ordre

ie la matrice 4 sont nuls. Quelques-uns de ces mineurs sont les wronskiens

] »F  OOF . 1, . .
des fonctions F, o & T2 considérées comme fonctions de la variable

s

5, 022 042
% (i =2, 8, 4). En tenant compte des propriétés des déterminants nuls
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nous pouvons établir un systéme de relations analogue au systéme (23):

dF 0*F 0F
oaF — = 4+ 3= =90
+ Bazl T 0z} T 97}
oF 0°F 0%F OtF
o — 3 =0
0z +8 02,0%; T 02202; + 023 0z;
(26) (i =23 4)
O°F 0°F OUF O°F
ot Banam Y qaa + % wen =0

»F OMF . O°F PEF
“om T Boon TV aman T d50m = 0,

ot a, B, v, 8 sont des fonctions arbitraires des variables 2y, 23, %3, %4 En
procédant de la méme manitre qu’au cas 2°, nous déduirons que la fonction
F est la solution d’une équation différentielle linéaire du troisiéme ordre
de la forme:

03F vy O2F B OF o
97 OF | y®F  BOF L &p
() 02{+Sazf+8031+8

La solution générale de 1'équation (27) est:

(28) F = Lgg(22: %3 25) X1(21) + Mgz 23 2)Y(z1) +
+ Naoagl% 23 20)Z:1(%1),

oit Xy, Yy, Z, sont trois solutions linéairement indépendantes de 1'équa-
tion (27).

4°. Rang A = 4. On montre de la méme maniére qu’'aux cas antérieurs,
que la fonction de quatre variables F(z, zp, 23 z,) satisfait 4 I'équation
différentielle lindaire :

OtF
as

SPF  yO®F  BOF |, w
ST X R LR =0,
+163{ ]_laz§+). 0y ! A

(29)
et elle est done de la forme:
(30) F = L234X1 + M234Y1 + N234Z1 + P234T1:
ot X, Y, Z, T, sont quatre solutions linéairement indépendantes de
I’équation (29).

Ia démonstration du théoréme 1 est terminée.
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Pour représenter nomographiquement une équation dans laquelle la
fonction du premier membre est de forme (12) nous nous servirons des
notations suivantes:

(31) g o g M N
PZB‘ Pza; P234

Si nous pouvons éliminer les variables 2y, 25, puis z,, 2, et enfin z,, 2,
entre les équations (31) et obtenir trois relations linéaires olt les coefficients
sont des fonctions de la seule variable z (i = 2, 3, 4), alors toute équation
équivalente a 1’équation :

Logy Xy + MYy + NagZy + PossTh = 0,
peut se ramener 2 la forme (11), donc elle admet une représentation nomo-

graphique par un nomogramme dans l'espace a trois dimensions, a4 points
situés dans le méme plan.

4. Dans le travail [8] L. BAL et N. VORNICEScU étudient les conditions
dans lesquelles une fonction réelle de quatre variables peut se ramener
a des formes particulidres, qui sont appropriées ala représentation nomo-
graphique ou au calcul de tables numériques:

Flzy, 2o 23 20) = Af1fafafa + Bifafsfs + Befrfsfa +
+ Byfafafs + Bafifofo + Cuafifa + Cusfofs + Cufifa +
+ Cusfofs + Caufofs + Casfofe + Difr + Dofe + Dsfs +
4+ Dyfo+E=0 .

(32)

Fzy, 25, 23, 24) = (Lafafo + L,f, + Lafz)(N1f3f4+sz3 + Nifys + N+

(33) + (M fifs + Myfi+ Mafo)(Pifsfa+ Pofs + Pofa+ Po)+
+ Rifsfs + Rofs + Rafs + Ry =0,
ot f, = fi(z), (6 =1, 2,3, 4) et les coefficients sont des constantes réelles.
Les résultats sont présentés dans les théorémes suivantes:

THEOREME 2. Pour qu'une fonction F définie et a dérivées partielles
du troisiéme ovdrve comtimmes dans le domaine D :

D = [ay, b1] X [@5 by] X [a3, by] X [a4, b4] o [a, b;] C R
(t=1,2384)
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soit de la forme du premicr membre de I bquation (32) il est nécessaire et suf-
fisant que dans le domaine D nous ayons :

02 oF . o
(34) pew In i 0, (i34 4,7=12234).

THEOREME 3. Powr quw'ume fonction F définie et 4 dérivées partielles
du troisiéme ovdre continues dams tous les points du domanine D:

D = [ay, by] X [as, by] X [ag, bs] X [a4, Ba), [a;, D] C R, 4= 1,4

soit de la forme du premier membre de Uéquation (33) il est nécessaire et
suffisant que dans le domaine D sotent vemplies les conditions :

9? oF ] I
(35) InZ==0 (@G#£7414¢675=122314),
02; 0% 025 :
et
or  oF 0¥
dzy 0z, 02,02,
3 2 9
(36) 0%F 0*F 0°F —0.
02,02, 02,02z; 02,02,0%;
»F  OF OF
02,0z, 02,0z, 07,02,07,

Nous mentionnons que les équations (32) et (33) sont des équations
du quatriéme ordre nomographique. L’équation (33) est un cas particulier
important de I’équation (32).

Pour les équations (32) et (33) on peut toujours construire des nomo-
grammes composés A partir des nomogrammes a champ binaire 4 variables
répétées.

En ordonnant le premier membre de I'équation (32) d’aprés la variable
24, nous obtenons:

fi(Afafsfs + Bafsfe + Bafofa+ Bafafs + Caafo + Crafa + Crafa + D) +

+ (Buifafsfs + Casfafa + Casfafs + Cosfafs + Dofs + Dsfs + Dafa+- E) =0
En introduisant les variables auxiliaires:

(37) w = Afafafe + Bafafs + Bofofa + Bafafo + Cuafo+ Crafo+ Crafet Da

(38) v = Bifafofs + Cufafs+ Casfofs + Casfofs & Dafo + Dofs+Dafs + E,
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nous trouvons:
(39) f 1% + v = 0.

Les équations (37) et (38) peuvent s’écrire sous la forme de I'équation
du type Cauchy

(40) Sepa — 1+ gy =0
(41) fe@a — v+ Wy =0

Il en résulte qu'elles peuvent étre représntées par des nomogrammes &
points alignés a un champ binire,

Pour 1’équation (32) ramenée a la forme (39) on peut donc construire
un nomogramme composé 3 partir des nomogrammes i points alignés
comme il est indiqué dans la figure 1.

(£) (W (v) 72,

(%0

b
;;g Z 7% 2
v 2

23 2y

FITTTr T rrrTrT
I T O

Fig. 1

L’équation (33) admét encore une autre représentation nomographique.
On déstingue notamment les cas suivants:

1) Si L, = M, =0, équation (33) est de la forme: figss + folss +
+ %ss = 0, qui est du type Cauchy.

2) Si LMy = LM, et M, = 0 (respectivement L, = 0) par le chan-
gement de fonction f, = 1_% (respectivement fi= == ]l“) , ’équation
1 M, 81 L,

se raméne 2 forme canonique Cauchy: g,9s4 + fobs + Ysa = 0.
3) Si LM, = LM, et M, = O (respectivement L; = 0) par le chan--
gement de fonction f, = LENR- (respectivement fa= L _ L) on obtient:
&2 M, 82 L,

encore la forme canonique Cauchy:

Sf10sa + ga¥ss + Xaa = 0.
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4) SiL,M, = L,M, et LM, = L,M, aprés le changement des fonctions :

fi= &1 fo= 82 M,L, — L,M,
LM, — LM, LMy — LM, LM, — LM,

I’équation se rameéne & la forme canonique Clark:

£18:%sa + (81 + &2)Psa + X0 = 0.

Si dans le théoréme 3 la condition (36) se remplace par la condition :

oF F
L
02, 02y
o02F 2F oF
(42) 9 9F | o,
02,02, 024 02y 07y
0% 0%F oF
02,0z, 02,024 0z,

on obtient une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 2
quatre variables soit de la forme:

(43) F(zy, 29 %3 20) = (Lafafs + L,f, + Lsf; -+ L) (Nyfsfo 4 Nofs + Nafz+N4)
+ (Myf1fo+Mofy+Myfot- M) (Pifsfat Pofs+ Pafat Pa).

En ce cas "équation correspondente F(z;, %3, 23 24 = 0 admet la sépa-
ration des variables sous la forme (5) Fy, = Gg,, ct clle se représente nomo-
graphiquement par un nomogramme composé, Pour I'équation F =0 la
condition (42) est identique a la condition de Goursat pour que I'équation
respective admette la séparation des variables sous cette forme.

N

5. Pour quelques équations a quatre variables on connait plusieurs
types de représentations nomographiques. Nous en énumsérons les suivants :

a) Nomogrammes composés. Ces nomogramumes sont faciles & construire
et d’un empoi aisé, [1], [7]. Ils correspondent aux équations de la forme
(5). Les plus utilisés sont les nomogrammes & points alignés.

b) Nomogrammes a transparent orienté. Ces types de nomogrammes
ont été beaucoup étudiés [9]—[12], [15]. Nous distinguons deux types
de nomogrammes & transparent orienté qui correspondent aux formules
de structure:

DOHD(’I’ P1|“‘ Ci le_l Ca Psl‘“l Cs
et
DOHDIJ Ol‘l C?(; P12IZ| P:,M

Leurs nomogrammes sont donnés dans les figures 2 et 3.
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] T T
z, 21\ ;‘ C;/
“
VA E
W o 2,07
T Jr
P, L 0 %
"hhi:\
D¢ . Do Z, Z;
Fig. 2 Fig. 3

A ces nomogrammes correspondent les équations canoniques:

(44) F(fe + fa &12 + & 7y =0,
respectivement :
(45) F(fa — f12, 831 — g12) = 0.

Evidemment on peut encore imaginer d'autres maniéres de grouper
les éléments cotés en ces quatre sortes de contacts [2], [3]. On peut repré-
senter toujours par des nomogrammes de ce type, aussi les équations de
forme (5).

¢) Nomogrammes rhomboidaux. Ils sont représentés par des équations
de la forme (8). Un tel nomogramme est présenté dans la figure 4 [16].
Le nomogramime rhomboidal peut &re considéré aussi comme un nomo-
gramme A transparent orienté correspondant a la formule de structure:

Dy || Dy, Py |= 0", Co|—| P1

d) Nomogrammes a index cruciforme et paralléle et celles & trans-
parent en forme d’angle droit. Leur construction et leur utilisation est
bien connue. Ils représentent les équati-

ons de types: \ P2 Z

(46) B2 — s e L= =0, ] LN \\

fHi—Tfa 81— &s
(47) gr— 81 ___8a— &3

fimh St
et respectivement de la forme (9).
g) Nomogramme a co pas. Ils cor-  grmrrrr gt

respondent aux équations (10) et ont une i
utilisation simple. Fig. 4

N
=y
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h) Nomogrammes 4 champ binaire. Ils représentent les équations de
forme (7). Ils sont la plus simple extension des nomogrammes a points.
alignés aux équations a quatre variables.

i) Nomogrammes tangentiels. Deux types plus importants sont donnés.

dans les figures 5 et 6:

z, I
gy = % = z,
== XK B =
Fig, 5 Fig. 6
qui correspondent aux formes canoniques:
(48) 93423, 2a) = fra(21, 23) 4= $al2s) §12(21 22)
et
(49) ©sa(Zas 22) = fral2n, 25) + £12(21 22) baalza 24)

A\

Ils sont moins fréquemment utilisés & cause de Uimprécision des résultats
qu'ils fournissent.

_ 6. Pour finir nous indiquerons les diverses représentations nomogra-
phiques pour les cas particuliers suivants des équations du quatriéme ordre
nomographique.

(50) Dify + Dsofs + Dofs + Dafs + E =0

(51) Afifafofs + E=0

(52) Cufifo+ Dofs + Dofs + E =0

(58)  Bifafsfs + Bufifsfa + Bsfifofe + Bafifofs + Difs + Dufe + Dsfs +

-+ D4f4 =0
(54) Cufife+ Cufifs + Crfifo + Cusfofs + Cosfofs + Caafofs = 0

g) ] Ciofifo + Ciafofs + Coufifi+ Cosfofs + Cosfofs + Caufafs +
E+ Dufy + Dofs + Dafs + Dafy =0

On peut obtenir encore les équations analogues & (52) par une per-
mutation convenable des quatres indices par groupes de deux indices.
Ces formes peuvent s’écrire plus simplement par introduction de certains
coefficients dans 'expression des fonctions f;. Elles ne correspondent pas
entiérement aux formes canoniques établies par j. wojyrowicz [17]—[19].
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Nous avons vu que pour la forme générale nous avons donné une
représentation nomographique (fig. 1). Nous allons énumérer maintenant
pour chaqune des équations quelques autres types de nomogrammes qui
Jeur correspondent,

1'équation (50) peut &tre représentée par des nomogrammes i points
4 échelles concurrentes ou paralleles, des nomogrammes a transparent
otienté & quatre éléments cotés dans les deux plans, le nomogramme rhom-
boidal, le nomogramme 2 index paralléle ou par le nomogramme a compas.

L’équation (51) peut étre représentée par les mémes types de nomo-
grammes que 1'équation (50) parce que par passage aux logarithmes elle
peut &tre ramenée 2 cette forme (50). Considérée comme écrite sous la forme
(51) elle peut se représenter de plus par un nomogramme composé de
deux nomogrammes en Z.

1’équation (52) se représente par um nomogramme composé d'un
nomogramme en Z et d’un autre a échelles paralléles et d'un nomogramme
4 compas.

1/équation (53) se représente par un nomogramme composé, et les
&quations (54)—(55) par un nomogramme 2 champ binaire.
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