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Setzen wir dahe¡ noch

y : lnax {sct + þcr, c"þ f szc.(scr * þcz)},

so folgt

f(h+tt < I(rtn¡2, /¿ > 0,

und damit nach Satz 2 die Behauptung c).

Bemerkung: Die Bed,ingu g (13) istfür d'ie intetaøl'l'mäpige Aøs-
weilang aon røtionalen Fwnktionem stets erfülh (siehe l5)), hønn øber auck
fììr øllgemeiu,ere Fwnhtionen na.chgewù sen werd,en.- Wir beme¡ken abschliessend, dass Satz 2 eine Verschätfung der in
[1] angegebenen Aussagen darstellt, wo nur die überlineare Konvergenz
ãeé Veitanrens (7) bewiesen wurde. In [4] wurde eine Modifikation von
(7) angegeben, bei der die Folge der Durchmesser dutch eine quadratisch
Èoivergeáte Folge majorisiert wird. Dazu ist in jedem Schritt zttsàtzlich
ein linéares Punktgleichungssystem zu lösen. Satz 2 zeigt, daß dieser
zusätzliche Aufwand auf die Konvergenzord.nung keinen Einfluß hat-
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DES EQUATIONS À QUATRE VARIABLES
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LITERATUR 1. I1 est bien connu que n'importe quelle équation à trois vafiables

(1) F(zr, zr, zs) : 0

ment par un nomogramme à lignes
que l'utilisation des nomogrammes
s, on a che¡ché à établir d'es classes

par des nomogrammes à familles
d.1 cercles, ou à d'autres familles

de courbes commodes au point de vue de la construction et d.e l'utilisation.
Il est clair que si l'équation satisfait à certaines conditions alors on

peut obtenir des^nomogrrimmes plus simples. Ainsi,-si^1'équation à trois
ïariables peut être amênée à la forme canonique d'e Cauchy:

(2) Í'(2,)f"þ,) I f,þ,)g,(zs) { hs(zs) :0,

ou à une forme particulière:

(3) Í,(2,) * f,(2,) * Í"(z') :0,
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alors elle peut êtte feplésentée paf un nomoglamme à droites ou à points
alignés.
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Généralement, pour que l'équation (1) puisse être représentée par ú11

,ro*og*irr*e à poiåts alþnés, elle doit ad.mettre une forme équivalente :

I /'(zJ s,k,) I 
I(4) F(21, z', z") : li:lx:l tr;Íx:\ I I 

:0.

ns dans lesquelles l'équation (1)
dans la littéiature mathématique

a été résolu comPlétement
dition nécessaire et suffisante

valente (4). Cette condition a
e commune Pour -un sYstème
deuxième orãre. À cause des

,1a solution donnée

'lurgl'Ïï"; 
?äå

variables,

2. Dans 1e cas us de trois variables, une représenta-
tion nomographiqu .Possible'

D; ,ru"e å" 1ä i(ue des équations à quatre

variables et de la ães valeurs de fonctions à
qoutrÀ variables on a étudié des cas simples analogues aux cas des équa-

fions et des fonctions à trois variables.
Ainsi, pour 1es équations à quatre variables d'e la forme:

(5) Frr(zr, zr) : G"n(2", zn)

on peut construire des nomogrammes composés à lignes côtées ou à points
alignés.

Pour les équations à quatre variables:

(6) F(zr, zr, 2", zn) : Q

qui peuvent être ramenées à 1a forme :

r,
t,
ftn

2

(e)

On représente les équations de la forme:

(B) zn-- F(f* l Í",8rr),

par des nomogfammes rhomboidaux, mais pour 1es équations de la forme

lo-Ír", fr-fr"-¡ _t
8t - 4zt Et - 4zs

on peut construire d.es nomogrammes à transparent en angle droit.

I1 existe également deS nomogrammes à compas - les rromogramllles
de M. Ghersevanoff - auxquels correspondent 1es équations à cluatre
variables c1e 1a forme :

(10) (f"-frr)' * (s'- gr")':(fn-Í'r)'I (gn- gr,)''

Dans les formules (B)-(10) de même que dans ce11es qui suivent, les

indices inférieurs attachés aux fonctions mafquent le fait qu'elles sont
des fonctions d.es variables qui correspondent à ces indices'

Dans 1es travaux l2), l3l, on a étud.ié de nombreux types de nomo-
gfammes à transparenf órienté pour les équations à -quatre variables et
ón a d.onné 1es iormes canoniques correspondantes de ces types.

Si l'équation à quatre variables (6) peut être écrite sous 1a forme
équivalente:

It
Í,

(11)
f"

:0,

fn

alors e1le peut être représentée par u
situés dans le même plan, analogue
plan. Plusieurs cas particuliers des é

tent la forme équivalente (11) peuve
mes composés à points alignés ou
Cette représentation justifie l'étude
à quatre variables, analogues aux fo
bles [14].

Nous examinerons les conditions dans lesquelles une équation à quatre
variables peut être ¡amenée aux formes équivãlentes analogues à certaines
formes qui s" présentent dans l'étude d.e 1ã représentation nomographique
des écluations à trois variables.

hhL
gz kz

8s hg

8a hL

1

I

1

1

(7)

8t

8z -0
1

1

I

o

8sa

où .f, : f,(2,), g, : 8¡þ¡), i : 1,2, Í."n: l"nþ"; zt), 8yt.:,8st(zt, zJ, o.n. pgut

construire d". .,o-oliá--"r â ó"iäir otiiìrär óônõtilués de deux échelles

et d'un champ binairc.
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3. Nous présenterons les conditions pour qu'une fonction F(z¡, zr, zr, zn)

puisse être ramenée à la forme:

(12) F(21, zs, zr, za) : XrLr".l YrMr$ i ZrNru ! T1P2s1,

où X1, Y¡, Zr, 1, sont les fonctions de la seule variable e1, mais Lzu, Mzsp
Nrro, Pr", sont les fonctions des variables 22, 2s, 23.

Ces conditions sont données par le théorème suivant:

rnnonÈup 1. Pootr qu"une fonction réel'le à' quatre aøriables
F(zr, zs, 2", zr) d,êfinie d,øns l,e domaine :

D : løt, brl x lør, brl x la", btl x løn, bol,

or) e, e lø, br), í : 1,2,3, 4,

a\tant d,es d.ériuées þa.rtiel,l,es iusqw'au huitième degré þuisse êtte ramønée à
lá forme (12), it' esi nécessaiie el suffisønt que l,'on øit røng A ! 4, døns le
ilomaine D, oìt :

5 SUR LA REPRÉSENTATIoN NOMOGRÄPHIQUE DES ÉQUATIONS L29

En éliminant les fonctions Ln4, M2sa, N2sa, P2il entte ces équations
nous obtenons:

YL

dY,

dzt

drY,
(14) drÏ

il"Yt
d4

dnY,

drÏ

-0.

En développant le déterminant (14) d'après la première colonne, nous
trouvons:

(rs) H,F * H,E + H"# + H,#, + nu#:0,

orl les fonctions Hi ø : 1,5) ne contiennent que la variable 41.

En dérivant l'équation (15) quatre fois par rapport à chaqune des
variables 22, zs, 24 nous trouvons :

H,E + r,#k,+ H"#,+ H,#¡ ru#,:o
H,E + r,#k"+ H"#¡ H,#"t Hu#!,p,": o

(16) H,.E + H, 
*tu!!-,+ 

H"#¡ H,#¡ Hu#,: o

,,uu, + H,#hu+ H,#p,z+ H,#¡ H,ffi: o

Zr TL

dZ, dT,
dz, dz,

drZ, drT,
dtL drl.

dtz, d"Tt
d4 d4

dnZ, drT,
dr|. d4

FXL
ôF dX,

ôzt dz,

Ô2F d'X,
ôr1. drL

Ô3F d"X,

õrl. d4

æF dNX,

ôtî. dtI

y ôF ôF Ô'F

ôr, ô2, ôto Ôzî

ô2F ô2F Ô2F ð8F

F ôrF

Ôrt

ô6F

ô21ôz!

Ô6F

ôztô2"

ôsF

ôz!ô2,

ôr-F

ðzlô2,

ô6F

ô21ô2"

ô3-F

ôz!ôz 
"

ÔaF

ôzlð2"

d6.F

ð2, ôz n

Ô3F

ôzl ôzn

Ô1F

õzlôzn

Ô6F

õzrõ2f,

ÔrF

ôzlôzl
ô6F

ôzlôz!

ô6F

(r3) A -

ÔF

Ô2,

ôtF
ÔrÏ

ôsF'

ô'1.

ô4F

ô'1

ôzlôzl

ô1F

ôzlôz!

a8F

ðzlô2, ôz!ô2" ôz!ôzn ðzlÒz! ÔfiÔz!

Nêcessité. En dérivant 1r. deux membres d-e l'équation (12) quatre
fois successivement paf fappoft à la variable 21, flo11s trouvons les égalités:

F: XtLzsnJ-YrMrrn|- ZrNr"nI TtPzøn

#:T L"n t T''"n + åN"n * 
to o"n

';;':T, L'"n * # *'"n *'!z'; N"o lffi 
"'"n

u# : ffi t'"0 + T M'"n t T * 
"n 

* T n*'

'#:T L,,n * ffi **, + TN,,n * T n,,n

,,uu* + H,##t+ H"ffi+ H, 
*!Lwt+ 

r,ffi,:0.
Le système (16) est un système linéaire e

fonctions Hr, Hr, Hs, Hs, I/u. Vu que ces fonc
nulles, il résulte que le système d.oit admettre
solution nulle et donc le rang de la matrice A dtt système ne peut être
cinq. 11 en résulte rang A 3 4.

! .- Revue d'analyse numérique et de la théorie de l'approximation, tome 3, 1974,
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Suffissance. Nous démontrerons que si 1e rang A 
= 

+, 1a fonction
F est de forme (12) où certains facteurs peuvent être aussi nu1s.

Examinons tous les cas qui se présentent successivement, à savoir
ceux où le rang de 1a matrice est éga1 à 1,2, 3 et, 4.

1o. Rang A:7. Dans ce cas tous les mineurs du second ord.re de la
matrice ,4 sont nuls. En particulier nous avons:

(r7) :0

çnfin de la variable l+ (pour 1e quatrième déterminant). En tenant compte
des propriétés des déterminants nuls norls porlvons établir les relatiois:

En résolvant les équations à d.érivées partielles définies par les relations
(17) nous trouverons successivement :

tnF: r"9+1n lCl, lnt;: t,,$a tn lC'ldz, dz"

tnF:1"9f1nlC"l,
ôzn

où les constantes C, C', C" sont d.es fonctions arbitraires des variables
22, r¡, za. Nous avons donc:

F - crln#,, F : ci*#, F:círnff.

11 en résulte:

F:C2saBßq, F : CluBnü F:C'íetB'lrs.

Ces relations impliquent :

(18) F : Ls"o(zr, 2", zn)Xr(xr),

ce qui d.émontre que 1a fonction F est un produit de deux facteurs, parrni
lesquels 1'un contient une seule variable.

I'a conclusion (18) à laquelie on est arrivé à partir de l'hypothèse 1",
peut être obtenue encore par un autre procédé.

Les déterminants (17) peuvent être considérés comme les wronskiens
des fonctio"r F, 5, conçues comme des fonctions d.e la variable z, (pou

dzt
le ptemier déterminant), de la variable a, (pour le d.euxième déterminant)

(le)

où a et p peuvent être considérés comme des fonctions arbitraires des
variables.z^., 22, zs, zo. En dérivant le premier membre de la première rela-
tion de (19) par rapport à 22, zs, zu et en tenant compte dds autres rela-
tlons, nous trouvons:

.i"F+þi,Fi,: 0, ai"F¡pi"F;,: g

e:,F + \i,Ftr,:0.
I1 en résulte les relations:

avons:

o_r, t |fr: o

o\+g ô'F :o
òr" ' ' ôzrô2"

ôF ð2F0(- I Â_ :: u
ðr, ' Y ðzrô2,

"9 + p ^"f : o,
oza ozroz4

ðF
.F

ôzo

ôF Ô2F

ô2, ôzrôzn

0,0

nL, 
- 

pl,

ap

En intégrant terme à terme ces équations aux d.érivées partielles nous

,!,^ p:r, ol"" pi,
øpcrp

ln oc : 1. Þ + ln ld,l, ln cr : ltt p + ln ld,,l

ln o( : ln p + 7n ld,"l,

où les constantes ont les expressions suivantes:
' d: d(zt, zs, za), d,' : d'(zt, 22, z¡), d,,, : d,'(zt,22, zs).

rl résulte que le rapport r est une fonction de la seule variabTe zr.

Alors l'égalité:

(20) crF+9!-- 0,' dz'

peut être considérée comme une équation différentielle du premier ordre
linéaire. Sa solution générale est dô forme:

(21) F:A Xt,
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où ,4 est une fonction des variables 22, zs, 24 9t Xt est un€ fonction de la

seule variable zr. Nããs r-rotts obtenu döirc- de nouveau la relatiou (18) :

¡; : Lr"n(zr, zs, z¿) Xt(zr).

2o. Rang A :2. Dans ce cas tous les mineurs d.u troisième ordfe de

la mãtrice '{ sonl nu1s. En particulier nous avons:

En procédant de manière analogue avec les deux dernières égalités

de (23) nous trouvons:

";o # + pti #hj \L¡ a,îa,, 
: o 

(i, j :2, B, 4)

, ð'F + g:. ð'F, + ri. õ\^F u:gn" 
u7, 

-r P'¡ orra;¿ 
-T Y'! îrþr¡

De ces systèmes i1 résulte les relations:

e!, P'r¡

-:-ap (j :2,3, 4),

qui par intégration paf lappott à z¡ nous conduisent à la relation:

1n ø - 1n øo :1t I - ln Po :ln '¡ - ln 1o'

où ø6, po, yo sont des fonctions ind-épendentes dela variable z¡ (i :2' 3' 4)'

I1 en résulte que les raPPorts:

øp
YY

sont 1es fonctions de la seule variable zv

Alors 1a première égalité de (23) :

ôF

ô2,

Ô2F

ôr?

ap'

ôzc

Ô2F

F

0

ÔøF

Or3

ô3-F

AF

Ô2,

Ô2F

F

ðF

ôzt,

ô2F

F

ôzrô2,

ôs-F

ðztô2f;

ô4F

ôztÔz*

ô3F

ÔF

ôzt

Ô2F

ô'!.

ô2F

ozi

ôsF

ôzþz!

ô4F

-0, _ 
t'i

Y

{I+99I+1F:0,
ô21 "y Ôzt y

(22)

ôz!ô2, ðz!Ôzfi

ôF

ôrt-

Ô2F

Ôr1

ôz!ô2" ðz!ôz!

:0
ô21õz a

Ô3F

Ô2F

ôz?

ð3F

ôzrôz!

ô4F

ôz!ôz¿ ÔzlÔz!

ces déterminants peuvent être considérés comme les wronskiens des

des fonctions de la variable z, (pofl'

uxième d.éterminant),
t)' En tenant comPte
établir les relations:

aF * g #,*rAu^:o
(zs) "#+ I ffi+ rffi : o (i :2' 3, 4)

"H* þ ffi* Í-ft,"o,:0, (i :2,8, 4)

où a, p, y sont des fonctions arbitraires des variables zþ Í2' 2s' za'

En dérivant le premie membrer de la première égalité.c1e.(23) par

,"ppãJ "ù" "åã"ti"í-i^, 
rr, za et tenant compte des autres égalités nous

trouvons:

(j :2,3,4)

peut être considérée comr1e une équation différentielle du second ordre

linéaire, la fonction F étant la fonction inconnue et la variable étant et'

si xl et Y' sont deux solutions linéairement indépendentes de l'équation

(24), 7a solution générale de l'équation (24) est de la forme:

(25)¡ F : Lzst(zz, 2", zo)Xr(zr) * Mr"o@r, 2", zo)Y1(27).

3o. Rang A :3. Dans ce cas tous les mineurs dU quatrième ordre

de la matrice ,4 sont nuls. Quelques-uns de ces mineurs Sont les wronskiens
EE.

ãÀ too"tions F, 94 , ô:!, y!- considérées comme fonctions de la variable'-- ' ' Ô,r' Ôz!' Ôz!

z¡ (i:2,g,4). En tenànt compte des propriétés des déterminants nuls

(24)

ú,r * 04ff+ {,of^: o
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nous porlvons établir un système de relations analogue au système (23)

11 suR LA REPRÉSENTATIoN NoMoGRAPHIQUE DEs ÉQUATIONS 135

pour représentef nomogfaphiqgement une .équation d.ans la.quelle-la
to""ão"-¿"'premier membr-e ôst ãe forme (12) ñous nous servirons d'es

notations suivantes:

(31) *:?, Y:Y^'"o - -No"
Pr"^'' P;' "- P*

Si nous pollvons éliminer les 22, zs,,et eîÍin zz, z,

""tt" i"s equätioo. (31) et obtenir. es où les coefficients
rô"1 ¿"i foäctions de ía seule vari alors toute équation
équivalente à l'équation:

Lr"nX,* MrrnYrI N^"tZtI P2saT¡:0,

peut se femener à la forme (11), d.onc e1le admet une représentation nomo-

ãi"pfriq"" p"t oo ,ro-ogr"**ä d.rtrs l'espace à trois d.imensions, à points
ðitués dans le même plan.

4. Dans le travail [8] r,. ner, et N. vor:.ucEscu étuclient les conditions
dans lesquelles une foãction rée1le d.e quatre variables peut se famenef
¿ ¿às toimes particulières, qui sont appiopriées à 1a représentation nomo-
graphique ou ãu calcul de tables numériques:

F(zr, zr, zs, za) : AÍtfrfrÍo * Btfrltf n * BrltÍ"f o i

(sz, 
ITjii:],i,:jj:i:,:;;:I,li,"'i',,*,,?^::":
I Dnfni E:0

F(zr, zr, 23, za) : (Lrftf, * Lrft I L"fr)(Ntf"f o* Nrf, I Nrf n * Nn)+

(33) * (M',l,f,l M,f,i M,f ,)(P'f"f nl P,f'* P"f nl Pn)t

I &f"rnl R,r, * Rr,fo * R¿:0,

oùJ: ÍoQ), U:1,2,3,4) et les coefficients sont des constantes réelles.

I-,es résultats sont présentés dans 1es théorèmes suivantes:

tnnonÈun 2. Pour qu'wne fonction F d'éfinie et à dériaêes þørtiel'l'es
d,u troisièrne ord,re continues dans le domøine D :

D : lcrt,brl x.lnr, brf x lør, b"l x lan, bl où lø0, bnf ç R

(i : 1,2,3, 4)

10

dF+gt+*r'rä*uä:o
ô2F

- 

L^tII
dzrdzi

Ô1Fô3F

ôzlôz¡
+ I 0"9+pôzl

"ô¿+p(tz¿

nau*n + g

(26)

I-,a solution générale d-e l'équation (27) est:

(28) F : L2"n(22, 2", zn)Xr(zr.) * Mr"nþr, 2", zn)Yt(21) |

I Nr"n(zr, 2", zn)Zr(zr),

oìr Xr, Yr, Z, sont trois solutions linéairement ind.épend.antes de l'équa-
tion (27).

4o. Rang A :4. On montre d.e la rnême manière qú:3q" cas antérieurs,
qtre la foncãon de quatre variables F(zr, zr, zu, zn) satisfait à l'équation
différentielle linéaire :

\-"t ô4 | x ðzl. ' x ð'7 ' )' a', I

ô3-F

ôzrôzl

ôzlôz¿

Ô4F

ôfiôzi
aßF

ôziðzl

(i :2,3, 4)

*y +8 :0

004F

ôr,

H*d t***#*uF:o(27)

*y +8ôóF'

ô22 ô2.1
ta

õ6F
ðFarlt,ãz!.-,

où ø, p, y, I sont des fonctions arbitraires d-es variables 21, 22,.2s, zn' .Fr
óio"Ë¿äi'¿" la même manière.qu'ag-gls 2o, nous déduirons qug l.a fonction
Þ est 1a solution d'une équation clifférentielle linéaire d.u troisième ordre
de la forme:

et el1e est donc de 1a forme :

(30) F: LzsEXri Mr"JrJ- Nr"nZt* PrunTr'

orl Xr, Yr, Zt, 7-, sont quatre solutions linéairement indépend'antes d'e

l'équation (29).

La d.émonstration du théorème I est terminée'
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mernbre de l,'équøtion (32) il, est nécessøire et suf-
D nous a.yons :
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nous tfouvons:

(39) Í,uia:O.
I-,es équations (37) et (38) peuvent s'écrire sous la forme de l'équation

du type Cauchy

(40) fzesa-ufV"o:Q
(41) Íro'n-afY.o:Q

11 en résulte qu'elles peuvent être représntées par des nomogrammes à
points alignés à un champ binire,- Pour l'équation (32) rãmenée à la forme (39) on peut donc construire
un nomogramme coriepôsé à partir des nomogrammes à points alignés
comme il est intlíqué dans la figure l.

t2

þrem'ier
dornaine

(34) 0, (¿ + i, i, i : L,2,3, 4)

THÉoRËME 3. Poør qu"une fonction F d'ëfinig et à' dëriuées þartiel'les
d.u troisième oldle continltes d'øns tous les þoints dw domøtt'ine D:

D : lcrt, brf x lør, brl x lør, brf x lan, bÃ, la¿, b¡] C R, 'i : l, 4

soit d,e lø forme dw þremier metnbre.d,e l,'équatiom -(33) il'.est nécessaire et

suffisant que d.øns I,â domøine D soieøt rempl,ies Les cond,itions :

(as) _91-1r,P:o U+j,i,j:1,2,s,4),
Ôz¡ôz¡ Ôz¿

a2.aF

-lfl-:
ôz¡ôz¡ õz¡

et

(36)

(z') { tL) (vJ (zr)
ÔF

ô2,

ôrF

ÔF

ô2,

ÔzF

azF

ðzrôzn

ðaF
-0.ôzrôzuô2"

ðsF

dzadzzdz4

Nous mentionnons que 1es équations (32) et (33) sont des équations
du quatrième ordre nomðgt_aphiquè. L'équation (33) est un cas particulier
impõrtant d.e l'équation (32).

pour les équations (32) et (33) on peut toujours construire d.es nomo-
grâmmes compösés a paitii des iomogrãmmes à champ binaire à variables
répétées.

En ordonnant le premier membre de l'équation (32) d'après la variable
21, nous obtenons:

Ír(Alrlrfn i BrÍ"ln * B"ÍrÍn * BnlrÍ" * C,,Í, * C'"Í" * C'nlo+ DJ +

I (BrÍrf"fn t CrrÍrl, * Crnfrfo i CrnVn * D'l']- D'f" i DoÍn+ E) :0

En introcluisant les variables auxiliaires:

(37) w : AÍrf"Ín * BnÍ"Ín * Brlrln * Birf" * Ctrf z* Ct"Í"* Crnf n* D,

(38) u : Bjrlrln i CrrlrÍr* CrnfrÍo * C"nf"Ío I Drf, * DtÍ"* Dnf n* E'

2-

Fig. I

L'équation (33) admét encore une autre représentation nomogtaphique-
On déstingue notamment 1es cas suivants:

1) Si ¿1 - Mt:0, l'équation (33) est de la forme i Ít?sr *,frÚrn *
* Xrn:0, qui est d.u type CauchY.

2) Si LrMs: LsMt et M1:0 (respectivement Lt:0) par le chan-'

gement de fonction Í, : í- ä [t*nectivement 
f, : ;- i:), l'équation

se tamène à forme canonique Cauchy | &.,gs.-, * frún * Xs¿ : 0.

3) Si LLMz: LzMt et M1:0 (respectivement Lt:0) par le chan-'

gement de fonction f, : :- ff (t"tn"ctivement Ír: i-7) t" obtient;

encore la forme canonique Cauchy:

ffl''-t. Srtsn * Xa¿:0.

¿ ¿,)

æðzrô2"

ô2F

8zrô2"

ÔzF

ôztô2, ôzuÔzn
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4) Si LLM 2 : LzM tet LIM 3 : LsM r.après le changement d.es fonctions :

r 
- 

8t I 
- 

8t -LMzLx- LzMs
Jt: trnar- arm-r' J2: LrM"- LrMr-r LrM"- L"Mr'

l'équation se ramène à la forme canonique Clark:

StSzQsa* kt * ír)þtn* Xrn : 0'

si dans 1e théorème 3 la cond.ition (36) se femplace par la condition

F

ðF :0,

SUR LA REPRÉSENTATION NOMOGRAPHIQUE DES ÉQUATIONS 13915
:

i

I

I

I

ì'
r

T

0

1"
ÔF

ôzt

1l

P,
?,

). É'

ô2F

ðF

ðt,

ô2F
(42)

Fig. 2 Fig. 3

À ceS nomogfammes coffespond.e't leS équationS canoniqueS:

F(Ír, * f "' 
g'ø I gs' zE) :0'

ôzrô2"

ð21ì

ôzrÒ2"

ô2F

ô2"

ôF

ôzrôzn ð2"ôzn Ôzn (44)

respectivement:

(45) F(f"n - Ín, g"n - 8rr) : 0

on obtient une condition nécessaire et suffisante pouf qú'une fonction à

quatre variables soit de la forme:

(43) F(zL, zz, 4, 24) - (L1f1fz * L,ft i L"f,+ ¿^)(¡f'/'/. + ¡rr/' + Ns/z+¡iJ

+ (M rr'r r+ M rf ,* M,f ,i M o) (P rr 
"f 

o* P rl "* 
P 

"f 
n+ P, .

En ce cas l'équation corresPond.e
ration des variables sous 1a forme (5)

r un nomogfa
id-entique à la
e 1a séParatio

5. pour quelques équations à .quatre variables on connaît plusieurs

types d.e repréientations äomographiques. Nous en énumérons les suivants:
à consttuire

et d. d'e la forme
(5).

b) Nomogrammes à transparent orienté. ces types de nomogrammes
ont éLé beauðoup étudiés tgl-t121, [15]. Nous d.istin-guons deux tyqes
de nomogr.*me-s à transpärént'orient¿ qui correspondent aux fotmules
de structure:

DollDi, P, l--l c',, P,l-lct' P"l-lci
et

Doll D'0, o l-l ci, Ppl:l PL4.

I,eurs nomogrammes sont donnés dans 1es figures 2 et 3'

Ðvidemment on p manières de groupe.r

1es éléments côtés en ce [3]'- on-peut repré-

.*i"t toujours par des uãsi les équations de

sont représentés par des équations
st présônté dans-la figure 4 1161.
considéré aussi comme un nomo-

Pond.ant à 1a formule de structure:

Doll D'r, Pæ l:l 0', Cn l-l Pi

d)Nomoerammesàindexcruciformeetparallèle-etcellesàtrans-
our"ü "" 

-tot'-ã.-a;ã"gt" 
droit. I,eur construction et leur utilisation est

Èi"tr 
"otroue. 

Ils représentent les équati-
o¡.s c1e types:

(46) s: - s,a ¡ L-Jt : g,
Jz-J¿ 8t- 8s

A7\ 8z- h-4-_91,
fn-f, fo-f"

et respectivement de la forme (9)'
g) Nomogramme à co Pas' Ils cor-

respondent aux équations (10) et ont une
utilisation simple.

ã.6t.

¿L

usTt

Fig, 4
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h) Nomogrammes à champ binaire. Ils représentent 1es équations- de
forme (7). Ils sont la plus simple extension des nomogrammes à points.
alignés aux équations à quatre variables.

i) Nomogrammes tangentiels. Deux types plus importants sont donnés'
dans les figures 5 et 6:

SUR LA REPRÉSENTATION NOMOGRAPHTQUE DES ÉOUATIONS 14177

Fig. 6

qui correspondent aux formes canoniques:

(48) qrn(z", zn) : .fr"(zr, zr) * þ"(zt) Bn(zt, zz)

et

(49) gsa(zs, zo) : Írr(zr, zr) * grz(zr, zr),!"nþ", zn)

Ils sont moins fréquemment utilisés à cause de f imprécision des résultats
qu'ils fournissent.

6. Pout finir nous indiquetons 1es d.iverses teprésentations. nomogl-a-
phiques pour les cas particuliers suivants des équations du quatrième ordre
nomographique.

(50) DrÍr]- D,frl Drr,t DnÍn* E:0

(51) Ahr,Í"ln! E:0
(52) Cprrfrl Drr"* DnÍn f E:0
(53) BrÍrf"Ín-l B,Í''f"Ín|_ BrfrÍrfn]_ Bnfrfrf"* Drfr* D,Ír-| D"fr*

* Drla: 0

(54) C,¿rrÍ, * Crrfrl, * Crnfrln -f crrrrf, i crorrfn * c"nf ,fn: 0

(55) Crrfrlr l Crrrrr" I crofrÍn-l crrrrr" I crnrrÍn I crnf ,f n I
ÉËÈ"'- "

H* D'"/ì I D"Í, i D"Í" + DJ4:0
On peut obtenir encore les équations analogues à (52) par ule_per-

mutation convenable des quatres indices par groupes d.e deux indices,
Ces formes peuveut s'écrire plus simplement par introduction de certains

coefficients dans l'expression des fonctions /.. Elles ne cotrespondent pas
entièrement aux formes canoniques établies par J. woJTowrcz U7]- [19]'

1a forme générale nous avons d'onné une
(fig. 1). Nõus allons énumérer maintenant
tì"iqo"é autres types d-e nomogrammes qui

!'équation (50) Peut être rePr
à écirellès concurretrtes ou parall
.orienté à quatre éléments côtés dans
boidal, 1e nomogramme à index Para

1es mêmes tYPes de nomo-
assage aux logarithmes elle
e comme écrite sous la forme

s paf un nomogfamme composé de

L'équation (52) se représente par un nomogramm-e composé d''un

oo-ãlt"itme en'Z et d'lu;r- ãutre à échelles paral1èles et d'un nomogramme
,à compas.

Liéquation (53) se représente par un nomogramme .composé' et les

equatiotis- (54)-i55i put ,itt nomog?amme à champ binaire'
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APPROXIMATION OF CONVEX FUNCTIONS
BY CONVEX SPLINES AND CONVEXITY

PRESERVING CONTINUOUS LINEAR OPERATORS
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l. Introduetion and results

I.et J be a real-valued function defined on la,b).By U@r), ...f@'))
we mean the l-th tlivided difference of /:

(1.1) lÍ@,),...,Í(x,)l:D¡t*st^i@)

where a32cs<...
:0,1,2,....

The function / is a convexfunction of order I' if. lf(xo), ...,fþct)l > O

for every choice of a <tço<... <xt<b. The set of all continuous
convex functions of order L on la, ó] will be denoted by K¡lø, ó]. When
convexity problems are discussed, it is customary to assume that L > 2.
However, it will be convenient here to allow also the values l' : I and
l, :0. ConsequentTy, Krlø, å] will be the set of all continuous, non-decreas-
ing functions on lø, bl and Kola, bl will be the set of all continuous, 1ro11-

negative functions on la, bl.
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