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,Ihe proof of Theorem 3 is similar. Necessity oJ cond.itions (i) and (ii)

is obviou3. To show that these cond.itions are sufficient, observe that the
I

hypothesis / = O IÇla,b) implies that all the coefficients of the function
i:0

,1,,,.,(f,.) in (1.2) are non-negative' Conditions (i) and (ii) of Theorem 3
imfrty thêri thàt . .ç'¡t,,,,,, .) = Mþ, á] an¿the rest of the proof is completed
as^before by obseiving that V-is a continuous linear operator and. that
the functions {,,,,,(f,'l approximate uniformly.f on,[ø, ó-]..Since the cone
Mla, bl is closed," by ñypothesis, this implies that tfff, ') = Mlø' bl
anrl Theorem 3 is proved.
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rent ";tion aÍr
Approximation, welche bisher theort
sind. Hier wird gezeigt, daß verkettete Approximation bei seht verschiedenar-
iig; rrott"-"ir.ofititt, Es wird eine Anwendung auf Fehlerabschätzungen
bãi der Methocle der finiten Elemente gegeben.

1. Verkcttete APProximation

Bei der klassischen Tschebyscheff'schen Approximation (kurz T. A')
sucht man eine in einem Bereich B des ø-dimensionalen Punktraumes
R' gegeben" tt"tig" Funktion /(ø |ø(xt, ø")

. 
"in"r" 

T<1"rr" W ,imögltchst gut" Lionen ut

t ú"tr ebenfalls tt"tl! sein -und tervektor
* ;: {or,-.-.., øp} ab. Sie sind aus ermittein

(1.1) -8r I u(x¡,a")-l@) 3 82für alTe x eB, àr>0,8, >0

Received 12. l]L 1s74.

(1.2) 0:8r*82:Infimum,
wobei auch noch Nebenbedingungen hinzutreten können. Bei der klassi-
schen T. A. hat man 81 : tr, ïei-ein (Approxima-

igstens einer
auJtritt und.

eineindeutige Transformation d-er

o ist z. B. d'-ie Approximation einer
F'unktion /(ø) durch Funktionen 7e : 6¡, ! nrt:* verkettet, dagegen

durclr Funkiionen w : (ø, f eo,)c' nicht verkettet.
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2. Inverse Probleme bei Differentialgleiehungcn

Die Differentialgleichung

(2.1) y" + czy : d. sin øx
hat die allgemeine lösung
(2,2) !:ctcos(c#lcr)l-!- sino.x.' c2-a2

Nun werd man habe eine Erscheinung beobachtet,
die einer Diffe der Form (2.1) genügt, und"man möchté
aus d.em durch ermitt uf die physi-
kalischen Kons urücks< durch-einen
Ausdruck der Form (2.2) approx ete Approxi-
mation, weil die Parametei 7, a

Ein Beispiel einer verkettete tiellen Diffe-
rentialgleichung

(2.3) /rôv-Y:o
ôt ôt2

findet man bei coLr.arz [3]. Dort sol1 die Konstante å aus Beobachtun-
gen ermittelt werden.

3. EigenwertauÍgaben

Bei der Bigenwertaufgabe

(3.1) y" + 
^(L 

* sin x)y:0, y(0) :y(") :0
kanu man für jr dsn Näherungsansatz machen

(3.2) y - u(x, o,) : f ø, sin l(2v- t) xl.
v:l

Man müßte d.ann durch passende Wahl der ø,, erreichen, daß der euotient

(3.3)

þ

Ð (r" - l)2 au sin l(2v - t)xl

þ

Ð ru(t f sinø) sin[(2v - I)ø]

möglichst konstant wird. Verwendet man nur solche ø,, ltir welche im
Quotient 7àh7er und Nenner nicht negativ sind und für welche der Quotient
endlich bleibt, so gilt die Einschließungsaussage

(3.4) O . 
Ht# 

o(r) . ),, ( Max <Þ(ø),

wobei À, der kleinste Bigenwert ist. Da die au im Zàhler und im Nenner
auftreten, liegt auch hier eine verkettete Approximation vor.
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Man kann nach solchen Werten au fragen, für welche der Ausdruck

(3.5) Max Õ(ø) - Min <Þ(ø)
[0, ¡] [0, r]

möglichst klein wird. Etwas bessere Schranken erhält man, wenn man
die ø, so bestimmt, daß der Ausdruck

(3.6) M : iù[,ax @(x)
[0, r]

möglichst klein ausfä1lt und andere Werte â", f¡, welche

(3.7) m:]Û[ino.(x)

möglichst groß wird.

Für die Durchführung der Rechnung auf einem Computer danke ich
Ilerrn H. Grinther. Man erhält die Einschließung

(3.8) 0.53901 s Àr < 0.5477t.

In der Tabelle sind die Werte bei þ : 2 und bei þ : 3 Ansatzfunktionen
einander gegenäbergestellt.

L, COLLATZ 2

I b:2 3þ

Min (Þ

Max O
Differenz

0.53s91
0.56727
0.03136

0.53901
0.5477 r
0.00870

4. lViehtlincare Sehwingungen

Bei einer linearen Differentialgleichung

(4.1) Tu : Lu - r(x¡) :0,

bei der u lund" seine Ableitungen linear in Z vo¡kommen, und. einem
Näherungsansatz

(4.2) t, :'u :f o,*,1*¡1
v:1

treten die øu nicht verkettet in T arfl. Bei einer nichtlinearen Differential-
gleichung jedoch liegt bei d.em Ansatz (4.2), abgesehen von trivialen Spezial-



754 L. coLLArz 4

fällen, verkettete Approximation vor. Das werde am Beispiel der nicht-
linearen erzwungenen Schwingungen

(4.3) Ty : y" - 2 sin -Ï -l cos x :0, y(x) : y(x t 2n)

eriäutert.
In dem Ansatz für Näherungsfunktionen

(4.4) u(x) : øo I etcos r, a(x) : bo I brcos x

mit

sucht man d.ie Parameter øs, at, bo, b, so ztt bestimmen, daß unter den

Nebenbedingungen

(4.6) Ta(x) < 0 < Tu(x) fttr alle x

die Optimierungsforderung

(4.7\ Max Tu(x): 8r, Max (- Ta(x)) : 8r, òr : Mirr. ò, : {iT .

èrttiitt wird, Fid.'1. Diè numeiische'Rechnung, für dcren Durchführulg
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5. Kompakte monotone Operatoren

(5.1) w: Tøt,

sei eine vorgelegte Operatorgleichung in einem halbgeordneten Banachraum.
1 sei ein kompakter monotonet Operator, bei d.em u < a (etwa punkt-
weise im Sinne der klassischen, bei reellen ZalnTen benutzten Ordnung)
zw FoTge lnat

(5.2) Ta < Tu.

Man kann ein Iterationsverfahren aufstellen

(5.3) ü,¡1 : TI),0 (n :0, 1,2, . . .).

L:àßt man zo(ø) noch von Patametern ør, . . ., ctp abhängen, so liegt es nahe,
diese Parameter so zu bestimmen, d.aß sich uo und 2,, ,,wenig" voneinander
unterscheid.en. Man kommt so zrl d.er Optimierungsaufgabe

(5.4) 0<ur(x,ø)-ao(x,øu) <à, ò:Min.
Dies ist eine verkettete, im allgemeinen nichtlineare einseitige Tschebyscheff-
Approximation, tnd zwat eine ,,freie" Approximation, weil hier nicht
eine feste Funktion /(n) wie in (1.1) as. approximieren ist. Man kann nun
versuchen, die lösung L!, von unten her durch die zu und von oben her
durch eine and.ere Folge uu nach

(5.5) u),¡1 : TLU, (" : 0, 1,2, . . .)
anzunähern. Unter sehr allgemeinen Voraussetzungen gilt dann, falls

(5.6) üo 1 at 1 ret 1 l.t)o

erfüllt ist, daß die Operatorgleichung (5.1) mindestens eine I,ösung w rnit
(5.7) 1)r < ,tt < røL

besitzt, und die Monotoniebedingung läßt sich noch wesentlich abschwächen
(ausfüluliche Darstellung z. B. bei cor.r,nrz l2ls. 352 ff.). Sucht maÍL
möglichst enge Schranken (5.7), so bed.eutet dies eine hochgradig verkettete
Approxirnation.

6. Eine schu'aeh singuläre Intcgralgleichung vorn Urysohn-Typ
Die Gleichung

5

300t Ttt

r

400t

!'ig. 1

iclr den Ilerren H. Gúnther und J. Sprekels danke, f.iahtt ztt den Werten

bo : - øo : 0.001 618 7, bt : 6tt : 0'336 525 7

òr : 8z : 0'006 389 B.

Betreffs d.er Theorie für d.iese Approximation vgl' J. wERNER.

2ro

u(x) : Tw: ¡
ln d,s

2

1
s(6.1)

l+.r- tr.(s)
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werde für den Wert I :1 betrachtet
2

aus, so erhält man nach (5.3)

Geht man von ?/o : conSt. : ct

(6.2) 1)t: Tüo : 
" 
* *l-_ ,

Die freie verkettete Approximation (5.4) lautet hier

(6,3) 0 < ----1- - d. < Ð für ø e [0, 1], 8:Min.2l2x-a.

Diese Aufgabe hat d.ie l,ösung q" :2 - ^lg. Geht man entsprechend von
z?/o : const. : 1 aus, so erhä1t man (Fig. 2) Funktionen u¡, u1, Ie1, Is¡,
welche (5.6) erfüllen, und. man hat die Fehlerabschätzung (5,7). Es liegt
also in clem in Fig. 2 schraffierten Streifen mindestens eine l,ösung ø"

7. Die [letoile der finiten Elemente

Die stationäre Temperaturverteilwg ot,(x, y) in einer Platte, cleren
Mittelebene d,en Bereich B: {lxl < I, lyl < l} bedeckt, genäge der Diffe-
rentialgleichung

(7.r) Lu : *,+ P-: o in B
dxz dy'

und der Randbedingung

(7.2) 1.t, : 3 auf d.em Rand.e â8.
2*x2llt

Die Zah\en sind so gewählt, d.aß auch in den Ecken tr6 :0 gilt.
Bei d.er Method.e d.er finiten Elemente teilt man den Bereich B in Teil-

bereiche ein, z. B. in Dreiecke, Vierecke mit gradlinigen oder krumrnlinigen
Rändern, und nähert w it jedem Teilbereich clurch einfache Funktionen,
oft Polynome oder sogar durch lineare Funktionen, an. Bei dem vorlie-
gend.en Beispiel werd.e B in einfachster Weise in vier Teilquadrate der
Seitenlänge I zerTegt, die, wie in Fig. 3, rlrrit Br, Br,8", Bn bezeichnet
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seien. Nun sei C| die Klasse der Funktionen mit stetigen partieilen ersten
Ableitungen, ftir welche die zweiten partiellen Ableitungen stückweise
stetig sind. Die l,ösungsfunktion u werde durch eine Funktton u e CL
approximiert. Dann gilt als spezieller Fa1l eines allgemeineren Satzes von
NATTERER und wÞnNqn [5] die

Monotonie: Gekören d,ie Funhtionen u und, u zur Kl,øsse C[,
so ltat

{7.3) -Au<LuinB,a<uøuf 0B

zur Folge

(7.4) u<uinB.

Fu.r w : ot, lnat man hier in u mit a < u eine untere Sch.ranke fur u, anaTog
gewinnt man obere Schranken f.'J.rr w. Man erhält also auf diese Weise exakte
Sclrranken für die gesuchte L,östng u.

7D

B. Fehlerabsehätzung 1ür ilie Methode der finiten Elemente mit bieubie
splines

Bicubic splines sind Funktionen u e Cå, die sich in jedem Teilbereich
auf Funktionen der Form

3

(8.1) *:Dø¡nxiyþ
j, h:o

red.uzieren, Teilt man den Bereich B in Rechtecke
Rechteck eine Funktion der Form (8,1) mit 16

v

auch durch die Werte von n), ô-' , ôY 
,ôx ôy

!e- i¡, d.en vier Eckpunkten des Recht- 
1ôxôy

ecks ausdrücken kann, vgl. MrTcnDrrrl
[4], wnrtnuaN l7l, sTRANG 16l. Im
vorliegend.en Fa1le können wir uns aus
Symmetriegründ.en auf eines der Teil-
quadrate, etwa Br, beschränken. In Fig.
4 ist an jede Ecke von B, der Vektor
der vier werte 1,.,#, #, #,1 ""-
geschrieben, wobei ø., g, "( noch unbe-
kannte Werte sind, die als Parameter

t

ein, so hat man in jedem
Parametern ø¡*, die matt

3,-?,-1,!)

(t,Í1,q0)

lNo
1

aU= )+f,

,/,

Z-tî = 0.2a8

-1 u-fo,
Fig. 3

1 JIâ

l'is. 2 Êig. 4

B,

1

a+

1

02

o

ú3
ùo

(< 
'o,o,o)

.1,o, þ,0)

B,
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aufgefaßt werden. Nach der Vorschrift d.er Methode der finiten Ele-
mente hätte man sie aus dem Variationsprinzip

(8.2) a@l : [[l+ì'+ f +l' : Min, tQ) : s¡ aaf 0B
))\ôt¡l \ôvl

zu ermitteln.
Mit Rücksicht auf die vorzunehmende Fehlerabschùtzwg aber werde

das Prinzip zugrunde gelegt

(8.3) l\løl< 8inB,8:Min.

Man bildet dann eine neue Funktion

(8.4) ôt:ulc'z(r,y)

mit einer Konstanten c und einer Funktion z, die man att F,.rzíeluLng scharfer
Schranken d.em Verlauf von Aø anpassen wird-, die man aber oft auch
in einfacher Weise wählen witd, z. B.

(8.5) /:YZ*Y', -L;:-A
oder

(8.6) z : kt- hrx' - hsx! - ka!', - Lz : 2(h, + kL).

Auf diese Weise kann man

(8.7) 0 < - tîa in B, u < îtt atfi 0B

erreichen und hat damlt eine obe¡e Schranke für ø

(8.8) , . î, in B.

Analog erhä1t man auch eine untere Schranke ú fut u.
Airf dasZahlenbeispiel (7.1), (7.2) angewandt, ergeben sich die Werte

(für die numerische Rechnung danke ich den Ilerren H. Gänther und
B. Güsmann)

te : ¿"+ (3 - 3a - þ)(xz * y') * (2" i I - 2)(x" f y') -|_

+ (e* + 6p + r - e) x'y'-r (i - u" - 5p - t)@'f * x'y') I
+(+" + 4p + ^'- 1l*o'

u:0.925670, p:0.260993, 1:-0.881 126, lAtøl < 0.152010'

Obiges Prinzip gibt für _ Lú <0 < _ Lû, in B, ú <u 
=ôt ar,:f. ô8,

(8.e) 0<u-w< 8inB,8:Min
die Fehlerschranke à :0.123 193.

. Dieses Beispiel_eignet sich übrigens auch gut für die Anwendung von
Approximationsmethoden. Nähert man in polãr-Koordinaten x : r cos g,
! : t sin g die l,ösungsfunktion w an durch

(8.10) u, =-rø:Da,rau cos (4vg),

so erhält man beim Rechne' *",rlo * : 1,2,8 oder 4 Ansatzfanktionen
die in der Tabelle angegebenen werte der ParameteÍ øu und die jeweilige
Fehlerschranke für d.en Fehler e : ,t-!) 

- .n '.

aî a7 a2 øe l"l <
m:o

0.875
(a.r : const.) 0.125

tn:l 0.05 0.002 824

m:2 0.051 948 6 0.000 115 6

n:3 0.000 003 0s

Für m: 3, also 4 Ansatzfttnktionen, bekommt man die im ganzen Bereich
B gültige Fehlerabschàtutng

l"l : lu - ul < 0.000 003 05 in B.
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UN ESSAI DE MATHEMATISATION DU PROCESSUS
DE L'ENSEIGNEMENT COLLECTIF

par

S. GOI]AB

(Iftaków)

La théorie des systèmes de l'étude ainsi que de l'enseignement a fixé
maintenant aussi l'attention d.es mathématiciens. 11 suffit cle mentionner
1e livre récent d-e r¿e. z. TSrrpKrN ,,Foundations of the theory of learning
systems" (Mathematics in Science alrd. þngineering 1973).

I-,'objet d.e mes considérations est une conception mathématique de
1'enseignement collectif s'effectuant dans une classe renfermant ø élèves.
Dans une classe on enseigne quelques matières. Comme nous a11ons ignorer
la corrélation entre d.iverses matières nous sllpposons qu'il y a une seule
matière et un maître enseignant cette matière pendant toute la période
t0, ?] de l'enseignement. I<a variable clu temps sera dénotée par t.

Nous supposons que 1'état (le cercle) des connaissances de la matière
chez l'élève øn (i : l, . . ., n) peut être mesüré à l'aide des nombres
positifs et nous dénotons cette quantité par

(1) !¿(t).

Supposons ensuite que, la personne du maître étant fixée, la quantité
y,(l) sous l'existence d'lun seul, éiève ø est une fonction connue

(2) vi(t)'

Nous ad.mettons (conformément avec f intuition) que 1a fonction (2)
est croissante. Nous ad.mettons (aussi conformément avec f intuition)

{ - Revue d'anal1'se numérique et de la théo¡ie de l'approximation, tome 3, 1974.


