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SUR UNE RELATION DANS LE CALCUL DES NEUTRICES
paf

GHEORGEIE HAI{IC

(Arad)

Dans cet article on établit d.eux conditions suffisantes pour la vala-
bilité de la relation de passage à la limite dans le calcul d.eJ neutrices.

Terminologie. Neutrice: groupe additif N de fonctions réelles, définies sur
un ensemble X de nombres réels, avec la propriété que, sipour chaque fi e X,
v(ø) : y, où v e N et 1 est un nombre réel qui ne dépènd pas de x, aTors
Y :0.

La fonction / est neutralisée par 1a neutrice .ðÍ: il existe un nombre
réel y et une fonction v e .ð/, tel que ,f : T * v.

La valeur neutralisée de la fonction f parTaneutricelÍ:le nombre
réel y d.e 1a relation précédente.

ces premières trois notions ont été introduites par c. J. vaN DER coRpu,r
dans [1]. Ott y démontre que la fon:tion f et la neutiice ,lfr déterminent
uniquement la valeur neutralisée 1, et pour cette raison, elle est notée
par /(N).

Dans cet article nous introduisons quelques classes d.e neutrices.
,,Neutrice qui conserve 1a délimitation" : une neutrice ,ðy', avec la

prop_riété que, si/ est neutralisée par N et si pour chaque tc e X, lÍ@)l < M
où. M est un nombre réel positif, alors l/(N)l S M.
. ,,Neutrice complète" : une neutrice avec la propriété que, si elle con-

tient les termes d'une suite convergente de fonctlons v,,- alors e1le con-
tient aussi 1a limite v de la suite.

,,Neutrice rationnelle" : rlne neutrice .ð/ avec la propriété que, si ø
est un nombre rationnel et v e N, alors øy e N.

1. Soit (f) une suite d.e fonctions réelles définies sur un ensemble
x de nombres réels et qui converge vers une fonction /. Soit -ô/ une neutrice
qui neutralise les f^ et Í.
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IHEoRÈME . Pour qwe la' suite (f ,,(N)) conaerge et l" êgal'ité lim /"(N) :
: /(N) a.it liew, il, est suffisant que :

- la. conuevgence d'e I'a suite (f,,) so'it utr'iforn+e,

- lø neutrice N conserae la d'élim'itø'tion'

Dém,onstrat'ion. Soit e > 0 et 0 { e' < ¿.Ira convergence unifolme c1e

n nombre naturel n*, tel que Pour
X, If"@) - Í@)l < u'. Puisque les
la neutrice N, otl montre facileurent

l/, et g,(N) :r,(N) -/(N).
le"@)l < e' imPlque li,(¡ú) -

,Þæ 
(N) : /(N).

Nous a11ons montrer que la condition de convergence uniforme est

essentielle. Pour cela, 
"ottåidétottt 

la suite constituée par les fonctions
nombres
fonctions

'"it":17
oue la suite (f,,) converge ponctuellement vers la fonction. Í(*) :.JZ*.
öï"¿iifiã-fo"iìËüent qu" i"oê"mble N est un groupe additif. Si pour chaque

I, di ilã)* - b: ^t, où1ne dépend pas de x, alors ø + u^1.')::: +b
donc est constante. cela peut avoir lieu seulement si ø { b42:0, ou

a:-b^/[,^ donc cL: b:0. Pour montrer que !a neutrice N conserve

ir a¿li"ìit'"tiãn, remarquons clue chaclue fonction h(x), nettralisée par N,
est de 1a forme

h(x) : k(N) + (ø ¡ u^,12¡ x - b

où ø est ún nombre rationnel quelconque, et. b est un no_mbre entier c1ue1-

ão"ä"". Supposons que pour ìttutu"- x e X, lh(x)l < M, où M est un

nombre réel positif. On peut écrlre err ce cas

- M - (a + bnlã) * + b < h(N) < M - (ø -¡ t"lt) x + b'

b

Pour x:;7fu nous obtenons - IVI <Í(N) < M' ot1 lÍ(N)l < M'

donc N 
"onrår-rá 

ia tlélimitation. Pour chaque nombre naturel n, on aJ,(N) :
I o, /(¡¿) : 1, donc limf(-nQ :0 + I :.F(¡/)'

Nous allons montrer encofe que 1a coüdition, que 1a neutrice lY con-

r"trr" t" ã¿il*itatio;, àst essentielli' Pour ce1a, co'sidérons la suite formée

öä'ì", iä"lliã"i ¿,ti,i : /,, sin ø, définies sür la droite réelle, où (r,,) est

.)

une suite d.e nombres rationnels qui te

tuée par les fonctions de 1a form
dioitË réelle, où- ø est un nombre
entier quelconque' On voit que 1a

droite réel - {2 sin x. on Imontre facilement qrre

l,ensemble r,e Ïaii que la.fohction I a 7a pr-oTtrteté

til^.\t , o e la neut'rice N ne consèfve pas la d'éli-

[äåñ: a iim,f,,(N) :o+3:/(¡/)'

nous faisons ø tendre vets øo' alors
tfï.ìl < M.
ãi óoot cette neutrice particulière,
cle 

-1'analyse 
classique :

,,(f,,) étant une suite de fonctions c1éfinies sur X' qui converge vers f'

"t t"íìå"i1,r" les üàiãä"!111,1;l .t ly"/(ø) 
existent, rlieu la proposition

suivante: pour qo" tJ'*íåtation liã""fuÍ,|*):fu"Í(*) ait lieu' i1 est

suffisant que 1a suite (J,) converge uniformément"'

4. puisque t". ,r"otii"es usuelles rentrent dans la classe des 
'eutrices

rationnelles, norls "riá"I ãi"aier da's ce qui suit, les neutrices de cette

classe.

I,emme.siNestuneneutr,icerat,ionnel,l,e'comþlète,øl,orsql,r,el'que
soit I'e noncbre r¿át"ø il'qrtit'q" soit v e N' il' résul'te a I e N'

Dêmonstration. Ê77e résulte directement de 1a définition d'u nombre

rée1 et d.es définitions d-es classes re

- soi! (f,) ''ne îl "iå"ftTåtäde nombres rée1s,
rationnelle qui neu de la suite (fi)'

tnÉopÈrup. Pour que lø suite (f,,(N)) conuerge et l"égal'ité limf'(N) :

:/(N) øit lieu, it' est suJfisønt cpre lø neutrice N soit cotnþl'ète'

Démonstratioø' Puisque tV

uombre naturel n, ont lieu les re1

I,a suite de nombres
Dans le cas contraire il e

cette limite infinie (Pour

I,,(N) + co, il résu1te que
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sont positifs. Nos considérations se réfèrent à 1a sous-suíte Íi*,+t, .f¡u"!2, ' . .,
mais pour ne pas compliquer 1a notation, no-111 supqosefons.que dans 1a

*t¿ i,tj tã"s'G terries'sont__positifs. Ðn divisant 1es relations
1,,,7i) 

y-"},,(i) 
- fn-(w) par f¡*(Nj et en tenant compte de l'hvpothèse et

d.u lemme ce qui donne :*::)t: y';,,(x) e N noús obtenons P'¿n(x) :
Ji"(t''l )

f ¡u@) 
- I . puisque pour chaqu e x, limi¡:"1:).:tlø: 0 il résulte que 1a suite

f¡,,(Nl 
^' - ---a--- t'æ f¿n(N\ co

rr,,(ø) est convergent", "t 1g v¡,,(x) : - l. Vu que N est une neutrice

complète, elle d.oit contenir outre 1es termes d.e 1a suite convergent? yt*(t6),

,"rri i" ii*it" A" ó"tt" suite. Mais cela est absurde car üne neutrice ne

ã"of 
"ott"nir 

la constante - 1. Donc la suite (/"(¡Û) ne Pe.lt avoir 1e

ããi"t ii"rii;;-on montre de la mêrne manière'que cette suite ne peut

ävoir comme Point iimite - oo.

I,a suite (/,(N)) ne peut avoir deux points limite différents' si 11 et 12

étaient deux pãints limite de la suite (/,(N)), alors i1 existerait deux sous-

suites (¿,(/V)) et (J,(N)) qui tendraient vets ces limites' Dans les relations

uu,(x) : ¡t)t-l - fn,(Ñ) et v¡,(x) : fi*@) - fi,(N) les limites des membres

dioits existent d.onc en tenant compte que 1e neutrice N est complète,

o" t lg rnn(x) : f@) - h e N "t 1,Ïî't*(x) : f@) - l' e N' Vu que N

est un groupe, il résulbe que ia différence Í(x) - l, - (f(r) - l') : tr' - It

appartient aussi à N, ce qui est possible seulement si L, : ¡t'

puisque la suite de nombres (/,(N)) a un seul point limite fini, il résulte

qu'elle est convergente.

Vu que (f*) .t (/,(N)) sont des suites convergentes' il résulte que

un(x) : it*¡ i/,($ åsl aussi une suite convergente et lim v,,(ø) : f(r) -

-]lt/,(N)' Mais du fait que N est une neutrice complète, Í(x) -

- t:*¡"t*) = N, ce qui signifie, que 1a neuttice N neutralise la fonction

/ ", li1 Í,(N) :/(N), ce qu'i1 fallait démontrer'

i: ",nf:':*,T,îî# J#iïS ", fl "?iål'," fdi'y_ ;i
ée1le, otl. (r,) est une suite de nombres rattonnels

qui tend ,r"rs /2 et 1a neutrice rationnelle N, constituée par les fonctions

å" la forme (a 1-U^12¡x- ó, défi'ies stlf la d.roite réelle, oi a. et Ó sont

aÀ"î "å*it"! tätioå"i,ir'qoál"onques. On voit que la suite (/,) tend vers

1a fonction f(fl : 1f2x. ia vé_r_ification du fait que N est une neutrice
-5tli-piã. grìã{q"" iu tr"utri"" N contienne les fonCtiorrs rnx, , ec r, ->2,

elle ne contient pas la fonction limite 1f2x, ó,onc el1e n'.est pas une neutrice

complète. Vu que p;;;:î;q;" ootttt'"t" naturel n" f"(N): 0 et /(N) : l'
ott á li*.f,(N) : o + | :/(N).
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