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In this case l'r,e have

(D'Í)(*) : 13\
uí\tr)

and

(Dzf\(x\ - 
uí(x)' f"(x) - uí\x)' f'(x)\ J/\ / ui@).u['(x) -ui'@).nr(x\

Under conditions of the theorem in section 3, (3.3) then reads

(4,6) e(n){(L,"f)(x) - Í(*)} :

-(Y'(x)tt|Ø\ -tt'W^,rjffo, _åffiiot)ÍQ) +o(l) (n-.+ cn)

Rernørh,.' Since {ro, ,,, r.t'r} is a Î-system, the clenorninator in the right-
hand side of (4,6) is not equal to zero.

Achnowledgment : I would like to thanl< prof. P. C. Sikkema for
critical reading of the manuscript.

SUR UNE METHODE POUR LA RÉSOLUTION
Ð,UN PROBLÈME D'OPTIIVIISATION FRACTIONNAiRE

PAR SEGMENTS

Par

\qlEt¡AN TrGÀN

(Cluj - Napoca)

l. Introductior¡RIlFElì.ENCES

Soit D uu ensemble nonvicle donné d'ur-L espace
cgalenrent Jr: D -> R, /t¡'.1)'-+ R$ (i:1,2, ,. ',m
Notrs supposons ellcorc c1'otl a :

(1) tr,(x) > 0 (t : 7, 2, . . ., m)

potrrtout x=D.
I,a fonctiorr f : D --+ .R, définie perr la formule :

(2) f(r) :,'lì,'=1,,;.3

ue X et soit
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porlr tor,1t x e l), s'appe11e fonctio[ fractionuaire par segûle11ts.

l]â¡s ce travnil norls co11;idéro Ls 1e problème d'optimisation suiv¿rut
(appelé 1e problènrc c1'optimisation fractionnaire par segments) :

PIì. I)éternriner

(3) a: s17P {Í@)l* = D}'

oìr / est définie par (2).

'l'ecJntische Hochschula Dclfl,
NI al.hevt a.li s ck D eþ ar I awc n I

I R désigne l'ensetnble cles rrolnbres rée1s.
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Un élément ;r* e D s'appelle solution optirnale pour lc problèruc P1ì
si f(x*) - a.

Une suite (*,), x, e I), s'appellc solution asyniptcticlue opti.r:rlc
pour le problèrre Pl; si:

limf(x") : ø

SUR UNE MÉTFIODE

pour tout x = Ð, ce qui impliclue:

li(À") ç I;(À').

I,e lernme est démontré,

I'enrnc 2. Sir¿<f co, alors

(5) F(ø) < 0.

DéntonstvntiotL: \)e (2) e:c (3), i1 résulte que

n u- ^in 
Ío@) 

.

t<¿<nt h¡(x)

aì B9

fl+û

Au problène Pr. rrous pouvons attacher, pour tout )' e I?, le problènre
cl'cptimi-.atiou ;uivant :

PFÀ. Détcr-n¡iilc¡:

sup {rnin (Í,(x) - thn@)) | x = D}.
1< j<z

Dans ce travail nous présentons une méthocle qui réduit la résolution
du problème PF à la résolution cl'une suite cle problèmes PF¡. Cette rnèthocLc
est similaire au procedé considéré par DrNr(Errnecrr [1J, pout la program-
mation fractionnaire nonlinéaire (voir egalement pour la trrrogrammatiorr
fractionnaire linéaire ou pseudobooleene l2), tSl, i4l, [5]), ou avec la
méthode présentée dans [6] porlr un problèrne d'optimisation fractionni¡ire.

2. $uelques propriétés préliurinerircs

Pour t<¡ut )i e R et x e Ð on désigne:

F(ì., x) :rmrn,(f¡(x) - \h,(x)),

(4) r(À) : sup {F(i,, x) | r <= D}.

I)'abord oir clérnontre les lcruttres suivants.

I,emrre 1. Løfonction -F:R --+R U{+ æ} définie þar løfonnule
(4) est décroissøtttc.

Démonslrøtioi¿.' Soient 
^', ^" 

e R, tels que l' ( À". Alors, de (l),
pour chaque i : 1,2, .. ., m,, on a:

Ín@) - \"h,(x) < Í,(x) - ),'h,(x),

porrr tout x e D. Donc, il résulte:

mín (f,(x) - )t"k,(x)) ( min (Ínþ) - t'ko(x)),
l<i<il l<i<r¿

ì)e (6), porlr tout x e D, on obtient :

Í'(x)-øhoþ) <0,

c1uelr¡ric- s<.¡it z = J@), cc qui entraîue (parce qu,e J@) I tÞ, poLrr tout
¡ç e 1J), que:

It(a, x): ,:ï:T U,Ø) - øk,(x)) < 0.

lJonc, ot1 11 :

F(n) : sup {F(ø, x)lx e D} < 0,

cc qui clémontre 1e lcmme.

l. e m m e 3. Sor.l Ào e R. Si F(Àr) : 0, ølors :

poul tout x=I)

(6)

c1t=,rlr1ire soiL i = J@), où.:

l(*) :

IVI:ris alors ¡rour tout r e D, or a

o 21,(L,
h¡(*)

f t@) f(*)j,

(7) ¿Z : StlP

h ¡(;v)

vnir., iiØ-
I <l-.,n À¿(r)

xeD (ÀoI
!

Ðéntottstration : I,a relatiou -lî(Àr) : 0, eutraînc f inégalité

,ú,,(/o{r) - 
to/,,.'(ø)) < 0,
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2. De (10) il résulte que:

(14) Ào ( a.

Mais, d.'après le lenrme 3, 1a condition (ii) entraîne qúe ø ( À0, donc,
en tenant compte cle (14), il résulte ø : \0. r,e théorème est ainsi démontré.

I, e m m e 4. Suþþosons qr,Le q. < f co, et qorc :

(ls) 0<h,(x)<æ,

þourlowtxel)eti:1,2
a I'inéga.lité :

(16)

..,rn. Alors, þoctr towt ), =Í(D) U{a}$, on

F(À) > 0

pour tout x e D, d'où, pour chaque x e D, on obtient:

(B) "f,(*) - roå,(r) ç 0,

pour tou.t ¿ = J@). Ì\[ais, de (1) et (B), pour tott x e D, on a:

,1'ì 
" 

n,,
h¡(x)

pour i = J@).Donc, puisclue pour tout x e D, l(*) + <Þ, il résulte qrle

(9) -in 1t@ < ro,
r <r<D Ai(ø)

quleqne soit x e D. Mais, f inégalité (9) cntraîne (7).

rnEonÈrr.rE l. Soit %o e D et soit

(10) 
^,:,?,T,, #

Alors, xo est solwt'ion oþtimøle þour Ie þroblèn'te PF, c'est-à-dire:

Ðéu,tonstrøt.ion : Evidemment, si À e Í(D) U {fi on a À ( ø. Mais,
alors pour tout e > 0, il existe un élément x" è D, tel que:

À-e<mi'f¡V-ù,
1ç;çar À¡(;r.)

(i) \o:ø: stlP
I <i<rr

f mir, Í:Ø1* =Dì.[t<;<r, /r,(r) ' J'

si et seulencent si :

(ii) F(Ào) :0.

Déøtonstrøtíon: l. En effet, de (i) et (10), d'après le lemme 2, on a:

(1r) ]?(ro) < 0.

D'autte part, (10) entraîne que:

À, < +9.
1¡\ro)'

pour chaque i : l,2, ..., rn, ce qui implique (en tenant compte de (1))
que:

(12) f,@ò - t ohn(xo) >- 0,

pour tout i :1,2, ..., nt.. l)e (12) et (4) on a:

(I3) F(Ào) > F-Q,o, xo) 2 0.

I\{ais les inégalité (11) et (13) impliquent 1a condition (ii).

pour i:7,2,...,rn.
Ðe (15) et (17), pour chaque i : 7,2, .. ., nx, on obtient:

Í,(x")-),h,(x") ¿ _eh,(x.) à _eo-,

cl'où, on a :

(18) 1;(À) > F(ìt, x.) Þ - eu.

Mais, (18) entraîne f inégalité (16). I,c lernme est ainsi clémontré.

rHÍìonÈlnì 2. Suþþosolts qut,e a. < + at et qu'on a:

(19) 0<pç/e,(r) <ø.

þour l,out x e D et i : l,2, .. ,, 1n. Al,ors ),,o: a. si et seu,leruent sz,F(Ào) : 0

' fp) : {f\)l¡ e o}.

c1'où, il résulte clue

(17) À-e( f¡(* 
")

h ¡ (x.)
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Dé.monstrat'ion: l. En cffet, de la relatiolt ),n: a, ii résulte (en utili-
sant le lernme 2) que F(Ào) < 0. D'autre part, de (19) et ),¡,: s, cl'après
le lemme 4, on a F(Ào) ) 0. Donc .F(10) :0.

2. I\{aiutenant cle F(Ào) : 0 d'après le lemme 3, oI1 a :

(20) ø ( À0.

D'autre part, de -F'(À0) :0 et de (4), pour tout e;0, i1 exist¿: au
r¡oins un é1ément x. e D, tel que :

(21) -E ( f,@")-),.okt(x"),

quelque soit / :1,2, ..., nr. I'Iais cle (19) et (21), on a:

¡^ --"- < !'@lH : 1, 2, ..., m)\o 
/i¡ (.,r.) - h¡ (r.) \"

d'où, en e ruployant f inégalité h,(x") > P(> 0), ii résulte :

À^-:(urin r'@-. <suulnri' I¡G)1x =Dl,P - 
r <;<, À¡ (ø") ' L "r.- h¡(x)' l'

d'où puisqne e cst un nornbre positif arbitraire on obticnt:

(22) Ào ( ø.

Mais les inégalités (20) et (22) impiicluent l0 : ¿r.

3. Älg¡orithrnes Dour lc probléme PF

Al'gorithme 7, Al'itération n on suppose qu'on a un élément X1,--1 = D
L On prend:

(2g) ^,:,:1ä m
et on détermine un élément xL e D, tel que:

(24) lt(),,,) - e* 4 F(1,,, x'"),

où (e,,) est une suitc de nombres réels positifs, avec la propriété:

(25) lim e,, :- Q, e,¡r 1e,,.

SUR UNE MÉTIIODE 9:l

II. Si F(),,,, øi,) < 0, o1l preucl x, : xn r et otr passe à l'étape I
ùvec n f I au lieu cle ø,.

III. Si F(1,,,, xi,) > 0, alors on prend fr,: x',,. et otl passe à l'étape I
â\¡ec ,, f 1 au licu de ø.

Si on suppose que pour tout À e 1l on peut déterminet x' e D, tel
que :

F(ì', x') : stlP {F(},, x) | x e D},

alors on peu1. considére r 1a variarltc suivante de l'algorithme l.
Algoritkm.e 1.

I'. On prencl \,: Í(x, r), et on c1étermine xu e l), tcl que:

F(1,,,, x,,) : .F(?,',,).

I

II,.
opti trialer

III',

Si F(À') : 0, alors (d'après le théorème l) x,,-, est une solltiol
porlr 1e problème PF et l'algorithme s'artête.
Si f11,,,¡ > 0, alors on passe à l'étape I'avec n'll att lieu cle ø.

4. Conlt'rgcnco tlc l'ul1¡orithnie

I)ans cette section on donue cles conditions suffisantes (sur le problème
PF) afin que la suite (r,,), obtenue par l'algorithme I soit une solution
asynrptotique optirnale pollr le problème PF.

D'abord, on démontre les lemmes suivants.

I, e m m e 5. Lct suite (À,,) (obtenue par l',algorithme l) est nonclécrois-
sante.

Démonstra.tion: En c{f.et, si lì(1,,, xi,) < 0, alors puisqlTe x,L: xt,-r
il résulte (en vertu de (23)) clue À,,-,-, : 1,,.

Si F(À,,, xi,) > 0, alors on a également F(1", xi^) > 0, ce qui implique
que :

,Ait, 
(,t(',,) - l',,h,(x,,)) ; o'

cl'oìr il résulte :

Ít(*,,) - ),nh,(x,,) > 0 (i:1,2, ..., m)

l\{ais, eri utilisant (1), or-L a:

),,<44 U:1,2,...,nt)
lr¡(x")
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pouf tout 'n > no.
D'autre part, d'après le lemme 5, la suite (À,,) est nondécroissante

Cette suite est également bornée par ø (puisqLre xt e D pour tottt n, e N)
Donc on a:

lill ^, 
: À* ( ø.

Alors, en passant à la linrite en (31), on obtient :

Àx-l*:0>9=0,

ce qui est uue contracliction. Donc, U"^ ," cas al) 1e lemme est vrai.
I)ans 1e cas a2), de (23) et (28), on décluit :

(32) F(Àr,,) - "j,, 
( F(\¡,,, *;,,) < 0,

pour tout n, e N.
I{ais puisquc -F(),',,) ) 0 (d'aprés le lcurme a) de (32), il résulte :

-ei (l?/À;,ø,) (0,
't, \ 'tu 'il/

d'où, en utilisant (25), on obtient (27). Donc, dans 1e cas a2) le lemme
est égalemelrt vrai.

Le théorème suivant donne cles conditions, dans lesquelles 1'algorithme I
fournit une suite (x") qti est une solution asymptoticlue optimale pour 1e

problème PF, c'est-à-dire :

(31)

(33)

À¿+1 -1,,23;0,d,

1im ^in 
f¡(*")

t <¡<- h¡(xrr) -ail+Ø

rnnonÌnre 3. Si

(i) ø11æ,
(ä) les fonctions hi(i:1,2, ..., m) uérifient I,a cond,'ition (19), alors

la su'ite (x") (obtenue par l'algorithme 1) est une solution asyrnþtotiqwe
oþtimale þour le þroblèm,e PF.

Déntonstrøtion, : En effet, c1'après le lemme 5 et en vertu de (23),
on a:

(34) À,,(Àn,r t{ø,

.'94 STEFAN TIGAN

d'orl l'on obtient:

À,, ç min t!2_- 
^.,,,I (i(ut /?;(vr,,l

ce clui démontre 1e lemme.

Lemme 6. Si

(t) n< f co,

(ä) tes fonctions ht (i:1,2, ,.', m) uérifient .lø condition (15), ølors
il, ex'iste une sott's-swite (FQ'¡,, xi*)) cle lø suite (F(r,,, x,)) lel,le que:

(27) !,*r(^,,,' %j,;,) :0.

Démonstration: I.'algorithme 1 conduit à 1'une de situations:

a 1) il existe Lrtt no e N tel que pour tottt n > no, o77 a:

F(),,,,, xi,) S 0,

a2) il existe une sous-suite (F(Ài,, x¡',,)) de la suite (F(f,, ø,))te11e que:

(28) F(ìt¡,, x¡;) 4 0.

Supposons que nous sommes dans le cas al) et que le lemme ne soit
pas vrai. Alors, il existe un nombre rée1 0 > 0, tel qúe, poul tott n 2 n'o,

on a:

(29) FQn,, x,,) > 0,

Mais de (29), pour tott n >- no, il résulte que:

Í,(*,) - ì,,h,(x,,) > 0 (i :1,2, ..., *)

d'orì, en tenant compte de (1) et (15) on obtient:

r,Và - t, > -! > ! > o V : t,2, ..., m),
h¡(*,) " hiØ") a

ce qui entraîne que:

(30) minÍ!!ù-\,)3t0,
r <i<¿ Þ;(r,,) u

ponr tout n ) '/to: De (23) et (30) on déduit:
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pour tout n e N, d'où il résulte que:

(35) À,, ( 1im À¿ : l* ( ø.

(iÐ D est un, ensemble fermé,
(äi) les fonctions f, et h, (i : 1, 2, . . ., m) sont continues sl!,r 1,' ensemble D,

et si, l'une des deux cond.itions suiuøntes est aêrífiêe:
al) les fonctions hiø : l, 2, . . .. m) uérifient lø cond,ítion (19)
a2) l,es fonctions hi(i:1,2, ..., m) aérifient lø condition (15) et le

þroblèrne PF a au m,oins une solution oþtimø|,e, a,l.ors tout þoint limite x*
de lø suite (r,,) est une sol,ution oþtimal,e þour I,e þrobl,ème PF.

Dém,onstration : En e|fiet, x* etant un point limite de la suite (ø,),
il existe une sous-s11ite (x¡,), telle que x¡u--+x*. Mais, puisque 1es fonctions
f¡ et h,(i:l,2, ...,ru) sont continues sur D, cl'après le théorème 3
ou 4 il résulte que:

Mais, de (34) et (35), en utilisant 1e lenrme 1 et le théorème 2, on 4,,
déduit:

(36) F(^,,) >- F(r"rr) > F(À*) > F(ø):0,

ce qui entraîire que :

(37) 
l$r'1^,,¡ 

: F"" ) F(ì*).

D'autre p.rlt, d'¿rprès 1e lemme 6, il existe r111e sotls-sltite (F(),¡,,, x1*))
(de 1a suite (F().,,, xi,)) te.lle clte:

(38) l,,i_l F(^',,, *it,,) :0.

Orr deduit de Qa), pour tout ,n e N :

,1n, F(),¡,) - e¡ ( F(\¡,,, ,i,,).

Mais de (37)-(39) (en passant à la limite en (39)) on obtient f inégalité
F* < 0. Alors c1c (36) et (37) 11 résulte que :

F(À*) :0

ce quiimpliqle (d'après le théorème 2) cluc À* :ct., d'olt, cn tenati.t cornpte
de (23) et (35), il résulte (33). I,e théorèrne est ainsi démontré.

THEORÈMD 4. Si

(i) a<+@,

ø -lim ^in 
fo(n¡,)

t<¡<rn h¡(xir,)

. f,(x*)
-mln't=r=^ hnØ+)fr+ æ

Alors, puisque Ð est fermé, on a x* e D et donc ø* est une solution
optimale pour le problèrne PF,
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(ii) 1es fonctions hr(i:1,2, ..., r/t) aérifient lø condition (15),

(äi) le þrobl,ème PF ø au moins une sol,ution oþtimø|,e, ølors l,ø suite
(x,) est une soluttion a.sy,]nþtotique oþtimøle þour Ie þroblème PF.

Démonstrøtion : La démonstration du théorème 4 est similaire à celle
du théorème 3.

rrrÍionÈ¡¿n 5. Si

(i) & < + @,
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