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1. Introduction

Soit D un ensemble nonvide donné d’un espace topologique X et soit
cgalement f;:D > R, k1D —> R ({1 =1,2, ..., m) fonctions données.
Nous supposens encorc g¢’on a:

(1) k(x) >0 (t=1,2 ..., m)
pour tout ¥ € D.

La fonction f: D — R, définie par la formule :

(2) flx) = min filx)

1<i<m Ri(¥)

pour tout x = D, s’appelle fonction fractionnaire par segments.
Dans ce travail nous considérons le probléme d’optimisation suivant

(appelé le probléme d’optimisation fractionnaire par segments) :
PF. Déterminer

3) a—sup {f(x)|x < D},

olt f est définie par (2).

* R désigne 'ensemble des nombres réels.
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Un élément »* € D g’appelle solution optimale pour le probleme PF
si f(x*) = a.

Une suite (x,), %, € D, s’appelle solution asymptetique optimale
pour le probléme PI7 si:

lim f(x,) = a.

n— 00

Au probléme PF nous pouvons attacher, pour tout A € R, le probieme
d’optimisation suivant:

PF. Déterminer:
sup {min (f(x) — M%) | » = D},

1<i<m

Dans ce travail nous présentons une méthode qui réduit la résolution
du probléme PF ala résolution d’une suite de problémes PF,. Cette méthode
est similaire au procedé considéré par pDINKELBACH [1], pour la program-

mation fractionnaire nonlinéaire (voir egalement pour la programmation
(a3

fractionnaire linéaire ou pseudobooleene [2], [3], [4], [5]), ou avec la
méthode présentée dans [6] pour un probléme d’optimisation fractionnaire.

2. Quelques prepriétés préliminairves
Pour tout A € R et x € D on désigne:

F(x x) = min (fj(x) — 2&,(x)),

I<igm
(4) F()\) = sup {F(», %) | x « D}.

I)’abord on démontre les lemmes suivants.

Lemme 1. La fonction F: R — R \J {4+ o} définie par la formule
(4) est décroissante.

Démonstration : Soient A', 2" € R, tels que A" < 2". Alors, de (1),
pour chaque ¢ =1,2, ..., m, on a:

fil®) — N'Ri(x) < fi(x) — Nhy(x),
pour tout x = D. Dongc, il résulte:

min (fi(x) — A"ki(x)) < min (fi(x) — ¥'k(2)),

1<i<m . I<ism
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pour tout x = D, ce qui implique:
I(\") < F(\).
Le lemme est démontré,
ILemmece 2. 81 a< -+ oo, alors
(5) Fa) <0.

Démonstration. : De (2) et (3), il résulte que:

. i(x
a =z min M,

t<igm ki(x)
pour tout x = D. Mais alors pour tout x € D, on a:

i)
? 1
©) 5 k(%)

quelque soit i € J(x), olt:

J) =i 7 = ).

1
1(%) ]
e (6), pour tout x € D, on obtient:
Jilx) — ak;(x) <0,

quelgue soit 7 € J(x), ce qui entraine (parce que J(x) # @, pour tout
x e 1)), que:

Fla, x) = min (fi(x) — ak(x)) < 0.

7/
1<ism

Done, on a:
F(a) = sup {F(a, x)|x € D} <0.

ce qui démontre le lemme.

ILemme 3. Soit Ay = R. St F(hy) = 0, alors:

(7) a = sup f min Z!(i)_
Hi<igm ki(,’\f)

xED}sxo.

Démonstration : Ta relation F(Xy) = 0, entraine l'inégalité:

min (f{x) — Aehy(%)) <0,

l<igm
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pour tout ¥ € D, d'ott, pour chaque x € D, on obtient:

(8) fi(x) — Noki(x) <0,

pour tout ¢ & J(x). Mais, de (1) et (8), pour tout x € D, on a:
(%)

(%

—,

< Ao,

el
=

pour ¢+ € J(x). Donc, puisque pour tout x € D, J(x) # ®, il résulte que:

9 min 2 g %,
(9) in /i) 0

1<ism k,‘-(:zf)
quleque soit x = D. Mais, I'inégalité (9) entraine (7).

THEOREME 1. Soit vy € D et soit

(10) Ay — min £

1<i<m ki(xq)

Alors, x, est solution optimale pour le probléme PF, c’est-a-dive :

(i) ho = a = sup {min M]xEDl,

t<izm lisism hi(®) J
st et seulement st :
(ii) F(x) = 0.
Démonstration : 1. En effet, de (i) et (10), d’aprés le lemme 2, on a:
(11) I(x) < 0.
D’autre part, (10) entraine que:

Ny < Fil%o)
Ji(#0)

pour chaque 7 =1, 2, ..., m, ce qui implique (en tenant compte de (1))
que: :

(12) fil#o) — Noki(%0) > 0,
pour tout ¢ = 1,2, ..., m. De (12) et (4) on a:
(13) F(xg) = F(xg %g) 2 0.

Mais les inégalité (11) et (13) impliquent la condition (ii).
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2. De (10) il résulte que:
(14) Ao < 4.

Mais, d’aprés le lemme 3, la condition (ii) entraine que @ < A,, donc,
en tenant compte de (14), il résulte @ = A,. Le théoréme est ainsi démontré.

Lemme 4. Supposons que a << + oo, et que :
(15) 0 < k(%) < a,

pour tout x = D et 1 =1,2,...,m. Alors, pour fout »  f(D) U {a}*, on
a Pinégalité :

(16) F(3) > 0.

Démonstration : Evidemment, si A = fD) U{a} on a A < a. Mais,
alors pour tout € > 0, il existe un élément x, = D, tel que:

. X L
A— e < min 5L
Isism k()

d’otr, il résulte que:

(17) A—¢< fi(xe)

pour ¢ = 1,2, ..., m.

De (15) et (17), pour chaque 7 = 1,2, ..., m, on obtient:
Ji{xe) — M) =2 — eki(x.) = — ea,
d'ot1, on a:
(18) F(A) = I'(A, %) > — ea.

Mais, (18) entraine I'inégalité (16). Le leinme est ainsi démontré.
THROREME 2. Supposons que a << + oo el qu'on a:

(19) 0 < B < hx) <o

pouriout x € Deti = 1,2, ..., m. Alors Ay = a st et seulement si F(xg) = 0.

* (D) = {{(»)|~ & D}.
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Démonstration : 1. En cflet, de la relation 2, = a, il résulte (en utili-
sant le lemme 2) que I'(x,) < 0. D’autre part, de (19) ¢t 2,=a, d'apres
le lemme 4, on a I(}x,) = 0. Donc F(x,) = 0.

2. Maintenant de F(xy) =0 d’aprés le lemme 3, on a:
(20) a < A,

D’autre part, de F(x,) = 0 et de (4), pour tout £ 0, il existe au
moins un élément x, € D, tel que:

(21) — € < fi (%) — Aoki(x,),

quelque soit + =1, 2, ..., m. Mais de (19) et (21), on a:

N — —— < B g 10 m)

ki(xe) Ry (o)

d’oti, en employant l'inégalité £,(x.) = B(> 0), il résulte:

A — — < min filz) < sup{ min M| x € D],

E

g I<igm ki(x;) 1<is<m k,‘(x

d’ot1 puisque £ cst un nombre positif arbitraire on obticnt:
(22) Ao < a.

Mais les inégalités (20) et (22) impliquent 2, = a.

3. Algorithmes pour le probléme PF

Algorithme 1. A Vitération # on suppose qu’on a un élément X, ; € D
I. On prend:

(23) A, — min L=y

1<ism k(%)
et on détermine un élément x, € D, tel que:
(24) F()\N) — &, < F()‘nl x;)'
ott (¢,) est une suite de nombres réels positifs, avec la propriété:

(25) lim e, =0, ¢,,; <es,

#— 00
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II. 8i F(n, %) <0, on prend x, =x, ; et on passe 4 l'étape 1
avec # - 1 au lieu de n.

I11. Si F(»,, #;) >0, alors on prend x, = x, et on passe a I'étape I
avec # -+ 1 au lieu de .
Si on suppose que pour tout A € R on peut déterminer x" & D, tel

que:
F(n, «') = sup {F(», %) | x € D},

alors on peut considérer la variante suivante de l'algorithme 1.
Algorithme 1.

I'. On prend A, = f(x,_), et on détermine x, € D, tcl que:
F(AH«’ xﬂ) = F(7\11)'

II'. Si F(n,) = 0, alors (d’aprés le théoréme 1) x, , est une solution
optimale pour le probléme PF et l'algorithme s’arréte.
IIT'. Si F(2,) > 0, alors on passe a I'étape 1’ avec 2 4 1 au lieu de #.

4. Convergenee de Palgorithme

Daus cette section on donne des conditions suffisantes (sur le probleme
PF) afin que la suite (%,), obtenue par l'algorithme 1 soit une solution
asymptotique optimale pour le probléme PF.

D’abord, on démontre les lemmes suivants.

Iemme 5. La suite (),) (obtenue par I'algorithme 1) est nondécrots-
sante.

Démonstration : En clfet, si I(},, x;) < 0, alors puisque x, = #, ;
il résulte (en vertu de (23)) que A, ., = 2,.

Si F(),, %) > 0, alors on a également F(},, %,) >0, ce qui implique
que:

min (fi(xn) - )\nki(xn)) > 01

1<i<m
d’on il résulte:
fi(xn) - 7‘nki(xn) > 0 (7' S 5 1, 2, -, N 711).

Mais, en utilisant (1), on a:
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d’ott I'on obtient:

M
B,
=3

. )\n -1

ce qui démontre le lemme.
ILemme 6. Si
(1) a < + o0,

(i) les fonctions k; (3 = 1,2, ..., m) vérifient la condition (15), alors
il existe ume sous-swite (F(N;, %)) de la suite (F(\,, %,)) telle que :

(27) lim F(3;, %) = 0.

Démonstration : L’algorithme 1 conduit a 'une de situations:

a 1) il existe un n, € N tel que pour tout » > n, on a:

F(x, %) > 0,

a2) il existe une sous-suite (F(A;, %)) dela suite (F(x,, x,)) telle que :
(28) F(n,, %) < 0.

Supposons que nous sommes dans le cas al) et que le lemme ne soit
pas vrai. Alors, il existe un nombre réel 6 > 0, tel que, pour tout » > n,,
on a:
(29) FOu, %) > 6,

Mais de (29), pour tout # > #,, il résulte que:

ft(xn) - 7\n}"-”i(;\”.n) 2 6 (/L = 1' 2' ey m)

d’ott, en tenant compte de (1) et (15) on obtient:

fl‘(”n)___)\ > 8 >.2>0 (12:1,2,...,1%),

LHEN) ki(xy) i
ce qui entraine que:
(30) min %) 5 > 80,
1gism k,’(x,,) o

pour tout # > n, De (23) et (30) on déduit:
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(31) )\n+1 — )\n z ’9 > 0;
o
pour tout # = n,.
D’autre part, d’aprés le lemme 5, la suite (3,) est nondécroissante.
Cette suite est également bornée par a (puisque x, € D pour tout » € N).
Donc on a:

3 e K
lim A, = A* < a.

Alors, en passant a la limite en (31), on obtient:

M nk=032 >0,

o

ce qui est une contradiction. Donc, dans le cas al) le lemme est vrai.
Dans le cas a2), de (23) et (28), on déduit:

(32) F()\jn) o ejn < F()\J xj{n) < O’

pour tout n € N.
Mais puisque (A ) > 0 (d’aprés le lemme 4) de (32), il résulte:

g < F(Ajn' xjn) < 0’

1"

d’oft, en utilisant (25), on obtient (27). Donc, dans le cas a2) le lemme
est également vrai.

Le théoréme suivant donne des conditions, dans lesquelles I'algorithme 1
fournit une suite (x,) qui est une solution asymptotique optimale pour le
probléme PF, c’est-a-dire:

(33) IM(mn&@%w

oo \1<i<m k(%)
THEOREME 3. St
(i) a < -+ oo,
(ii) les fomctions k(¢ = 1,2, ..., m) vérifient la condition (19), alors

la suite (x,) (obtenue par l'algorithme 1) est wumne solution asymptotique
optimale pour le probieme PF.

Démonstration : En effet, d’aprés le lemme 5 et en vertu de (23),
on a:

(34) 7\u S 7\117171 < a,



96 STEFAN TIGAN _ 10

pour tout » = N, d’olt il résulte que:

(35) A< lm A, = A% < oa.

k—r00

Mais, de (34) et (35), en utilisant le lemme 1 et le théoréme 2, on “
déduit :

(36) F() 2 FQwyr) 2 F(3*) > F(a) =0,
ce qui entraine que:

(37) lim F(,) = F* > F(a%).

o

D’autre part, d’aprés le lemme 6, il existe une sous-suite (N, %))
" in
(de la suite (F(3,, ;) telle que:

(38) lim F(x , %j ) = 0.

H—=rCQ

On deduit de (24), pour tout » = N :
(39) F()\j”) ] &j” < F()\j”, x,'-").

Mais de (37) —(39) (en passant a la limite en (39)) on obtient I'inégalité
F* < 0. Alors de (36) et (37) il résulte que:

F(3*) =0

ce qui implique (d’aptes le théoréme 2) que A* = @, d’ofy, ¢n tenaut compte
de (23) et (385), il résulte (33). Le théoréme est ainsi démontré.

THEOREME 4. St
(i) a << -+ oo,

(i) les fonctions k(i = 1, 2, ..., m) vérifient la condition (15),

(iii) le probléme PF a aw moins une solution optimale, alors la swuite
(%,) est ume solution asymptotiqgue optimale pour le probléme PF.

Démonstration : 1,a démonstration du théoréme 4 est similaire A celle
du théoréme 3.

THRORBME 5. St

(i) @< + o,
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(i) D est un ensemble fermé,

(ii1) les fonctions fyetk, (i = 1, 2, ..., m) sont continues sur l'ensemble D,
et si Pune des deux conditions suivantes est vévifiée :

al) les fonctions k(i =1, 2, .... m) vérvifient la condition (19)

a2) les fonctions k(i = 1,2, ..., m) vérifient la condition (15) et le
probléme PF a aw moins une solution optimale, alors tout point limite x*
de la suite (x,) est ume solution optimale pour le probleme PF.

Démonstration : En effet, x* etant un point limite de la suite (x,),
il existe une sous-suite (x; ), telle que x; — x*. Mais, puisque les fonctions
fiet k(i =12 ..., m) sont continues sur D, d’aprés le théoréme 3
ou 4 1l résulte que:

. . fi(w . fi(@%)
a = lim | min —”( in) = min 22—,
nooo \Li<m k(%) 1<ism K (x*)

Alors, puisque D est fermé, on a x* « D et donc x* est une solution
optimale pour le probleme PF,
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