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Introdueti'on

Dans la théorie des problèrnes de 1a programmation mathématic¡re à
plusieurs fonctions objectifs interviennent les notions de solution efficiente
et proprement efficiente. Étant donné un problème de programmation
vectorielle, l'ensemble des solution efficientes ne coincide, généralernent,
pas avec l'ensemble des solutions proprement efficientes (voir [2]). Dans
cette note on:montre çLue ces,deux ersernbles as de la
l)rogrammqtion vectorilelle fractionnaire. Ce r à I'aide
d'un résultat similaire d.l rsqniueN¡r [3] pour ctoriellc
iinéaire.
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Ì-ormulation du problemc, notations et définilions

On considère la foncttot:' z

X : {x e'RlAx: b,,x> 0}

A étant une matrice réelle donnée m x n dimensionnelle, et Z¡ un
donnée de R'. Pout un élément arbitrairç ,fr e'X;9n,a, 1,, | ,;

' ': : . il: ,ì. :

z(x) : (zr(x),. . ., ,o@)). ' :. . ;:. i.
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on considère paf 1a s',rite, la problème cle programmation vectodelle
suivant :

(P\r) . Détetrniuer xo e X tcl que:

(1) xr e X eL z(xl)) z(xo) implique z(x1) : 71at¡'

I,orsclue d.ans le problème (PV) 1a fonction z'.x -- R/' a la forme :

, \ lþr, x\ (¿1, *) Iz\x) - l@*,' ' ' ', (d,, Òl'

on obtient le pr-oblèrne d.e la programmation fractionnaire (lv,,F(Cl ,DJl:
ái i,,- a,-t¿ i i,z, ...,1a) sont^veõteurs donnés de R", C et D sont les

*utii."Å 'c : (r,, ...itoi, D :-(d,, ..., do) et (a, x) désigne le produit
scalaire des vecteurs ø et x de R.

I)'une mauière siLnilaire, lorsque :

z(x) - ((h,, x) ..., (ko, x)), (lt', ' p", i - 1,2, " '' lt')

le problème (PV) est dénommé le problème de la progra_mmation vcctorielle
iitr'¿"it" (Pvi,(ff)), H étant la mãtrice H.: (h'y-.':', hh)'-^ --nJ¡1',øt¿oä i'.' x, = x s,app_ele solution'fficiente pour le problème

(P\r) si ø0 r.erifie la condition (1).

Soient x, xo d-e X z(x) : zt(x), ..,, zo@)) et j = I{ - {1,2, " '' h}'

orr <lésigne par: 
x¡@o) : {x e xlz¡(x) > ,¡(xo)\,

K(*') : {i = KIX¡(xo)+ Ø},

, K(x, *o) : {i = Klzn@) < z¡(xo))'

Définitiott,2,. (cnorr.,nroN [1]) .Une solution efficiente r0 du problème
(l'V) siappele ¡ropi'üri"1-t¡¡;tlri,tà's'il existe r ) 0,tel que pour tout 7 e
L iilr'¡^lt x'e X¡(xo) ii-existe i e K(x, ø0) te1 clue:

z¡(x)-zi(xo) ar.
z¿(xo) - z¡(x)

Ilóswltuts
par la suite nous considérons le problème d.e la programmation vectoriel-

lc fractiontrairc (PVF(C, /))),- 
Èr, "" 

qui coicernd tâ tóí"tion objectif du problème (PVF(C, .D)) nous

stlpposons elrcore cltlc pour tottt i e I{, on a"

(2) (d,, x) ) 0, quelque soit x e X'

I,e résultat principal d.e cette note s'obtient, tout de suite, à I'aide du

r-ésnltat d'Isermänn ôncernant la programmation vectorielle linéaire ct
des lernmes suivants.
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Soit xo e X. Posons

H : (14 kr, . . ., ho|,

oìr pour tottt i e 1(, on a:

(2') h¿ : (d¿, xo)c¡ - (c,, xo)dr.

I,emme l: xo e X estunesolut'ionfficiented,uþroblènt'e (PVF(C,DD
si et seuletnent si x0 est une solution fficiente þour lc þroblème (PVI.(HÐ.

I)émonstratioø.' Nous écrirons :

z(*) : ((hr, x), ..., (ho, x)).

(a). Soit z0 une solution efficiente pour le problème (PVF(C,D)).
Supposons que ø0 n'est pas une solution efficiente pour le problème (PVL(H)).
11 résulte alors, qu'il existe xr e X, tel que:

z(xr)2 z(xo) et z(xL)* z(xo).

C'est à dire, on a :

(3) (h,, xt)Z (h¡, xo), i e K,
et i1 a io = I{, tel que :

(4) (h¡", x') ) (k¡", xo).

Mais, de (3) et (4) il résulte:

(5) ((d,,, xo)cn, xr) - ((rr, x})d.,, xt)> ((dr, xo)cn, xo) - ((cr,xo)d,, xo) :0,
pour tout í e K, et pour i: io on a l'inegalité stricte.

Maintenant, en tenant compte de (2) et (5), pour tout i = K, on ob-
tient:

z,(xt) : i,-,4,, Eä : z ¡(xo ),

et

" z¡,(%') > zt"(xo),

ce qui contredit la supposition que ø0 est une solution efficiente pottr Ie
problème (PVF(C, D)).

(b). I,a démonstra.tion de la deuxième partie du lemme cst semblablc
à celle de Ia prémière partie.

Par la suite; nous nous servirons des notations:

(6) z¡(x) :94U = x),r\ , 
@¡,,t)

X¡(*o): {x e Xl(k¡, x)} (h¡, ,t')} (j e I{),
R(*o) : {i = Klx¡ (xo)+ Ø},

K(x, xo) : {i = Kl(h,, x) < (k,, xo)}.
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llc (2), ('2') et (6) on déduit lacilement lcs relations''sttivatrtes:'

(7) X¡(*o) : X¡(xn), 1¡ e'rQ, x1x'¡ - I((xo) ct

R(x, xo) -. I((r, xo) (x = CX).
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R.cçtr le 23. XI. 197.1ne solutiòn þrotþrcttt'cttt" ryírirntr' pou,
,nt..!:i xo cst xme sllxt'tiolt, þroþrcm'uot

proprerrient efficiente Pour
e*iste uir ø > O;.,tel qtte þour
= I{(x,4)' teT Qlrc :i :

(e)
z1(rJ' ' ,,¡*or'

z¿(tnl z¡(x\
(ø"

l{ais, de (2'), (6), (B) et (9)', on:dédtiit: '

(h¡' *)

(10) ø ,','?i:!,'::;'' : (h¡, .r) - (h¡, xo) -f
å2

(cl¡, x)(tl¿, x-o.l',

t ir - X(*o) eti x e X¡(xo\'ï|, existeDe (7) ct (10) iI íésäl-e qùe pourrìtou'
:

trniel{(r,x), tèlque: '1j :,
(h¡,,r.) - (h¡, ro\

(h¡'. 14) 1þ¿,,.'*)
</


