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Introduetion

Dans la théorie des problémes de la programmation mathématique a
plusieurs fonctions objectifs interviennent les notions de solution efficiente
et proprement efficiente. Etant donné un probléme de programmation
vectorielle, I'ensemble des solution efficientes ne coincide, généralement,
pas avec Pensemble des solutions proprement efficientes (voir [2]). Dans
cette note on:montre que ces. deux ensembles sont égaux dans le cas de la
programmation vectorielle fractionnaire: Ce - résultat a été obtenu & l'aide
d'un résultat 51m11a1re d’ ISERMANN [3] pour la programmation vectorielle
linéaire.

Formulation du prohleme, notations et définitions

On Con51dere la fonct10n 23 X — R" ott
—{xéR”/Ax—b x> O}
A étant une matrice réelle donnée m X # ‘dimensionnelle, et b un vecteur

donnée de R™ Pour un élément arbitraire x € .X; on a;..

2x) = (2(x), ) 2 (%).
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On considére par la suite, la probleme de programmation vectorielle
suivant :
(PV). Déterminer x° € X tel que:
(1) xt e X et z(xt) > z(x°) implique z(x) = z(x°).

Iorsque dans le probléeme (PV) la fonction z: X — Rk a la forme:

z(x) = ((61’ A . e, x)),

(dy, %) (dp %))

on obtient le probléme de la programmation fractionnaire (PVE(C, D)),
ot ¢;, d; (1 =1,2, ..., k) sont vecteurs donnés de R*, C et D sont les
matrices C = (¢, « .., ¢), D = (@1, ..., d}) et (a, %) désigne le produit
scalaire des vecteurs a et x de R

D’une maniére similaire, lorsque:

2(x) = (b, %) .., (g %)), (h; « R, 1 =1,2, ..., k)
le probléme (PV) est dénommé le probléme de la programmation vectorielle
linaire (PVI(H)), H étant la matrice H = (b, ..., hy).

Définition 1: x* = X s'appele solution efficiente pour le probléme
(PV) si x° verifie la condition (1).

Sofent x, x® de X z(x) = z(x), ..., z,(%) et j = K = {1,2, ..., k}.
On désigne par:

X;(x0) = {x = X/z(x) > z(x°)},
K(x*) = {j = K|X;(x*) # 9},
K(x, 20) = {i € K/z(x) < 2,(x°)}.
- Définition 2 (crorrrioN [1]) Une solution efficiente x® du probléme
(PV) s’appele proprement efficiente s'il existe v > 0, tel que pour tout j €
e K(x) et x € X,(x0) il existe ¢ € K(x, x°) tel que:

5 =5t _

2(#%) — z;{(%)
Résultats
Par la suite nous considérons le probléme de la programmation vectoriel-
le fractionnaire (PVEF(C, D)), : '
En ce qui concerne la fonction objectif du probléme (PVF(C, D)) nous
supposons encore que pour tout ¢ € K, on a:

(2) (d;, ) > 0, quelque soit x < X.

Ie résultat principal de cette note s'obtient, tout de suite, a 1'aide du
résultat d’Tsermann concernant la programmation vectorielle linéaire .t
des lemmes suivants.
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Soit x* = X. Posons
H = (hy, by, ..., 1),
olt pour tout ¢ € K, on a:
(2) hi = (d;, 2°)c; — (¢, 2°)d;.

- Lemme 1: x° = X est une solution efficiente du probléme (PVEF(C,D))
st el seulement s1 x° est ume solution efficiente pour le probléme (PV L(H)).
Démonstration : Nous écrirons :

Z(x) = ((hli x)' c (h’ki x))

(a). Soit x® une solution efficiente pour le probleme (PVE(C,D)).
Supposons que x° n’est pas une solution efficiente pour le probléeme (PVL(H)).
Il résulte alors, qu'il existe x! = X, tel que:

z(xh) = z(x°) et z(xY) # z(x°).

C’est a dire, on a:

(3) (h;, )= (B, x°), 1 € K,
et il a 7, € K, tel que:
(4) (hiy %1) > (hs,, %°).

Mais, de (3) et (4) il résulte:
) ((dy, 2°)c;, 21) — ((cir 2°)ds, #7) 2 ((di, 2°)cy, 2°) — ((c0s2%)d;, 2°) = 0,

pour tout ¢ € K, et pour 7 = ¢, on a l'inegalité stricte.
 Maintenant, en tenant compte de (2) et (5), pour tout 7 € K, on ob-
tient :

(s %) (ci, #°)
2;(xl) = = z.(x0
i( ) (d,‘, xl) (d‘, xo) z;(x )J
et
. 2i (%) > zi,(2°),

ce quj contredit la supposition que x° est une solution efficiente pour le
probléeme (PVEF(C, D)).
. (b). La démonstration de la deuxiéme partie du lemme est semblable
a celle de la prémilre partie.

Par la suite; nous nous servirons des notations :

(6) 2i(x) = (e #) (s e K
J( ) (d], x) (.7 ).v

X (x0) = {x  X/(h;, x) > (b, 2°)} (j = K),
K(x) = {j < KX, (») # 9},
R(x, »0) = {i = K/(h, )< (b, 2°)}.
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De (2), (2) et (6) on déduit facilement les relations.suivantés :’

(7) . X;(x0) = X;(°), (j €°K), K(x%) = K(x°) ct
K{x, x%) = K(x, x*) (x € CX).
Lemme 2@ Soil R 2

pour tout i & K. Alors x4 € X est une solution proprement cfficiente pour
le probléme (PVE(C, D)) si_ét seulement s x° est une solution proprement
efficiente pour le probléme (PVI(H)). . LA A _
Démonstration : (a). 'Soit & une solution propremient- efficiente pour
le probleme (PVF(C, D)). Il réstlte alors, it'il existe uir o > 0,tel'qtte pour
tout j € K(x0) et x = X;(x%)"il existe un i € K(x, «°) tel que:"

z,(x) — zj(x%)

< o
®) ) —
Mais, de (2, (6), (8) et (9), on’ déduit: -
(B, %) L | _
(10) o 5 4D s (ko) = O W) (e Oy ) (D — Uy 2% Y
| T e e 20 — (b ) (g Dty #Y) (0 a0) = (b 2B

(diy 2)(dis 2%
De (7) et (10) if tésiili¢ que pouritout 73 = K(x) etix = X;(a0) il existe
iﬁlie-[?(xtm‘xo)t tQIQUG R e S LT LA LR B R L E e e
(hj, %) — (hj 57) "

(hs, 2% — (hy,-%)
42 .I "o W R T ]
ott ¥ = 2 ~ (). Mais, ceci signific (voir la définition 2) que »° est une
2 \ T

solution efficiente pour le probleme (PVL(H)). :

(). La démonstration de la partie (b) du'lemme est seniblable & celle
dde la partie (a). . , e e

THRORTMT: Stpposons 'remplic la ‘condition (8). Alors, x' & X est
une solution proprement efficiente pour le probléme (PVF(C, D)) si et seule-
ment si x, est une solition’ efficients pour le probléme (PVF(C,'D)).

Démonstration : Supposons qué: 2% est .une solution efficiente pour le
probléme (PVE(C, D)). Alors du lemme 1, il résulte que 2% est une solution
cfficiente pour le probléme (PVL(H)), d’oi1, en vertu dn théoreme 2 de [3],
on déduit que 4% est une solution proprement efficiente pour le probleme
(PVL(H)). Ensuite, on déduit du lemme:2 que &% ¢st une solation propre-
ment efficiente pour le probleme (PVE(C, D)). Ceci achéve la démonstra-
tion. i ' 8 L Vs
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