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SPLINE-SYSTtrNIE UND BESTE APPROXIMATION VON

STBTIGEN I-.INEAREN F UNKTIONAT,EN
voll

WEI{NDI{ HAUSS\IANN

(Duisbutg)

Bei der klassischen SPline-In
Nlinirnaleigenschaften sowie Appro
Funktionale betrachtet. Drlr,vos-sc

S¡rstem betlachtet,
ineare Funktionale
fort, uud ztvat liit
Banach-Raum ist'

1. VollstÌindige normierte Spline'Systemc

(X,P,U,H)heißteirruoll'stiind'igesnornúertesSþtinc_Systclt,l,,Tat|s

ilbert-Raum (äber R oder C)'

e und. idemPotente Abbildung'
re u'rd surjektive Abbildung'
o11

Irr-UPJImU(id.-P)'
lHiertrei 'trerstehc' u'iL ttnter Im g d'as Bi1<1, unter I(er I irn folgenden clen

k"rrr der lirrcat't'tr ;\irbildung 9)'
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Fordern wir darùber hinaus noch

(") Ker U fl Ker P : (0),

so nennen n'ir das r.ollständige normierte Spline-System (X, P, U, H)
eind,eutig.

Es erfülle (X, P, U, H) die Bedingungen (i) - (iii). s € X heißt
Sþline-Element zu, einent' gegebenen x e X, wenn gilt:

Ps: Px,

llutll"< llUlll.' fúr alle t e X mit Pt: Px.

Damit können rvir folgenden Satz formulieren (vgl. [ ]) ,

snrz 1.

(l) (X, P, (J, H) erfülle (i) - (iii). Dønn gilt:: (X! P, U, H)'ist cirø

aollständ.'iges normiertes Sþline-System (d..k. es erfùllt øuch (iv)) ge.nau dann,
uenn Px-ei.n Sþline-Element für x ist (und' zuar füt alle x = X).

(2) Getten fi.ir (X, P, U, H) die Bed,ingungerr (ù - (iv), øsl x e Xwntl
so ein Sþtine-Elernent für x, so h,aben uir d,ie folgenden Mintnr,aleigettst:høf-
ten :

(M1) llUsoll"<llulll" für ølle t e x * Ker P.

(wz)llu(x - so)ll"< llu(ø - s)ll, für ølle s e Im P @ (Ker Ufl l(er P).

2. Das dualo Spline-system und beste Approximation von stetigen lirre¿rrerr

Funktionalen

Ztr Konstruktion des dualen Spline-Systems gehen rvir aus vol1 cllrc11ì

vollständigen normierten (aber nicht notwendig eindeutigen) Spline-Systcm
( - ötigen wir den 

-fol-gende-nen-X,Y und' Z Bqnaclo-Rriutne und, U
e Abbild'ung uon X øuf Y souie Il c'ine
s ch Z. Da'nn gibt es genã'u ei,ne sl'ctigc
Linetrrc Abbi,ld,ungQ:Y -+Z mit p:Q"U.

Damit beweisen wir
sxtz 2. Es sei (X, P, U, H) ein aol,l'stri'nd,iges normierte,s Sþline-System'

Dann gibt es e'ine 
'Orthogonatþrojehtion Q: Ii -, H, so daþ d'as folgcnd'e

I)iagramtn l¿oru,ntutatia uird' :

U
x-_>H

Pl lo't tT .r-X ->IT

ße Ket U P folgt mit dem -oblgen 
Hilf:satz'

dafJ es eare Abbilduãg- Q 
" 
H -> H gibt n!t,Q.U.:

: (lP. is: x e X, so gïbies lvegen der Surjektivität
von U ø, also ist

Qx : QUxo: UPxo'

Die Unabhängigkeit t'on Qx t19n .d9rn..Repräsentantet 
xo e t/-t(r) folgt

d.araus, daß Ttir jedes ø, e (l-r(x) gilt:
no - xt e Ker U çKer UP,

d'. h' Qx: (JPxo: (JPxt"-J"4.t z.e rm,Q hat also die Forrn z: UPzo

i,.it "iit"ttt 
geeigniten zo e x' Darnit rvirrl

Qrx -: QQPxo) - UP(Pxo) : UP'xo: UP:vo: Qx'

on ist, rveisen rvir die
. Es seien daztt xo ttnd
wegerl (iv) (rnit clem

(()x, y)o: (JPxs, Uyo)r: (UPxo, UPlto -l U(idx - P)yò,:
: (UPxo + U(idx - P)*o, UPyòu: (Uxs' UP¡'o)':

- @, QUYr)o : @, Q)')o'

Aus der I(ornr:r-rutativität des Diagramms in satz 2 erhalten r'vir durch

lransponieren clas folgende komrnutative Diagramrn:

U'
X'4-H'

P'l I o'

*'uu' lr'"

Dabei siild x' und ,I1', die Ranachräu.me der stetigen linearen Iluuktionale
ãuf X fttnu. H, rrið. P;, Q' ttnð. U'sind die beireffendcn tr.ønsþ-ott'icrten

iit'ilau,ngrn'. wrt c7t P', Q'*nd U.' stebig-.Aus cler- Sur-
jcktivität" r,on LI r.on U1 aþo existie.rt die Umkehrung
'lA, : (i.i,¡-r. t, ter R' P'lrn.u, dic Einschränkung
rron P' auf Im

;,ff, ;îi';;;;;;å
'ist zuør unab'

'u'ì,sÅ!:^::.ï, #i!L Da r'r u - H
Closed Range Theorem (vgl. rvr,or<a
st, also ist hn U' ein lSanach-Ralrrn'
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(ii) 1?' : P'ltu,u, ist offenbar liuear und stctig. \iv¡egcn P'U' : U'()'
folgt

Im R' : Im(P'lr"'c',) q fm U'Q' C Inr U',

trncl f-ür r € Ln U' gilt

R,zx : R,z(j, xo) : R,(P'U' xo) : ll'(U'Q' xo) :
: P'(u'Q'xo) - lt'(P'u'xo) - P'u'xo -= IL'x'

D¿i;nit ist 1l' idetnPotcnt.
nstruktion surjektìr'. Dic Stetigkcit
phiesatz r.on Banacir und dern Closerl

i,ååäi'ì1ïåîl' iT, j:åäïfi l' 1ïìì
also ist úV, -: (LI,¡-r stetig.

(i.') Äns den lìeziehungen P'U' : U'Q' uucl (icl"' - P')U' .:
()'(ídrt'- Q') folgt

Q' : I4/'P'u"

tdn, - Q' : IU'(id*' - P')U'.

Wir zeige¡ jetzt, daß Ç' uncl icls, Q' Orthogonalp_rojektionen sirr<J, ulrcl
zn,ar olirc Beschränkuñg der ,i\llgcmcinheit für Ç'. Ðie fdcmpotc'rrz ft.'lgt
u'nrìttelbar aus Q2 : 0. Wir rnüsðen also noch dic S-vrrunctrie nachri'ciseu.
I)azrr vcrrvetrclcn rvir die l3eziehung

Q: j-z"Q'"j'

die ltir die sytnrnetrische Abbildun ' Q gilt (vg!. r,vr,oxÂ I9l)' Hierrbci-ist

i: Ll -, 1/' di¿ kanorrische Isometrie von -FI a:ul If'. Wir criraltcn ftir bclic-
i-'igc r', -t,' = 1l' (r'gl. [3]) :

(x', Q'¡,')tt, :. (j-t*', j-tQ'ij-ty'),, : (j-'x', Qj-ty')u :
: (Qj-rx', j-'j'), : (jQ:j-'x', !'),t' .= (Q'x', 1")n,. '

Nul sincl Q', uucl id,,,- Q', snpplem.eutäre orthogonallxojektoren, aiso gilt

Q'h: L (id¡¡, - Q')h," I'är alle h', /1" '= H'.

Sinci also M', %" e In (J' gegelleu, so gibt es h,', lt" c' H' rr¡it 11' "' [i'l¿'
rtnd Il" : U'h", Darrrit folgt

\il, R,u, - IA, f),u, : l4/' P' L'/t' =: Q'lt' 1 (iclri. ()')h," :
:W'(idx,- P')(i'Jr" - I4/'(idl'- P')u," -- ll" (id,,,,,, - R')il',

d.h. die Orthogoualitätsbeziehung

In Il'll' I lrn Il'(;clt, - /?')

ist ber,r,icscn.

SPLINE-SYSTEME T7

(v) Ztn Nachrveis der Bindeutigkeit sei W'1t' : 0 fär !' e Int U''
Dann gilt

0 : U'W'y' : idr-u, y' : )".

Sornit ist Ker W' : (0), also ist auch Ket W' f-) Ker 1l' : (0) erÎällt'
Mit Hilfe von Satz I erhalten rvir aus Satz 3 die
r.or,GERUNG.,Sei (x, P, u, H) ein aollstàncliges norntiertes pplinc-

Sysletn. Dønn gilt .fi.ir x' e IÍn -Ü' 
be zi.iglich cle s tlLtctlcn. Sþlitoe -Systcnt s

(hn U', R', I,I/', H'):
(M1') llI4/'1?'x'lly, <llW'y'il*, fi.i,r atlc y' = Im U' tttit ll.'y' : p'*'.

(ìI2') llW'(x' - R'x')llx' { llIA'@' - t')lly, für alle t' e Im R'.

Ausgehend von clicser Aussage betrachtet SCHEi\{PP 17l die__bestcr

Approxiñration voll stetigen 1inèart n Funktionalen. I¡rühere lJnter-
stidh,rttg"u gehen auf scñopxnpnc tB] sowie DErrvos-scHDMPP ll,2)
zurtick.-Wir"folgen [7] und setzen voraus, daß (X, P, U, f/) ein vollstâlrc1i-
ges normiertes-Sp1iné-S),stem ist mit reellen H'il.beyt-Rtitntten X 

'nc1 
.f1.-' Istf e X'eii stetigês lineares F'tlnktional mit/lr<*--u : 0, so bervcist

scn4upþ f7], daß es einen eindeutig bestimmten acral.l'gurici'ncrten Pt'qt¡o-
I{crn h¡ e H gibt mtt

Í(*) : (U(x), h), für alle x e X.

I)arnit erhält rnan rnit Hilfe der Folgerung zt Salz 3:
sa'rz 4 (scnnnrr l7l) Ls sei t ê X'. F-i,ir jedes f = X' y!ít f.l''5, ,.:

: llr<., u ist ir:: P'f ein, Alt.proximalioto aon. l, dic øøtf Kcr U nt"it I 'ilhcr-
einsti.ntmt. Es gilt aLso

l(x) : Í,(x) -l (U(*), h,-t,)n.

Dawr. gitt: Dic oþtint,ale Aþþrc,xitnaliou. aon I in dcnt, sin,nc, dnfi die l{ornt,
des Rèsiglied-I{eins ntininiaL uirrl, tl. h. dø /3 gilt

il¡, ¡"11,, 4llht À'"'
wírd, geliefa

õi"s"t rakte Fassung l'L's rberg
clat, der <1i on \ron stetigen iirr n inr
Sjnire von plines rtutersucht ( t8l)'

-t 5
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OPÉRATEURS D'INTERPOI-.ATION DANS DES ESPACtrS
ABSTRAITS

par

MIRCEA IVAN

(Cluj-Napoca)

Dans ce travail nous tâchons de mettre en évidence quelques propriétés
que possèdent les opérateurs d'interpolation. Pour commencer nous en\/isa-
geons une définition trouvée dans l'ouvrage ,,Teoreme de medie din analiza
matematicä çi legätura lor cu teoria interpolärii" put ET,ENA PoPo\¡lcIU
t1l.

Soit donné X un espace linéaire sur le champ 1( et S un de ses sotls-
espaces.

Si l'oþérøteur U : X --. X uérifie les cond'ilioils :

1) U(ø) e 5 lx e X;
U(*):x \xeS;2)

ølors nous dirons que Ie sous-esþ&ce S est interþolatoire þar raþþort à I'oþéra-
teur U.

Soit Ql l'ensemble des opérateurs linéaires définis sur X, aux valeurs en
X, U e Ql impliquant U2: U. On constate que les sous-espaces U(X)
sont interpolatoires par rapport aux opérateurs U.

Ayant désigné par I l'opérateur identique nous avons défini l'opéra-
teur complémentaire de U : rJ : I - U. On établit facilement les relations
sui\¡antes :

1) U = Q,l.;

2)

3)

U:U;
UU:UU:O;


