MATHEMATICA — REVUE D’ANALYSE NUMERIQUE
ET DE THEORIE DE L’APPROXIMATION

L’ANALYSE NUMERIQUE ET LA THEORIE DE L’APPROXIMATION
Tome 4, N° 1, 1975, pp. 13 — 18

SPLINE-SYSTEME UND BESTE APPROXIMATION VON
STETIGEN LINEAREN FUNKTIONALEN

von

WERNER HAUSSMANN

(Duisburg)

Bei der Kklassischen Spline-Interpolation werden Interpolations- und
Minimaleigenschaften sowie Approximationsaussagen fiir stetige lineare
Funktionale betrachtet. prrvos-scugmpp [1] fithrten den Begrill des
Spline-Systems ein und untersuchten diese Eigenschaften im Rahmen ciner
funktionalanalytischen Theorie. Unter schwiacheren Voraussetzungen als
bei pELVOS-scEEMPP [1] wurde in [5] das duale Spline-System betrachtet,
aus dem sich Approximationseigenschaften fiir stetige lineare Funktionale
horleiten lassen. Wir fithren diese Untersuchungen hier fort, und zwar fiir
den wichtigen Fall, da@l der Spline-Grundraum X ein Banach-Raum ist.

1. Vollstiindige normierte Spline-Systeme

(X, P, U, H) heifit ein vollstindiges mormiertes Splinc-System, falls
gilt :
(i) X ist ein Banach-Raum, H ein Hilbert-Raum (iiber R oder C).
(i) P:X — X ist eine stetige, lineare und idempotente Abbildung.
(iii) U: X — H ist cine stetige, lineare und surjektive Abbildung.
(iv) Es gilt die Orthogonalitétsrelation

ImUP | ImU(id¢ — P).

{(Hierbei verstehen wir unter Im ¢ das Bild, unter Ker ¢ im folgenden den
Kern der linearen Abbildung ¢).
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Fordern wir dariiber hinaus noch
(v) Ker U M Ker P = (0),
so nemnen wir das vollstindige normierte Spline-System (X, P, U, H)
eindentig.

Es erfiille (X, P, U, H) die Bedingungen (i) — (iii). s € X heilit
Spline-Element zu einem gegebemen x € X, wenn gilt:

Ps = Pux,
Us|lg< U, fir alle t € X mit Pt = Px.

Damit koénnen wir folgenden Satz formulieren (vgl. [4]):

SATZ 1.

(1) (X, P, U, H) erfiille (i) — (iil). Dann gilt: (X, P, U, H) ist cin
vollstindiges normuevtes Spline-System (d.h. es erfiillt auch (iv)) genaw dann,
wenn Px ein Spline-Element filr x ist (und zwar fir alle x € X).

(2) Gelten fiir (X, P, U, H) die Bedingungen (i) — (iv), ist x = X und
so ein Spline-Element fiir x, so haben wir die folgenden Minimaleigenschay-
ten !

(M1) Usollg < WUty fiir alle t € x 4 Ker P.
M2)|U(x — so)llg< |1U(x — $)|lg fiir alle s € Im P @ (Ker U Ker P).

2. Das duale Spline-System und beste Approximation ven stetigen lincaren
Funktionalen

Zur Konstruktion des dualen Spline-Systems gehen wir aus von cinemn
vollstindigen normierten (aber nicht notwendig eindeutigen) Spline-System
(X, P, U, H). Als Hilfsmittel benstigen wir den folgenden

HILFSSATZ (SARD [6]). Es seien X, Y und Z Banach-Riume und U
cine stetige, lineare und surjeklive Abbildung von X auf Y sowie R ecine
stetige lineave Abbildung vonw X mach Z. Dann gibt cs genau eine stefige
lineure Abbildung Q:Y —Z mit R =Q o U.

Damit beweisen wir

sa1z 2. Es sei (X, P, U, H) ein vollstindiges normieries Spline-System.
Dann gibt es eine Orthogomalprojektion Q: H — H, so dafi das folgende
Diagramm kommutativ wird :

U
X—>H

2l le

X_~,H
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Beweis. Wegen Ker U C Ker UP folgt mit dem obigen Hilfssatz,
daB es genau eine stetige lineare Abbildung Q: H — H gibt mit QU =
— UP.Q ist idempotent ; denn ist x = X, s0 gibt es wegen der Surjektivitit
von U ein x, € X mit Ux, = %, also ist

Qx = QUxy = UPx,.

Die Unabhingigkeit von Qx von dem Reprasentanten x, < U-1(x) folgt
daraus, daB fir jedes x, € U~l(x) gilt:

%o — %, € Ker U C Ker UP,

d. h. Qx = UPx, = UPx,, Jedes z € Im 0 hat also die Form z = UPz,
mit einem geeigneten z, € X. Damit wird

0*x = Q(UPx,) = UP(Px,) = UP?%, = UPx, = Qx,

also ist ¢ idempotent. L) : I

Um zu zeigen, daB @ eine Orthogonalprojektion ist, weisen wir die
Symmetrie von ( nach (vgl. DELVOS-SCHEMPP [1]). Es seien dazu x, und
3y, Urbilder von x bzw. y beztiglich U. Dann wird wegen (iv) (mit dem
inneren Produkt (.,.), in H)

@x, Y)u = (UPxo, Uygly = (UPxo, UPyy -+ Ulidy — P)yo)u =
= (UPx, + Ulfidy — P)x,, UPyo)y = (Ux,, UPyo)y =
. (x' QUyO)H = (X, Qy)H‘

Aus der Kommutativitit des Diagramms in Satz 2 erhalten wir durch
"Iransponieren das folgende kommutative Diagramm :

UI
XI(___HI

g e

X'«———H'

Dabei sind X’ und H’ die Banachraume der stetigen linearen Funktionale
auf X bzw. H, und P’, Q' und U’ sind die betreffenden transponierten
Abbildungen. Mit P, () und U sind auch P’, Q' und U’ stetig. Aus der Sur-
jektivitat von U folgt die Injektivitat von U’, also existiert die Umkehrung
W' = (U)-t: Im U’ — H'. Ist weiter R’ = P'lim dic Finschrinkung
von P’ auf Im U’, so erhalten wir

satz 3. Ist (X, P, U, H) ein vollstindiges normiertes Spline-System, so
ist (Im U’, R', W', H') , das duale Spline-System, chenfulls ein vollstandiges
sormiertes Spline-System. (Im U’, R', W', H') ist eindeutig, und zwar unab-
hingig davon, ob dies fiir (X, P, U, H) gilt oder mnicht.

Beweis. (i) Offenbar sind X' und H’ Banach-Raume. Da Im U=H
abgeschlossen ist in H, folgt nach dem Closed Range Theorem (vgl. WILOKA
[97), dafi auch Tm (' abgeschlossen ist, also ist Jm U’ ein Banach-Raum.



16 WERNER HAUSSMANN 4

(ii) R’ = P’|rmyr ist offenbar linear und stetig. Wegen P'U" = U'Q’
folgt

Im R = Im(P|ime) C Im U'Q" C Im U’,
und fiir ¥ = Im U’ gilt
R'2x — R2(U’'xy) = R'(P'U’'xy) = R'(U'Q'x4) =
= P(U'Q'xy) = P'(P'U'xy) = P'U'xyg = R'x.

Dasnit ist R’ idempotent.

(ifi) W’ ist linear und nach Konstruktion surjektiv. Die Stetigkeit
von W' ergibt sich aus dem Homomorphiesatz von Banach und dem Closed
Range Theorem (vgl. wroxa [9]). Da ndmlich Im U’ ein Banach-Raum
ist, folgt aus der Lincaritit, der Stetigkeit und der Surjektivitit von
U': H — Im U’ die Offenheit von U’, also ist W' = (U’)? stetig.

(iv) Aus den Beziehungen P'U" = U'Q" und (idy — PHU" =
U'(id;;r — Q') folgt

QI - l'/‘[/ll)’Ul’
idy — Q' = W'(idy — P)U".
Wir zeigen jetzt, daBi Q' und idy — Q' Orthogonalprojektionen sind, und
zwar ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fiir Q’. Die Idempotenz folgt
unmittelbar aus Q? = Q. Wir miissen also noch die Symmetrie nachweisen.
Dazu verwenden wir die Beziehung

Q=i =toQleg,
die fiir die symmetrische Abbildung Q gilt (vgl. wioka [9]). Hierbei ist

j:H — H' die kanonische Isometrie von H auf H’. Wir crhalten fiir belie-
bige «', ¥y = H' (vgl. [3]):

(2, Q)i = (71, Q7Y ) = (7%, Q57w =
— (@, 7Y )y = (JQF X, ¥ ) == (@ 3 )
Nun sind @’ und id, — Q' supplementdre Orthogonalprojektoren, also gilt
Q'h' 1 (idy — QA" fir alle &, 1/ = H'.

Sind also #/, »'" = Im U’ gegeben, so gibt es &', 2/ & H' mit «' == U'}
und " = U'A". Damit folgt )

W'R'w = W'P'w' = WPUW=0QN 1| (idy — Q)0 =
= W'(idy — PYU'R" = W'(idy — P’ = W’ (idyner — K",
d.h. die Orthogonalititsbezichung
Im W'R' | Im W’ (idy. — R’)

ist bewiesen.
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(v) Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei W'y' =0 fir y° < Im U".
Dann gilt

0=UWYy =idmuy ="

Somit ist Ker W' = (0), also ist auch Ker W' N Ker R’ = (0) erfillt.
Mit Hilfe von Satz 1 erhalten wir aus Satz 3 die
FOLGERUNG. Sei (X, P, U, H) ein wvollstindiges normierles Spline-
System. Dann gilt fir x' = Im U’ beziiglich des dualen Spline-Systems
(Im U, R, W', H'):

(M1')  |W'R'x'|lx < \W'y'|lx fiir alle y' « Tm U’ mit R'y' = R'x’".
(M2%) W' (x" — R'x)|x < |[W'(x' —t)|x fiir alle ¢ <Im R

Ausgehend von dicser Aussage betrachtet scupmpp [7] die beste
Approximation von stetigen linearen Funktionalen. Frithere Unter-
suchungen gehen auf SCHOENBERG [8] sowi¢ DELVOS-SCHEMPP [1, 2]
zuriick, Wir folgen [7] und setzen voraus, daB (X, P, U, H) ein vollstdndi-
ges normiertes Spline-System ist mit reellen Hilbert-Réaumen X und H.

Ist f € X' ein stetiges lineares Funktional mit flxe v = 0, so Dbewcist
SCHEMPP [7], daB es einen eindeutig bestimmten verallgemicinerten Pearo-
Kernky & H gibt mit

f(x) = (U(x), k) fir alle x € X.
Damit erhilt man mit Hilfe der Folgerung zu Satz 3:
sarz 4 (scurmpp [7]) Es sei i € X', Fiir jedes f € X' mit flxe v =
= Uger v 18t f1: = P'f eine Approximalion von l, die auf Xer U mit | iiber-
etnstimmt. Es gilt also
Ux) = fu(%) -+ (U (), kgl
Dann gilt : Die optimale Apprcximation von | in dem Sinne, daff die Norm
des Resiglied-Kerns minimal wird, d. h. daf gill
Ve gl < Weeplers

wird geliefert durch f, = Pl

Dieser Satz stcilt cine abstrakte Fassung dos Satzes von Schoenberg
dar, der die beste Approximation von stetigen linearen Funktionalen im
Sinne von Sard bei Polynom-$plines untersucht (vgl. scHoENBERG [8]).
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