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Dans ce travail nous tâchons de mettre en évidence quelques propriétés
que possèdent les opérateurs d'interpolation. Pour commencer nous en\/isa-
geons une définition trouvée dans l'ouvrage ,,Teoreme de medie din analiza
matematicä çi legätura lor cu teoria interpolärii" put ET,ENA PoPo\¡lcIU
t1l.

Soit donné X un espace linéaire sur le champ 1( et S un de ses sotls-
espaces.

Si l'oþérøteur U : X --. X uérifie les cond'ilioils :

1) U(ø) e 5 lx e X;
U(*):x \xeS;2)

ølors nous dirons que Ie sous-esþ&ce S est interþolatoire þar raþþort à I'oþéra-
teur U.

Soit Ql l'ensemble des opérateurs linéaires définis sur X, aux valeurs en
X, U e Ql impliquant U2: U. On constate que les sous-espaces U(X)
sont interpolatoires par rapport aux opérateurs U.

Ayant désigné par I l'opérateur identique nous avons défini l'opéra-
teur complémentaire de U : rJ : I - U. On établit facilement les relations
sui\¡antes :

1) U = Q,l.;

2)

3)

U:U;
UU:UU:O;



4) Ú6) : Ker U;

5) U(X) : Ker U'

Nous allons introd.uire d.ans l'ensemble Ql, :j.ne ¡elation cL'ordr-e'

Déf inition 1. So,ent d.onnés u, v uQl. si v(x)=u(x) ct

Ktt'U ç IkrV nous ilirons que V c U'^^ 
t"no"Ènto 1. S;'i, V'è Ql, la raløt'iott' V - U ct les ógalités UV:

: VU : V sont équiaølentcs.

Dtimonstration,. supposons quc v c (J. Conforrnérnent à la définitiorr

t ,roo, orrons I/(X) ï"UiÎi ¿f üet-U c I(er I/' Soit x e X' Itx = U(X)'
it 

"*iste 
d'onc y L'X t"i'qtie Vx : Uy' on voit que:

UVx:U\':UY:Y*,
ott tJI/ - V. On' constate que :

x - (Jx e Ker U '- I{er I/,

donc T/(ø - (J,):0, otr Vx: VUx, l{x e= X c,cst à dire I/ =:UV.

Supposons maintenan't--q19 19s.relations c1'égalité: UV : VU : V

,oi"nl ,?isf"ites. sãii-i è v\xl' Soit 1' € X tel clue ø :l/y; clonc

x: Vy : (lI/y e U(X).

espaces V(X) et q6) vérifient la relation
U, rLonc'Ux : O,' Vx :- VUx: V0 :0

u c1éilontre s¿ìlls difficLrlté, cltre 1a rclatjorr
par la définition 1, cst uue relatiou d'oldrc'

ire cette relation et c1e la caractériser à l'aide des

éga i, ,r".r, a été suggérée par les propriétés du polyrrôme

dã l'exernple 3)'
cs þroi>ositiôns stt'iaøtt'tes son't ótlwiualentes 

"

V-U;
V(X) c U(X) et Ker U cKet V ;

Ú1x¡ =V(x¡ et l(er V c l(cr ü;
UV:VU:V,,
tiv:vú:Ú,
tr -V.

I,a d.érnonstration de ce théorème ue- présente pas de. difficultés' . . :

'rn'onÈ*rì s. l;ag"oi'ild- i: u* + Ú; cott'stíttt'i l'rmiqtr'c reþrú,santation'

dt r;i;;"';;t'i-- x colrLlne sonlnlc x: )' + z, )'e Lr(x) z 'Li(x)'
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l)titnonstvntiott,. On sait clue x : Ux a Úx'-S11lPos-otls qtle 'r adnette
la ,=piéscntntion: x: )' i 'y = u(x)' z 'Ú(x)' on constate que:

Ux:U1'IUz-Y+0:l'i
(;x:Uy-¡ Úz:0 j- z:2.

11 eri résultc l',unicité de la représentation ct nous pottvolls ócrirc

x:u(x) @ Ker Lr:u6)@Ú(x) :Ker Ú øÚ(x):Ker úol(crL¡'
Noils allons donner quelclrtes exemples d'opér-ateurs d'interpolatiorr

comparables par rapport ¿ì 1a rìlatiott d'oldre introduite clans "[f .-" ""St 7ãfi-it-i'tkl est u' sous-espace proprc maxi'ral cic ti (X) notts

allons écrire V <U.
Exernplel.SoitCl'cspacedesrrombrescornplcxesetL¡,.C_,C

U(z): néel(?). Ou constate que: 0 ( U ( 1'

Exemplc 2. Soit X:Cl"' b)'

uf:Í-Í(o),
u (x) - {flf = c @, bl, 

"f 
(n) : 0},

ú¡1x¡ : f (o), Yx e lø, bl.

\iu cluc clim Ú(X) : I il résulte que U ( 1'

lì x e rn p 1e 3. soit x l'ensemble des fonctions définies sur l'espace R

d,es ¡ornbres'réels et Uf : L(xr, xz, ..' xn+ti l.) 
= 

L,f le polynôrne

ãe I,agrange attaché à la-fonction/sur les points distirrcts xr, K,t, "., xr)1.

Soit I/Í : L,-tf . On sait que:

(i'z: tj, I''2 - I/', (J1/ - l'.

t\or,ts démontrons qae VU : Z c'es

Soit P(/) - L(xr, n,, . ' ' x,,; L(xr
constitue 1'ensentble cles polynômes
i:1,2, ..., n, el clue 1e seul PolY
tions est le polynome de Lagrange
x,,; f). I)e Plus Q" t est un sotls-esp

L('Y1, )i2, ..., K,,;fl <I-(xt, x¿, "', xu¡'t il)'
, Erem.ple 4. soit x l',ensemble des fonctio_ns clui possèdent.des

dérirãe, j".nn'u l'ordre n inclusivement sur l'ensemble des nombres réels'

Notts écrirrons : 
,L

Vl : T' 'f'
On détnoutre cltte I,,-1 ( Ir.
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Bxemplc 5. Soit d'onné X unespace-.pré-hilbertien eL\'tc-'-.\'.r=
,..Ç yn S ... une suite de sous-espacesã" dimension fi'ie. Nous définis-

sons les projections P,,'. X -,Y,, n: I,2, . '., telles qrre

llx - P"(x)l:,!!j,llx - Yil

I,es opérateurs Pn sont linéaires et on sait que P7, - P,"' On voit cltte

P, r(X) :Yn t c Y,,: P,(X)' 11' : l'2' "'

Soit ø e Kcr P,,, Pn(x): 0 donc: lløll < llx --l'll Y! =J,,' tl en résulte
clue: lløll < ll * - yl|Y* e Yr,t, donc. Ker P, - Ker Pn 

''iortoiä¿*"Åt ¿ tá 
'dèfinition I nous obtenons une suite ordonnée:

Pr(Pr<...<
THÉ.RÈME 4. Si U e Ql et si S c X, alors il existe unc folt'ction'rt,ellc

tinéaire F qui þossèd,e l'ø þroþrióté suiuønte :

eour in'afue V e Ql, v(x): s' V < u iL cxistc un' élérnetct fo = x
tel rlue les égalités :

1) u:vl"foF;
2) FU:F;
3) F(s) : 0;

4) r(/') : 1

soient remþl'ics.
Déntonstration. SoiLV - Ql, V(X): S, Z < {/. Corformément au théo-

'e^."2"f 
:"fi lV¡,-v.f = x:,'ui: uvÍ + !V.f = 

vf + u7Í' Yf = x'
Soit ¡,' ¿ v6) a uV(x), <lonc il existe .fr, .f, = x tels clue:

)' : Vh: UV"f,,

Vy =- VUVf,: I/VI,: 0Í, - 0,

0 : Vy - V'.f', : l/fr: ;v

otr lrcut écrire: u(x) : V(x) ø uV(x); on¡ait,quc.z(x) est uu sous-cs-

p;;Ë ;;;"il'r a" Ù1i¡. c'"à1 þoulquoi di"' UV(X) - 1. Tl en résttlte l'exis-
tence d'un élément fo = U(X) tel que:

uv(x):{hÍol n=K}.
On constate facilement que l'application A: UV(X) + K définie par l'égali-
té: g: A(e)fr, YS = Ú76),-êst linéaire et A(fò : t'
on voit que: 

Ío: v.f o -r u1f o, Ío : o r f o.

T,a rclrrésent¿tion étant uniclue il en résulte.: ffp-:-9, UIf ,:.{,.i)crivons
i(fl L A(uvf) on colstate que l'application Iì: x -, K est li.éaire. soit
./ - -t'. UÍ - l'.f = UV(X) donc;

u"f - v"f : .4(uf - vr)f ,: FU)Í\,

F(/,) : A(uvr") : tl(f o) - r.

Si y e S alors ), -- Vf et F(t) : A(UVy) : A(UVI/Í) : '4 (0) := 0,

FU(f) : A(uIf - uvf) : A(u"f - vfl : F(f).

On a montré donc qtte :

u : v I foF, FU : rì, tr('s) :0.

¿,(un corrstate qrre/o est uniclue abstraction faite d.'un facteur scalaile. 11 nous

feste à c1étnoirtrer cltte -F ne dépend pas <1e Z.
Soit W <. Q,1,, I4/(X) : S, W < U.Il en résLrlte l'cxisterrce cl'urre fottc-

,tiounc'Ilè G et c1'un élément go tels que:
U = l( I goG, G(J : G, G(S) : 0. On voit que:

I:(f) : F(uÍ): FW(f) -l F(e,)G(l) :0 + F(so)G(/),

.donc -F(/) Ir(g,)G(/). I1 en résulte 1 : F(gr)G(f') donc F(go)l 0' Notts

. écrir.ons/r goll''(Sr) ct nous obtenons :

u"f : wÍ _|_ (sn/F(eo))F(s')G(/) : Wf 1- f'þ(f) oìt .t?(/') : p@,)lp@o) :1'

I,e théorènre est ainsi comP lèternent démontré. 11 nous permet d"assocrer

. à tur cott t'.=S)
linéaire F et de définir la convexité
otr U e Ql et S est un sotls-espace rnaximal de U(

d'un élénient
x),

detrne f
1'espace X

..différencè

de cette fonctionnelle F que nolls avons appeléc

4
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Exemple 6. Soit X l'ensem

Uf : L\1r ,xz, , . ., x"tt f),

b1e des fonctions définies sur 11,

VÍ : I'(xo', K¡,, "' x¡,i f),

..oü Ji:¡,, Nít, ...,.x,,, sont 10 points distincts des points x1, xz, .. ", xn'

Nous poïllens 
-éèrire 

: I-(xr, xz, ..., xrtt, f): L(xi,, x¡"," ', xi,,i Í) 1'

+ (x - x¡,)(x .-x¡,) ... (x - x¿u)lxr' xr, '..., x,tti f).
Dans cet exer¡ple'l.a fonctionnelle F du théorème 4 constitue la différence

,.divisée lxr, x|,-: . .,'x,*r; Í1, et l'élément /o 19 p91y1ôme (ø ..*ù-11-. x¡,)

. . . (x - ir,,)l On r.emarqire f indépendence de la fonctionnelle différence

.divisée par,lap]]p.{-l-..aux points x¡,, x¡,, ... xit extraits de la suite ør,

.xz, " '.xnI)'
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Excrn¡tla7. Soit .to, xt,....,xn poi.tts distincts suli'axe récl
ct -f o, ft, . . . . , Í, un s)¡stètirc de fonctions qui r'érifient les concLitions

c¡¡þ'i,-'(fi-,):1,G,, ,(gu,) :1' on voit cluc -F[ r(g,-r) / 0 parce clue

arl cas contraire S, r : [-i,,g,-t - Ui,-z1r.t e S¡-.2 €11 contradictioll avec

le fait que S, .t * S, -2.

En écrivant Fu, ,:Fi,-.t(8,,-)G, t, f:,-t - f, ,Fi, ,(g,-r) le théorèrne

est démontré.
THD.RÈI{D 6. I-es fonctionncllcs Fl,-t, Fb,,-t, F,, ct lt: rtectcur f!' dt: l''[t't'ott'-

cú rJ'u' tlt'éorèmc 5 t,érifi,int la fornt'ule tlc récttrrnt'ce 
"

rì,,(f)F:, JÍI):Fi-,u) - Fl, ,(r).

Ðémonstratrr¡r¿. Nous appliquons la fouctionnelle FÍ 1 à l'égalité :

Li,.f == (.tt:, 2.f -l- Í!, ,Fl, ,(/) l- ÍXF,,(.f)

e¡ tcr:eirt comptc dcs résnltats du théorème 5 et clu fait clue Fä- ,U!, , : 0'

Ii est à rernarqner que clans des conditions assez peu restrictives les

fo¡rctiolnelles du t1.þe différence divisée vérifient tlne formule cle récurrence

.1üi ger*t"fis" la toiinule de ¡écurrence des fonctionnelles du type différence

clivisée ordinaires.
Exem¡rlc B. I)ans le cas oìr

(I ,,-f : L(xr, xr, . . ', xu rt i .f),

(i, ,.f: I-(*r, x2, ., h¡-t, x¡rt, " ', x,tt,J),
'i - u, Õ, ori sait cltte

F,,(f): lxr, xr, ..., x"-¡ilf,
Iì, t(f): lxt, xz, ',., frí t, xil-t, " ', x,ttlfl'

f,c théorèure 6 conticr-rt la formule :

lxr,xr, "",x':';-f):

@o) .f,(*,) '.. fo@o)
ti,'t. t¡ti,t. ..' .. r:Yì.

Ío@ò .f (x') ... fo@o)

11 cxiste alors les combinaiscns linéaires :

i, ^f 
: í) ,, off)Í o, L, ,-f :'f 

",,(Í)-, 
,,È:0 À:0

tclles cltrc l-,,f(x,) :.f(xt), i :0,1 ...,tr,,
I-, tÍ(xo) : f (x,). ,i :0, l, . . ., n, - l.

flcri'ons V, ,.f :'îooffrr,,.

on rernarque que V,, , 4 Lu, L*-tÏu4,, "a q.ne I-,,f : 1.,,- r.f i lrl ,Ji).
Conforrlérnent au théorème 4 il existe g tel clue :

L"f : L, ,_f * SF,,(f).

Porrr / : f," il crr résulte ;

& -- .[,, 1- L,_t.f ,'
Nous avons obtenu la forlnnle de récurrence potlr les polyrrômes cle l,ag-
range généralisés:

L"l : L^ t-f +' (f,, - L',-tf ,)Iì,(J-).

On renraiclrre que le coefficicrrtde la fonctiouf,, c1u pol)ruôrne de I,aB-
lange cst unc différence divisée.

rrtjonrjllE 5. Si lcs csþaccs Sn z S S* r s 5,, s.ottt ortlerþol,atoires ?gr
raþþort au,x oþá.røteurs Ui, , { Ui,-r ( Uu, i: a, b, ølors tt'otts o.vons I'cs

reþrtiscnlatiotos :

u,f : UL-rÍ * Íi,-rFi-r(f) + Í'"F,,(Í), i : a., b,

où lcs .fonctioronelles FI-t, F,n sont d'es d'ifférencas cliuisées ct

Fi_,(f!,_r) : t.
Dtíttto¡tstration. Conlormément au théorènie 4, rtous avons:

(J of : u1,_rÍ * Íi_rFi,_r(Í) + .fi,F.(Í),

U,f : uo,,_r.f ), gn_tG,,'(fl + f!,p,,(f),

.fo
fJI * 0, k: 0,1, ..., j1..

lt1, ft2, ' , ,, .vn 1, A:t.lt , xut r', fl - l..frt,tlz, .'., ßlt-t, ßh l-r, "', ^'ul rl J'l

*b-Íu

oien connue clans l'arralyse mathématique.
Nous tâchoirs d'utiliser certaines propriétés dcs opérateurs d.'interpola-

tion pour trouver certaines llases de tyne Schattdcr dans différents espa-

ces linéaires.
Ð é f i n i t i o n 2. Ou, aþþetlc bøsa d,e tyþe schctu'cler cl't'tn csþace ttortlté

X tm¿ suite rJ'é.1éntetr'ts (f,,)7,:1 tclle quc þour n'inr'þorte quel -f = X íl cttisl¿

ttne set,rl.a suit¿, cle scaløires (n,,)î:t l>our løquelle

æ

.f : Ð o,Í,
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THÉoRîil,ID7.S'iXcsll'csþaced'esfort'ctiort'scotltintt'cssurl0,I)øt't"'v
ztaleorrs d,øns un esþøceztectorielY, alors iI cxiste u¡t'c s't'titc (g,,)ii:r de fonctitn'r's

d¿ X, et iI existe ttois suitcs d'c t'totn'brcs d'øns 
-10, 

1] (ø,,)f- r, (b,,)i:,,.(t")i:t
i'ittii'q", þour n,imþorte quelle f = x a lieu la reløtion, d'égal.itó sttiaante:

f : f (0) I xll, | ; "f) -l i g,lo*, b,,, c,,; f)

la conuergen'ce tjtøn,t a'Lt' scrl,s dc lø norme un'iforn'c' 
-

Dént\n,stratioø,. Nous construisons les ensembles de tlornbres eu [0, 1]

,4' : {0},
,41 - {0, U,
tl,: {0, ll2, 1},

A2,,: {lrl2" ; Jt. :0, l, . . .,2"},
A2,,*¿: Arnl){l¡2"'', 312+r, ..., (2i-l)12"}, i:\,2, ' ' ',2u' dcirrc

A,:{x1,, xt,, ..., *:)}0 : *0,,1 *}"< '.. 1 xi,: l,

A,: Au-t l) {o,,}' au: xti" o < k < tt"

Nous définissous les opérateurs :

u,fØ:ÍP),t= io, 1l

U,,Í(t) -: L(xt*, xt,:t ', fl(t), ¿ = lxi,,, xi,ltf ,

i:0,1,..., n,-1,
n:1,2, ...,
Des calculs sirnples nous montrent qtte U?": (Jn' (Jn(Jn1-r: Un+tUn:
:Un,n:0, 1,...
conformément au théorème 5 il existe une suite de lignes polygonales

(f,)i:t et une suite de fonctionnelle (F )i:r telles que:

(J,"f : uu,rÍ l- f,F,(l), n : I,2' " '

En remarquant que ll/(l) - U,f\)ll< sup lll@) -/(v)ll pour l'-vf <

4 maxlx', xi:tli:0",1, . ', n - l.et en consid'érant la structure des

"nt"À¡i"t 
A,, oî peut coástater que la suitc (J nf converge uniformément

.r¡ers/.Nous"pourrãtt..oppo."l qo'" 1". vecteursI sont normés: ll/"ll - 1'

n: I,2, ...
\ru clue llu,/ll<ll/ll il en résulte llF,ll< 2' on sait que

Í : þf,n,u)

Snpposons cluc f :Dt,,Í,.
t:o

Nous écrivons f : D, thf k -l r,,
l¿:0

On voit que FuU) : lo )- Fe?,,), ry> k, k:0' 1,-'::.
v ->o et ,F,. sont 

"ântiJues' 
Ti'én résulte que t* - F*(.t)' lt'':0' 1' " ' '

Ïi s'aqit donc cl'une r'éritable base de Schaud'er,

f : Í(0) t xll, r; fl i f f,,r,(fl,

douc :

U,-f(n,): (J,,rf(a,) *Í,,(ø,')F,(f), n:2,3' ' ' ''

.f,(a,,) : 1, (Voir ll,1,ll : 1)'

f (n,,) - L(*!,-', xl," ; l)@,,):F,(f)'

Er i,cri'an t g,: (o,, - *!,-t)(o, - 1!,")fi,, h,, : x!, 
,t, ,cu xl'" o" voit. tprc

*ì;t,, - (qno"- h,,i(à,, - i,,)((i - b,,), -'i(*" - u,,) r1 (x t:,,)*)oir (x-t) r--
-(r-tl+x-t)12
et clire f -f(0) | x1,0, 1;"fl tLg,@,,,b,,c,; f),

ll:2

1c théorème étant cornplètement démontré'
Nous allons présenier *' théorème q'i ass.ure l'existence d'uue base

de tlrpe Scha¡dei ã;;; l"r espaces li'éaìres otl les projections vérifient
certaines conditions.

SoitYc X,din Y(oo.OnsaitqueSø = X.11t = y.t"1O¡e-llr , y.ll:
: inf llø - zll. Íta's 1e cas otr l'élémeãt l,'"st unique o' définit l'opérateur

2eY
c1e-piojection Pt ', X -,Y par l'égalité Pt(x).: )''',rHnonÈrrn g. si x csi ,tr, ,$oæ sé1>äìøbte it g7 l1oy.r tot+t solts;esþucc

' projcåtíott' sont l'inéøires, ølors X cLd'n't'et

I existe donc un ensem-

qlle span {e}¡i:, - X.
èt Par P,, l'oPérateur

P,,( Prrr, n:0,7, "'

ot1 Po :0' (\roir l'excnPlc 5)'

B oPÉRATEURS D. INTERPOLA'I'ION 27o



2B N4IRCEA IVAN MATI{EMATICA - REVUE D'ANALYSE NUMÉRIQUE
ET DE THEORIE DE L'APPROXIMATION

10

Conforrnérnrncnt au théorème 4 nons obtenous Ia suite d,élélilc[ts
{"f"}i:, et la suite de fonctionnefles {F,,},î:¡ tels que :

Pn-f : P, -t.f + -f ,,1ì,,(f),

lll,ll :1, ,x:1,2,...
Vu que lll' l"fll< ll/ll it s'ensuit ll/ ,ll< 2, t!: r,2, ...Soit e tl. Il eiiste n(e) ct il'"xiste á"ssi y Li,,,.,'r"t,
que llf - p,,fll<lll_ p,çtÍll<lll__r,ll(. \tr.s ro(e)

clonc 
.f : i.f,,r,,U).

contiuucs ct quc li,,(f ,) : Ð,,0 rrous
cle / cst rlnlquc.

est un espacc pré_hilbertieu ies con_
mplies ct il est possible clc déinontrer
, et nous obtcnous lc dér,eloppelnent
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l. Inlroduetion

In the prcceding article [1] the authors rc'searched a methodof con-
structing the general tangential contact ch¿i.rts of the functional relation
Frr"(tr,tz,ts):0, rvhere Fr* is a real continuous function of three real
variables tt, t, and t".

In this pafier we treat, as a natural extensiorr of the above taugential
contact charts, the tangential contact circular charts of the general func-
tional relation of four variables Frr"o (tr, tz, h, t4) : 0, in which the curve
of solution is a circle, that is tangent to the re spective curve l, (i : l, 2, 3, 4).

Furthermore, a double tangential contact circular chart of six variables
of which functional relation is represented by Ftr ...u (tr, tz, . . ., ,r) : 0
is also studied.

2. Gcnoral Theory oI Tangential Contact Circular
Charts of l-our Variables

Giveu the geueral functional relation of four variables

(l) Frr"n(tr, t2, ts, t4) : 0,

where 1ìrr' is a real contilluoris fuuction of four rearl variables h, tz, 1", and tn.


