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Dans ce travail nous tdchons de mettre en évidence quelques propriétés
que possédent les opérateurs d’interpolation. Pour commencer nous envisa-
geons une définition trouvée dans 'ouvrage ,, Teoreme de medie din analiza
matematici si legitura lor cu teoria interpoldrii” par ELENA POPOVICIU
[11.

Soit donné X un espace linéaire sur le champ K et S un de ses sous-
espaces.

Si Popérateny U: X — X wvérifie les conditions:

1) U(x) €S VY € X;
2) Ux) =x VYzx<S,;

alors nous divons que le sous-espace S est interpolatoive par rapport @ I'opéra-
teur U.

Soit @ 'ensemble des opérateurs linéaires définis sur X, aux valeurs en
X, U € @ impliquant U? = U. On counstate que les sous-espaces U(X)
sont interpolatoires par rapport aux opérateurs U.

Ayant désigné par I l'opérateur identique nous avons défini I'opéra-
teur complémentaire de U:U =1 — U. On établit facilement les relations
suivantes :

1) Ued;
2) T=U:
3) U =00 =0:
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4) U(X) = Xer U;
5) U(X) = Ker U.

Nous allons introduire dans ’ensemble (% une relation d’ordre.
Définition 1. Soient dommés U, V € gl St V(X)< U(X)
Ker U < KerV mous divons que V < U.
ratoreME 1. St U, V € @, la relation V < U et les égalités UV =
= VU =V sont équivalenies.

Démonstration. Supposons que V < U. Conformément a la définition
1 nous avons V(X) < U(X) et Ker U < Ker V. Soit x € X, Vx € U(X).
Il existe donc y € X tel que Vx = Uy. On voit que:

UVx = Uy = Uy = Vg,
ou UV = V. On constate que: '
x — Ux € Ker U € Ker V,
done V(x — Ux) =0, ou Vy=TVUx, V¥ = X cest a dire V=UV.

Supposons maintenant que les relations d’égalité: UV = VU =V
soient satisfaites. Soit x € V(X). Soit y € X tel que x = Vy; donc

x=Vy=UVy e U(X).

~
.

On a démontré donc que les espaces V(X) et U(X) vérifient la relation
V(X)c UX). Soit x = Ker U, donc Ux =0, Vx=VUx= Vo =90
done Ker U < Ker V.

A Paide du théoréme 1 on démontre sans difficulté, que la relation
introduite dans 'ensemble % par la définition 1, cst une relation d’ordre.

I'idée d’introduire cette relation et de la caractériser a l'aide des
égalités du théoréme 1, nous a été suggérée par les propriétés du polyndme
de Tagrange. (Voir I'exemple 3).

crfiorins 2. Les propositions sutvantes sont équivalentes .

1) VeU,;

2) V(X) < U(X) et Ker U =Ker V;
3) U(X) cV(X) et Ker V < Ker U;
4) uv =VUu =1V,

5) ov =vU0 =U,;

6) UcV

La démonstration de ce théoréme ne présente pas de difficultés. _
raforiME 3. L'égalité x = Ux -+ Ux constitue Uunique représentation
de Vélément x € X comme somme x =Y + 7, ¥ S UX) z = U(X).
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Bémonsiration. On sait que ¥ = Ux + Ux._Supposons que & admette
la représentation: x =y + 2y € U(X), » € U(X). On constate que:

Ux =Uy4+Uz=y+0=xy;
Ux=Uy+4+ Uz=042=2
Il en résulte Uunicité de la représentation et nous pouvons derire
X = U(X) @ Ker U = U(X) ® U(X) = Ker U@ U(X)=Ker U® Ker U.

Nous allons donner quelques exemples d’opérateurs d’interpolation
comparables par rapport a la relation d’ordre introduite dans ‘U.

S8i V< U et V(X) est un sous-espace propre maximal de U(X) nous
allons écrire I < U.

Exemple 1. Soit C 'espace des nombres complexes et U:C — C
U(z) = Réel(z). On constate que: 0 < U < 1

Exemple 2 Soit X =Cla, b],

Uf = f — fla),
U(X) = {fIf € Cla, b}, fla) = O},
Uf(x) = f(a), Vx € [a, b].

Vu que dim U(X) = 1 il résulte que U < I.

Exemple 3. Soit X 'ensemble des fonctions définies sur I'espace R
des nombres réels et Uf = L(x, %g, .. ¥up1; f) = L,f le polynéme
de Lagrange attaché a la fonction f sur les points distincts x;, %5, ..., Fuy1e
Soit Vf = L,_if. On sait que:

vr=U, 1=V, UV =V.

Nous démontrons que VU =V c'est a dire L, L,f = Li:1f.

Soit P(f) = L(%;, %a « - %, L%y, %g s Bar s f))- L(f) € P 011 Py 1

constite I"ensemble des polyndmes de degré # — 1. Vu que P(f)(x;) =-f(%;);

i=1,2, ..., n ctquele seul polynébme de degré » — 1 a vérifier ces condi-
tions est le polynome de Lagrange L,_1f, il en résulte : P(f) = L(%, %3, + -
x, ; /). De plus (P, ; est un sous-espace maximal de @, donc:

L(xb Xy, "'!xﬂ; )SL(xlﬂ X3, "';xni“l;f)'

" FExemple 4. Soit X l'ensemble des fonctions qui possedent des
dérivées jusqu'a l'ordre n inclusivement sur I'ensemble des nombres réels.
Nous écrivons:

Uf,= Zof WOtk = T.f,

Vf= T,/
On démontre que T, < T,.
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Exemple 5. Soit donné X un espace pré-hilbertien et Y,e ¥, <
.c Y, < ... une suite de sous-espaces de dimension finie. Nous définis-
sons les projections P, X —»Y,, n=12, ..., telles que

¥ — P,(x)|| = inf ||lx — yi|.
yEYy

Les opérateurs P, sont linéaires et on sait que P} — P,. On voit que

PiX)=Yer Y, =P, (X)in=1,21..

Soit x € Ker P,, P,(x) = 0 donc: [z < lx — |l V& = Y, Il en résulte
que: |7 € ||x — ¥|Vx e Y, ,, donc Ker P, < Ker P,_;. :
Conformément a la définition 1 nous obtenons une suite ordonnde :

P, < Py ... 8 Py
CHEOREME 4. Si U € G el si S = X, alors il existe une fonctionnelle
lindaive F qui posséde la propriété swivante :
Pour chaque V = @, V(X) =S, V < U il existe un élément foe X
tel que les, égalités .

1) U=TV+/foF;
2) FU =F;
3) F(S) = 0;
4) F(fo) = 1.

sotent vemplics,

Démonstration. Soit V e @, V(X) =S, V < U. Conformément au théo-
reme 3 f=Vf+Vf, Vfe X, U =U0Vf+ UVf=Vf+ UVf, Vf € X.
Soit y & V(X) N UV(X), donc il existe fi, f, = X tels que:

y = Vh = UVf,,
Vy = VUVf, = VVf, = 0f, =0,
0 =] Vy — V2.fl = Vfl :_,v
On peut écrire: U(X) = V(X) @ UV (X). On sait que V(X) est un sous-es-
pace maximal de U(X). C'est pourquoi dim UV (X) = 1. Il en résulte 'exis-
tence d’un élément f, € U(X) tel que:
UP(X) = {ful k < K}.
On constate facilement que I'application 4 : UV(X) — K définje par I'égali-

té: g = A(g)fo, Vg € UV(X), est linéaire et A(fo) = 1.
On voit que:

fo i Vfo + UI_/fo; fo =0 +f0-
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Ta représentation étant unique il en résulte: V/fy = 0, UVfy = fo Fcrivons
F(f) = A(UVf). On constate que U'application F': X — K est lindaire. Soit
fe X Uf—Vfe UV(X) donc:

Uf — Vf = AUf — VIfo = F(flfo
E(fo) = A(UVfo) = A(fo) = 1.
8 yeS alors y=Vf et F(y) = A(UVy) = A(UVVf) = 4(0) = 0,
FU(f) = A(UIf — UVf) = A{Uf = Vf) = F(f).
On a montré donc que:
U=V +f/F, LlUp=xl F(S) = 0.

[on constate que f, est unique abstraction faite d’un facteur scalaire. Il nous
reste a démontrer que F ne dépend pas de V.

Soit W e U, W(X) =S, W< U. 1l en résulte l'cxistence d’une fonc-
.tionnelle G et d’un élément g, tels que:

U =W + g, GU=G, G(S)=0. On voit que:

F(f) = F(Uf) = FW(f) + F(go)G(/) = 0 + F(g)G(/),

done F(f) = F(go)G(f). 11 en résulte 1 = I(g,)G(f,) donc F(go) # 0. Nous
éerivons fy = go/l'(g,) et nous obtenons :

Uf = Wf + (8ol F(g) F(go)G(f) = Wf + hF(f) ot F(f) = Flgo)/F(go) = 1.

Le théoréme est ainsi complétement démontré. Il nous permet d’associer
.4 un couple, (U, .S) ot U € @ et S est un sous-espace maximal de U(X),
une fonctionnelle linéaire F et de définir la convexité d'un élément de
I'espace X par l'interméde de cette fonctionnelle I que nous avons appelée

_différence divisée,

Exemple 6 Soit X 'ensemble des fonctions définies sur R,

Uf = L(“xl, oy ooy Kngl; £, Vf=L{%, %, ... % ; f)
.ou X, Xi, ..., %, sont # points distincts des points x5, %, ...., %,.
‘Nous pouvons ;%Erire: L(xy, %3 -+, %nar; f) = L(%, %iy 5o oo, %55 f) +
+ (x — x)(x j_‘_x,,-,) coo (2 — ) [ % Xay e, Fagn 1l

Dans cet exem:p_leflfa fonctionnelle F du théoréme 4 constitue la différence

divisée [y, %y, ..., ¥ny1; f1, et I'élément f, le polynoéme (¥ — #;)(x — %)

(¥ — %;,). On _remarque l'indépendence de la fonctionnelle différence

.divisée par 1apport  aux points %, %i, ... %;, extraits de la suite x,
Xy e Hutl
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Exemple 7. 5015 %oy, X1y ..., %, Points distincts sur 'axe réel
ct fo, f1, - ..., f, un systénie de fonctions qui vérifient les conditions

Jo(xo) folx) -.. folxy)
Sulxe) fln) <o fil(x)

Julxa) fx) oo folw)

I1 existe alors les combinaisons linéaires :

#0, k=01 ..., n

n—1

j,ﬂf = Ql:k(f)fk’ Luflf - I:L_:{)Gle(f)fk’

telles que L, f(x) = f(x
I F(20 "= () 0 =20, LN 2ol
n—1

Yicrivons Viaf = EFk(f)fk‘

k=0

On remarque que V, 1 < L,, L,y < L, et que L, f=17L FAELS
: 2 = ) n—1 = mn ~n) T Len— i nE " .
Conformément au théoréme 4 il existe g tel que: / et i)

L.f = L.f + gF(f).

1‘), i:O,l...,ﬂ,

Pour f =/, il en résulte:
4 :fn + L”—lfn'

Nous avons obtenu la formule de récurrence pour les polyubémes de ILag-
range généralisés :

Lof = Losf 4 (fu — Lua S

On remarque que le coefficient de la fonction /, du polynéme de Lag-
range cst unc différence divisée.

THEOREME 5. Si les espaces S,_o S Su1 € S, sont inlerpolatoires par
, | , 3 i .
rapport aux opérateurs Ui—e < Unoi € U, @ = a, b, alors nous avons les
reprisentations :

Unf = Unsf + far Fucslf) + fiFulf), i = @, b,
oiv les fonctionnelles Fy_y, T, sont des diffévences divisées et
Fry(fat) = 1.
Démonstration. Conformément au théoréme 4, nous avons:
U,f = Us-sf + fasiFaca(f) + FuFu(f),
Unf = Un-af 4 ga-iGar(f) + SE(D),
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AR a : a
ol I*j‘,-](fn#,): 1, Gy a(gn-1) = 1. On voit que I 1(ga1) # 0 parce que
au cas contraire g, = U,gu-1= Us_2gu1 € Sy_o €n contradiction avec
le fait que S,_1 # Su_e.
£ b 4. b a2 ’ N
En écrivant Fh_1 = Fa_1(g:-1)Gu—t, fa— = fu 1 /Fi1(ga-1) le théoréme
est démontré.
. . ‘ b b 1
raRoREME 6. Les fonctionnelles Foy, Fo_y, F, ctlcvecteur fy de Uénon-
cé du théoréme 5 vérifient la formule de récurrence :

F(AFs D) = Faulf) — Fua(f).
Démonstration. Nous appliquons la fonctionnelle F;_; a V'égalité :

U,f = Us of - foorFn i) + FEL)

. . s » 2 b
en tenant compte des résultats du théoreme 5 et du fait que o Un = 0.
Il est & remarquer que dans des conditions assez peu restrictives les

fonctionnelles du type différence divisée vérifient une formule de récurrence
qui généralise la formule de récurrence des fonctionnelles du type différence
divisée ordinaires.
Exemple 8 Dans le cas olt
Unf: L(xb Xo, -+ Ko p1 y f),
U, 1f = L(xl. Koy vvny Kioty Xirl, « vy Xt }f),
1 = a, b, ou sait que
Fn(f) B [xll xQ; L] xu-t—l :f],
Fn —rl(f) = [Xl, Koy »oos Xi ty Xit1y » -0 Xntl .f]
I,c théoréme 6 contient la formule:
(X1, %oy «vvvy Xnan; [ =

i [#1, X0 - o) ¥am1s Nadys vvon Ty f] — (%0 %, s Xy Xl - - Koo S

Xp — ¥q

oien connue dans I'analyse mathématique.

Nous tachonus d’utiliser certaines propriétés des opérateurs d’interpola-
tion pour trouver certaines bases de type Schauder dans différents espa-
ces lindaires.

Définition 2. On appelle base de type Schauder d'un espace normé
X une suite d'éléments (f,)n telle que pour w'importe quel f = X il extste
une seule suile de scalaires (a,)n—1 pour laquelle

A I

n=1
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THGOREME 7. St X esl Uespace des fonctions continucs sur [0, 1] aux
valeurs dans un espace vectoriel Y, alovs il existe unc sulc (g,)ne1 de fonciions
de X, et il existe trois suitcs de nombres dans [0, 1] (@)1, (Bp)mets (Ch)n=t
telles que pour w'importe quelle f € X a lew la relation d’égalité suwante:

f=10) + 200, 1 f]+ 2 e by 045 /]

la convergence étant aw sens de la norme umiforme.
Démonstration. Nous construisons les ensembles de nombres en [0, 1]:

140 = {0},
Ay = {0, 13,
A, =10, 1/2, 1},

Agn = {R[2"; R =0, 1, ..., 2",
Agn = A \J {1271, 3241, .., (20 =1)[2" 1, i==1, 2,...,2, donc
A, :{x(,), rRIT xZ}O: << < xn=1,
A, = A, U {a}, a, = xp, 0 < k<
Nous définissons les opérateurs:
Uof(t) = £(0), ¢ = [0, 1]
U1 = Lixe, 575 N0, ¢ < [, w7,
1=0,1,...,n—1, '

n=12 ...,.
Des calculs simples nous montrent que Ui=U, UU.,.=U,U, =
=U, »n=01, ... '

Conformément au théoréme 5 il existe une suite de lignes polygonales
(fu)n=1 et une suite de fonctionnelle (F,)u-1 telles que:

Uf=Usrf +fFf) n =12 ...
Fn remarquant que [[f(t) — UfON< sup [If(x) — fO)Il pour |2 —y<

A o . ' 1

< max|x, — 5 =0,1,...,n — 1 et en considérant la structure des
ensembles A4, on peut constater que la suite U,f converge uniformément
vers f. Nous pouvons supposer que les vecteurs f, sont normés: [|f,|| = 1,
w=1,2y...

Vu que |U,flI<|Ifll il en résulte |F,|l< 2. On sait que

F= S LED.

n=0
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o0
Supposons que f= D0 Ll
n=0
"
Nous écrivons f= kEﬂ Ly -+ 7

On VOit que Fk(f) - tk —|_ Fk(V”), n > k, k :'O; 1: v
v, - 0 et F, sont continues. Il en résulte que ¢, = F,(f), # =0, 1, ....
Tl s’agit donc d'une véritable base de Schauder, ‘

F=r0) 4 x[0, 1;f] + 2 LFLD,

n=2

donc:

Unf({ln) =y U”*If(an) +fn(an)Fn(f)' n = 2: 3! e
fula,) = 1, (Voir [I£,] = 1),
f((l”) . L(xi_l’ xi-H , f)(an) :Fn(f)

o = k k—1 k41 .
En éerivant g, = (an — ])(a — xﬂH)f,,, b, = %u , Cn—= 2t on voit que
¢, ) ((x

que g, = (an - bn)(an — tn ( i bn)+ =y 2(% RY an)++ (x s Cﬂ)+) olt (X—t)+‘_—
SR T e

etiqug F=J0) + %[0, 1;/1+ 2 & (e by cas [l

h=2

le théoréme étant complétement démontré.

Nous allons présenter un théoréme qui assure Iexistence d’une base
de type Schauder dans les espaces linéaires oit les projections vérifient
certaines conditions.

SoitYe X, dim Y < co. Onsaitque Vx € X 3y = Y tel que ||x — y||=
= inf ||x — 2||. Dans le cas olt I'élément y est unique on définit 'opérateur

2€Y

de projection Py: X — YV par I'égalité ,Py(x) =9

CRBORDME 8. Si X cst un espace séparable ct si pour tout sous-espace
de dimension finie les opéralewrs de projection sowt linéaives, alors X admet
une base de type Schauder.

Démonstration. Supposons que X soit séparable. Il existe donc un ensem-
ble formé des vecteurs indépendents, {e}s-1 tel que span {ejn-1 = X.
Iin désignant par Y, Uensemble span (¢4, €, « .., &, €t par P, lopérateur
de projection de X sur Y, on peut montrer que:

PéPnrl,l, n:O,l,...

”

ou P, = 0. (Voir I'exemple 3).
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Conformémment au théoréme 4 nous obtenons la snite d’éléments
{f,}n=1 et la suite de fonctionnelles {F, 1 tels que:

P"f: P""1f+f;Llril(f);
Ifll=1 n=12, ...

Vu que ||/ — P, fll<|Ifll il s’ensuit IEN< 2, n=1,2 ...
Soit & = 0. Il existe #(s) et il existe aussi Y € Y, tels

aue If = PISI = Pua SISIf = pl< = V> n(e)
donc S = 2 1EA)

En nous servant du fait que I, sont continues et que F,(f,) = 8,, nous
pouvons montrer que la représentation de f est unique.

Remarqgue. Dans le cas ot X est un espace pré-hilbertien les con-
ditions du théoréme précedent sont remplies ct il est possible de démontrer
que F.(f) = (f, /,) (le produit scalaire), et nous obtenouns le développement
de T en série de Fourier,
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