
'I'iren /{-r)(0) : t-1, 0] and for all v e rr2,l0),

d(*, t-1, 0l) = 1 : l/(l)l '
ll/llx

If x is a rne.uric space, Y a closed subset o1 X, xo e }" then for every

function .f = Xf of the forn f (x) : xd(x, y), À e 11, the relation (10)

holds with the sign ,,:".
rf x is u "o'-"á linear space and .f u x*' thcn (10) holds rvitli the

sign ,,:". (Ascoli's Theorem [6]).
30. If X is a normcd- lineai space and f = X*;then the conclition (12)

is ecluivalent to :'(J)' There is øo = X suc-þ !¡ltlÍV')l : ll/ll'll*oll'-.
Ìir¿""¿, since i -/(-r)(0) i Rx'i, 'foí'eveiy !,¿ X -¡t-tt(O) there is

), e Il and.'yn € /(-t)(0) such that % : lt -f Àøo' Then

lf@) - f(v,)l : lf@) - l@ - Àøo)l : I Àl'lf@o)l : ll/ll'llroll'l rl :
: ll/ll'ä* - @ - ì'xo) ll : ll/ll" 'llx - v,ll'

Ëvide'tly, i¡ f e X* C Xf, the norm (2) agrees rvith the usttal 'orrn 
of

linear functionals).
'Ihe converse implication is obvious'
B), a theore- oi i. c. JAMES [6] it follou's t]na,L (12) is a uècessary and

sufficiént condition for /{:tt(0¡ to be proximinal
40. Prop !o 'l'heorern 1.1, p. 16, .l5l and to Plo-

position 2.1i 15 is analogous tã thc'l'heorem 3.1, p.

96, [5] and
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guELQUilS CONSTDERATTONS SUR r-,,A. RESOLUTTON

AppROXIMATIVE DES EQUÄTIONS PAR L!ì PROCÉDI1

DE LA CORDE
pat

RADU POPOVICI
(Cluj-Napoca)

I,'étud.e aPProximative des équa-

tions'qui. re dé d'e la ,,corde"' Après
un pfemlet a compafaison des deux
*ètiro¿"s, 1' tes : la première contient
áes 

"onsiáérations 
sur le procédé de la corde, la deuxième étant dédiée à

1a genéialisation d.e ce piocédé et à 1a discussion des résultats obtenus'

0. soit -f : lo, å] +R irne fonction relativernent à laquelle on formule
1es hypothèses suivantes :

H::n Y; 
uut',

classe des fonctions f clui satisfont au:r hypothèses (i),
(ii) ogie, soit Ir(a, b), I"þ, b) et In(n, ó)..lcs.classes des fonc-

tio iespectiveàent, attx h,r'pothèses (i), (ii)' et (iii) ; (i)'
(ii) (ii)', et (iii)''

On a alors le théorètre:
THÍìoRilMIl 0.1. Si f = It@, b), (¡' : 1,2,3, 4), ølors I'érlttat'iott'

0,1) f@):{)
& ulrc røcine tt'nique a'+ e fa, bl.

COSTICÄ MUSTATÃ 650

.

Ìli

i
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Soit / = In(a, b), (h:1,2,3,4), et z e la, bl urr point arbitraire'
On note:

A(f ; z) : {xe lø, b)lf (z)f(*)> o}.

Alors ,4- : A(f ; a) est l',ensemble d.es_ app-roximations par défaut d-e la

iucitr" x* et Á*' :' A(f ; b) est l'ensemble des approximations par exces'

Nous introduisons les- définitions suivantes:
Déf inition o-t, une fonction F: A- +R ¿sl ,,r'tne fonctiory.\-)

@ttalh/e-i fo ¡iitil"n f þør røþ/ort à l'interuøllc lø, b))" , s'i les trois cond'it'ions

suiuantes sont røm'þlies :

(1) F(A-) C A- et F e C(A-) ;

(2) x e A- + x <F(*);

(3) FP(F) 6 ker (/),

oòr, FP(F): {xlF(x): x} et ker (/) : {x e lø,bllf(x):0}'
Déf initio n 0.2. une fonction G: A+ --+R ¿sl ,,or,ne fonction.(+)

@ttalhie-iti¡ontUon{ Þør røþþ"ort àl'interaalle la, bl)", si les tt'ois cond'itions

swiaarotes sont rømþlies :

(1) G6+¡ cA+ et G e c(A*);

(2) xeAl +x>G(*);

(3) FP(G) q ker (/)'

Soit l/: -), respectivetttent (f , +),la classe cles fotrctions (-)' r'es-

,,""tiîãã"'åt t" éíu*"ies fonctions'la), attactrées à la fonction f par rapport
ãl;itt"trrulle la, b). On a alors le théorème suivant:

THDoRÌtNrÐ 0.2. Si -É' e (f.; -), ølors lø suitc (x.) d'ófinie cotntne

swit :

conaerge en croissønt uers x*.
Dérnonstrøtiott,. I,a démonstration est immédiate puisque l'on observe

.1.r" lu ."itã ir,¡ ".t 
.iåissãut" ãi "o-ptis" 

d.ans f inter valle lø, ø* I et FP(F)6
g ker (/).

Noiró présentons Par analogie, le-
trnooï*p 0,3.--S;G è (f ,'l-), alors la suite (y,,) d'é'finie cornnt'e suit:

l)ans ce qui suit, les raisonnements seront faits sur les folctions de
Ir(a,b), la transposition des résultats ainsi obtentls aux aut¡es classes de
fonctions introduites étant formelle.

t. Dans ce paragraphe on présentc le procédé de la corde par 1e

rnrJorÈun I.7. Soit .f = Ir(ct', b) et consid'áron's lø swite (*,,) d'éfinie
comme suit :

xn., - xu #:* ,, @ : o, r,2,

oìt

1x,,, b;ff l(b)-'f(x")
b-xn

cst la différence diai.s¡je d'e þremier ord're d'e Iø fonction f .

Alors les trois øffirntations suiaøntes sont arøies:
(l) (x,,) C A- et (x,,) conaelge en croissønt vers x* ;

(2) Lø røcinc x* þeut etre ácrite co'nl,rne lct sotnme d,'une série cou'uergeønte,
de la rnøtøière suiuante :

x* : a - =r!) .lt * ËË, ... A,l,
La'olJ)\ t-l /

oòt'

lx¡, xt¡t, b ; fl : V:+'' t'; fl - lx¡' r¡+t; fl
b-x¡

est l,a. d,ifférence cl'iuisée d,e eleuxième ord,re d.e lø fonction f swr les noeuds x,,
x¡+t, b e la,bl.

(3) Soit

n : min {øø e Nln> tn + L(f ; x,, x"-¡1)(b) > 0},

o'ìt

L(f ; *,,, r,,+r)(s) - 
n"+'- s 

-f@,) I3-f(x,tr)
*tt*t - f¡t frtø)-t - Xfi

est le þolynôme d.u þremíer d.egré de Løgrange øttaché à lø fonction f, ct soit

-. r t(f : xr, *a*r)(a)ú-r-- 
f(r,

(¿x

i

i

¡

l

ct

I

ì

xo: Q'

%ntt: F(*,), (n:0, | ,2 .. '),

lo: b

!rr1 : G(Y,,), (n :0, I,2, ' ' ')'

conaerge en décroissønt aers x*
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du prrirricr degré de Løgrange: si zb 22, zr, x e la, bl et si z, { zz { zt 4
( ø, alors:

L(f ; zr, z")(x) < L(f ; zz, zr)(x) < f (x).

I)orrc, pour tout x, )'e A-, avec x { j,est vraie l'estimation suivante:

t'¡(y) - T¡(*) < v¡@, y)(y - x).

Pnisclue ø* : lim x,,, il résttTte que la racine x* peut être écrite colnnìe
1a sornme de la rérie st'Livaute ;

fØ

'r+Ð(x,'rt-xn)'
En eilployant les relations (1.1) et (1.2), on obtierrt:

Alors 0 { a { | et on ø I'estimatiott suiuønte :

tu.Þ îi + y4 - tit, * å (xnrr, 
'v7).

Démon,strolion. (l) Soit la fonction T¡: A- + lì c1éfinic comme suit !

x.!= A- + T¡(x) : x - = 

f?) 
-,.

Lx, b; fl
Pour démontrcr 1a convergence de la suite (ø,,) il suffit (en rrertu du théorème
0.2) de montrer qre T¡= (/; -). Soit * e A- \{:rx}. En posant

l: /(ó) 
'f(u) - f(x)

et en remarquant que À e ]0, i [, de la nonconcavité de la fonction f, il
résulte que

ÍQ¡@)):fQ,x + l( - ÀXr)

< V(r) l- (1 - ),)/(ú)

-0,
dorrc 7-¡(x) e 1-. I)e plus, puisclue f(*) <0 +'f¡(x) >, x et 1¡(s) :
: s =fls) :0, il résulte qte 'f¡ est une lonction (-)'

(2i Soit maintenant x,, = A-. Par un calcrrl simple on obtieut

(1.1) TÁ*) - Tt(| : h¡(x, Y)(x - l,
où

(1.2) ir,¡(x, y):Í(b)

De rnême, en t.enant compte que

t*,y,btn:rffffr_,f
et en posant

v¡@, Y): 1 - 
L(f ; x'Y)(b) 

'
Í(b)

on tlouve facilement que

0 < h¡(x, y) < W@, y).

On rcmarc¡re aussi que, si fr, !, z e /- et x { ! < z, alors:

tr¡@, y)Þ tt¡(y, z),

1a dcinionstration de ce fait résultant de 1a propriété suivautc des polynôrnes

x*:a.- f(x)
lø, b; f)

+@

1 +D h,...hn

ou å,11 : h¡(xr, x¡-r), ('i:0, 1, 2, ...)
iaj soid bi'"tiJ"íi¡ìe aes þoínts * é' ¿,- \{ø*} avec ta plopriété suir,'ante :

zL,zz-- lx,x*1, ztlzz+L(f ; zr,zr)(b)>0.
I,'euscmble -B est non vide. En effet, pour p € R: soit:

8o : {(r, p@ - b))lx -lì} CR x R
ct soit:

P:[p=RlG(/) nåo-Ø],
clt G(/) {(*,"f(r))lx e fø, öl} Cll x IÈ est le graph c1e la fonctiou /.Íìoit ?' inf l), Si l'on prend ruainterrant

x, : nrax lrr,.(G(f) n 3,,),

alors :

x' {zt { z, ( x* =0 < L(f ;.x,, zr)(ó) < L(f ; zt, zr)(b),

clonc ø' e B. Courme la suite (ør) conr.erge en croissant vers rt, et corrrme
x,' < .y*, il rósulte, c1u'il existe un nombre naturel m tel qae:

n > ln - L(f ; x,, , xtr rr)(ó) > 0.

Soit alors :

n: Llrltî {øz e Nln> nt * I-(f ; x,, *n¡r)(å) > 0}.

Si l'on pose

u : p¡(x-, x-*r),
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2. Dans ce paragraphe on présente une génér-alisatiorr d'u 
. 
procéd^Î

¿" fr åora" ip- t"'thé;rèäe 2.1), pour qu'on discùte (dans le théorème 2.3)

les résultats obtenus.
Soit o:R X R -*R une fonction à la propriété suivante:

%, j eR + o(x, Y) = lx' Yl.

Soit/ e IJa,b).
Potrr tout xeA-, soit:

õ,: llrrin {o(x, b) - *, b - o(x, b)},

' 
*, e lo, zarl,

P,,(t) : za,(t - n)(t - b) t L(f ; x, b)(t)'

Soit r : A- -'+ A- trre fonction qui jouit de la propriété suivante :

x e A->.c(x) e lTr(x), x*).

pour tout x e A- et tout E = Iì on désign: pat m(\) la plus petite

racine de l'équation d-u deuxième degré en l:

tz - zbt * bx )- (b - x)4 ¡ LJ!- 1-9(q- : o,

dans l'hypothèse oh w* * .0.
Fonr--tout xeA-soit:

u* e lm(x), mþ(x))1,

u*:2b-u"'
Q-(t) : wnþ - ct'.)(t - u.)'

Orr défiuie ensuite la fonction U¡: A- +R par

xeA-+U¡(x):x-0.1 ^'' lx, b; fl
otf

56

et l'on tient comPte que

O < L(f ; x;, x;*r)(b) <Í(b),

il est clair que 0 < o¿ { I ' Ensuite :

xitz xr, rr: T¡(x;*1) - Tr@n)

I v¡(xa, x;*r)(x;+t - x;)

: a(x;¡r _ x¡),

%;,re- xatz: T¡(x¡*2) - T¡(x¡*1)

<
I æ2(x¡¡1- tt1),

xnt-¡- %-nrþ-r( o.Þ-r(x;*, - x;)'

Alors

xi+r+þ - x;¡,r:
þ-t
Dj:o (xì+*+j¡-t - x¡1-u.ri)

on+i(x,¡at -- xa),
þ-r
\-/-li:o

et donc

xi1¡n+.Þ - %ì+n'!-, (1 - ør¡(x;r' - x7)'

En faisant ici þ -+ f oo, on obtient

x*-xt-rns\(x¡rr-x;)

Interbrétøtion géométriquc' Soit
représentä l'abscissã où la corde Y

f = Ir(a, b)' Si x e A- ' alots .'I'¡(x': tli':,'i,ij1r¡ "oup" 
1'axe ot (fig' 1)

1- Q*@\

f(x)fl-
u

b I -F (b - ,) 
l*,b.Jl

Soit dr : Ur - 1¡. Alors:

x e A-+ dt@) : (0, - 1) - Í(x)
lx, b; f)fig I
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Onale
'IHBoRÈME 2.1. Si la suite (X^) est définie contntc stt,il

lxo:u
l x,*, : uÁx,,), (n :0, 1,2, " '),

alors clla co?lacvge en cvoissanl aers x*. Dc þlus:

Xt.tt : x,-¡r liarni, @ : o, 1, 2, ...),
i:0

oìt,

d¡ : dl(x¡), ht : h,1*,, *n

r:ù par rtr, angrrlaire d-e- la tangente à la parabole

^, 

i e,çf t un point 
-de. lx, b)..- E;;i b < r" et de la manière dont la para-

bolc y : c1u'ei1e est nonconcavé et clue

Q.V)
( 0, potrr ¡ e lu,,b)
¡ 0, pour t .i LL,

*ì^

U¡(x )

h¡
lt¡¡1 ...h,,, (i<n,) U:0, I,...,n,),
l, (i : n,)

On r-a ruotrtrcr que [,r¡ = (/, -). Soit :v e ¡1 -. Orr

x

Dóntlu,str&tiotI,
rel11afqlle qtle :

P"(x) : f(x),
P.(b) : f (b)

et que

.f < P. < L(f ; x, b) stu fx, bl,

ce qui veut dire clue la parabole y: P,(t) interpole-la fcnctior.' /,1r^," "T-trémités c1e f inteivaile lø, ó] et, s'interpose entre f et Ia cordc L(f ; x, b)

(elle est donc nonconcar,-e tout comrne la fonctioil,f) .

f

fig. 3

X L
U

Enfin, otl fclnarqrle q:u:e Ur(x) est la solution de l'équatiou on /

P-(t) : Q,U),

rcprésentant l'abscisse du point -unique d'intersection des deux paraboles'
Oi oìrtient, pa-r t1n calcul simple, que

P,(U ¡(x)) - Q,Q ¡@)) - 
- 

P'(u*\ P'(u')
(Lx, b: ll -l (b - x)u")2

Pnisclue P*(u,) ( 0 et P*(o") > 0, il sfensuit cluc

Í(u¡(*)) < P,(u¡(x)) 10,
dolrc 

'[.j,(x\ e A-. I)e même, dans les théorèrnc, 0* étant
positif,'iì s'ensuit qrc U¡(x) ¡ r ct que (/), et-donc UI =
e ({: -). Bn vcrtit du thóor¿me 0.2 il suitc (X,) converge

"n 
ËroiSsánt vers x*. I,a première partie est ¿rinsi détrrontrée'

Soit ensuite :

Xutt - xu: U¡(X,r) - T¡(x")

: (T¡(X") -l dt(X")) - T¡(*,,)

-: dr(X,) -f Q¡6") - T¡(*,,))

: dt(x*) * ht@,, x,)(x* -- x,)

fig. 2

Les dcux premières égalités sont évidentes ; f inégalité provient du fait
que

lx, o(x, å) ;,fl < mn 4lx, å;,fl< m6 4lo(x,b),b;Í1,

y - Py.(i
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Ðémonstration. cottrormément à la manière dont a été défini,. m'(l)

,"prÃãüä-*i" ir, 4, or s et z vérifient le système d'éguations suivant:

t

slz:2b
sz:bx1-þ-x)1+ r(f; x, b)(El 

,
ur

ou bien le système équivalent

slz:2b
Q-G): P,(E),

z remplacen| I't',, réspectivemeît an'

e théorême si l'on fait appel à la mono-
par le lemme 2.2.

ciser quelques algorl'tþmes de réso-
geneålisátion qui a lait l'objet de

0, otJlø*: 0' on déduit qaeU¡(x) :
id.ent.
u*: m(x), alors 0" : 0 et U¡ (*) :

0,:

u¡(*):

v, b: Í)
ur(b

x-
- x) + l*, t': Í)

f(x)
w*(b - x) -l lx,b;fl

I,es deux situations signalées convergent plus lentement que le procédé

de la cord.e.
g0 Si,pourun x e A ,l'onprend, xt,n:nx(TI (')ll i]ïl U¿(x): r¡(*)

et les deux métho¿"r "ãi¿"i""ttË 
à la åême äpþioiimatio' dc la raci'e'

Si l'on prend ün: Tt (r), alors

n 
-1-L 

fþl . IÐx 
'vn.-' ' l',u;Íl wn(b-x)*lx'b;Íl

e I'algorythme ainsi obtenu est plus rapide que celle du

de'
pËut préciser aussi le choix de la fonction o' De cette

r :tllrL x e A-, on Prend:

o(x,b)-ljr'
2

alors

û'*: r-l*,T , , 4

60
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Donc:

Xu.tt: ,tntt I d', )- lt,, (X, - **), (rø:0' l'2 "')'

En usant de cette relation de récurrence' on obtient:

xu+t : ', +f d'Jti, (n: o' 1' 2' ' ' ')'
i:0

otr les lt'î ont la siguification de l'énoncé du théorème'

I,e théorème qui suit ér,alue les résultats obtenus ci-dessus, etr les

"o-friu"i aux rés^ultats connus au procédé d'e la corde'

Soit ø e A-. On onte :

'u : 't't'n, 'ù : 7)", Qlu) : Q-, Ulu) : U¡(*)'

I' e rn m a 2.2. Soit 'Lrt, Ltz e ltn(x), m(r(x)))'
Si u, I ur, alors 

"

(1) Qlu',1 < Qlu,l;

(2) Ulu'.1 l Ultl,l'

Démonshation. I.a première affirmatiorr résulte de:

Qlur) - Ql*rf : wn(u'' - r'r'')(2b - u' - ü')'

La cle¡xième affirmation résulte de la définition de la fonction U¡ et de (l)

U(u')
U¡

x

fig. 4

l'nrlonÈruE 2.3. Si % e A-, alors :

dt@)
1o, si u* = lm(x), m(T¡(x))l
: o, si u*: m(T¡(x))
2 o, si un e lm(T¡(x)), rnþ(x)))
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Si, de pltts wn: úr, alors'

ra,(b - x) I lx, b; Í): l¡tf ,u , rl

ctP":Br(f;lx,b))estjrtstcmcntlc.polyuôtncclu.deuxiènrcdegré
S. N, Bcrnslcin attålf-,ã à la fonction f ,-telativetnettt à l'intervalL .Lf '

Avec ces choix, t""""""t aLr deuxième algorythrne de 20, on obtient

c1e

bl.

0,: lx, b; Íl
r lb

SUR UN PROBLÈIVIE DB I_,4 ME]LI-.T{URIi
APPROXIMATION

en retrenattt ait cleuxièrne algorvthtne de 30' on ol¡tient pÂf

III.ENA POPOVICIU
(C1uj-NaPoca)

0 :1+4Ð
2

2

tr, b; ftlt');] ,, t] l. l)aris cc travail nons allons présenter un résultat conceinant le prob-

lèrne de la meilleure approxirnation'
lier du problèrne suivant. Etant d
trn sotrsãnsemblc Y de E, tc1 clue

ólénrent yret:r;n setrl, pour lec1ttel on

nelamétrique, p:ExE +Il. O¡'se
quelle manière faut-i'l ou.pent-on ch
ä..or", l,existence "ill""i"lt¿ 

de z,e Z, pottt lecluel p(x, z,) ::2frp(x, z)., 2)

Y C E étant donné, quels sotit -les sousensembles I/ C y', 
Ì9t:t l::-n"i!

[oJqo"soitr = E,il ðxiste uu élémeuta* e V ettinsettl, telque P\x,a,):
: inf p(ø, u) ?

e travattx concetnant les d'eux prob-
des notrbreux résultats. On
nts quancl on a E : Clø, bl'
I . I'e sl'rnb ol C la, å I dénote-f 

intervalle la, bl, continues

sur [ø, ð], organisé comme (s-pac-e-rnétrigue à 1'aide de la,norme uniforme'

";"ti á dii", lout -fr' -f, = cia' b)' la distance est donnée par

P(f,, f,) : Ëi,i,,lr'tx) - .f,(x)''

' On a ainsi étudié le cas Y - '?u ol Q, désigne l'cnsemble des poly-

oo-", de clegrès au plus égal à n' Þotsr Í u Cla, bl cluelconque' orr a
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