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1,/ étude présente une méthode de résolution approximative des ¢qua-
tions qui représente une généralisation du procédé de la ,,corde”. Aprés
un premier paragraphe introductif, en vue de la comparaison des deux
méthodes, I'é¢tude comprend deux pratiers distinctes: la premiére contient
des considérations sur le procédé de la corde, la deuxiéme étant dédiée a
la généralisation de ce procédé et a la discussion des résultats obtenus.

0. Soit f: [a, b] > R une fonction relativement a laquelle on formule
les hypothésss suivantes :

(i) f=Cla, b];

(i) f(a) < 0 <) ;

6i) f(8) < 0 <f(4 3

(iii)  nonconcave de premier ordre sur [a, ],

(iii)” f nonconvexe de premier ordre sur [a, bl;

Soit 1,(«, b) la classe des fonctions f qui satistont aux hypotheses (i),
(i) et (iii). Par analogie, soit I,(a, b), I4(a, b) et I,(a, b) les classes des fonc-
tions qui satisfont, respectivement, aux hypotheses (i), (i) et (iii); (i),
(ii) et (ii)’; et (i), (i), et (iii)".

On a alors le théoreme :

cHEOREME 0.1, St f € I(a, b), (R =1,2,3,4), alors Iéquation

0.1) flx) =0

a wnc rvacine unique x* € la, bl.
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Soit f & I(a, b), (k=1,2,34), et z € [a, b] un point arbitraire.
On note:

A(f; 2) = {x< [a, b]|f(2)f(x) = O}.

Alors A~ = A(f; a) est l'ensemble des approximations par défaut de la
racine x* et A+ = A(f; b) est 'ensemble des approximations par exces.
Nous introduisons les définitions suivantes:

Définition 0.1. Une fonction F: A~ - R est ,,unc fonction (—)
(attachée & la fonction f par rapport a Vintervalle [a, b)”, si les trois conditions
sutvantes sont ramplies .

(1) FAT)CA e F e C(47);
(2) x € A- = x < I(x);
3) FP(F) C ker (f),

oty FP(F) = {x|F(x) = x} et ker (f) = {x € [a, b1 f(x) = O}

Définition 0.2. Une fonction G: At — R est ,une fonction (+)
(attachée & la fonction f par rapport a Pintervalle [a, b])”, si les trois conditions
suivantes sont ramplies:

(1) G(A+T) C At et G = C(AT);
(2) x €At = x> G(x);
3) FP(G) C ker (f).

Soit (f; —), respectivement (f; +), la classe des fonctions (—), res-
pectivement la classe des fonctions (+), attachées a la fonction f par rapport
3 lintervalle [a, b]. On a alors le théoréme suivant :

raforime 0.2. Si F € (f; —), alors la suite (x,) définic comme
suit

{xoz a
a1 = F(x,), n=0,1,2...},

comverge en croissant vers x*.

Démonstration. La démonstration est immédiate puisque I'on observe
que la suite (x,) est croissante et comprise dans I'intervalle [a, x*] et FP(F)C

C ker (f).

Nous présentons par analogie, le
rHBOREME 0.3. S1 G € (f; +), alors la suite (,) définie comme suit :

{yo =b
Yut+1 = G(yn)’ ('VL = O: 1, 2, .. ')'

converge en décroissant vers x¥.
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Dans ce qui suit, les raisonnements seront faits sur les fonctions de
I,(a, b), la_transposition des résultats ainsi obtenus aux autres classes de
fonctions introduites étant formelle.

1. Dans ce paragraphe on présente le procédé de la corde par le
THREOREME 1.1. Sott f = I(a, b) et comsidérons la suite (x,) définie
comme SUL:

Xy = a

._f(_’@)__, n=20,1,2.,.)
e, b3 f] '

Xp+1 — X, —

[%,, b;f] _ ) — flw)

b — %,

est la différence divisée de premier ordrve de la fonction f.
Alors les trois affirmations suivantes sont yraies .
(1) (x,) C A~ et (x,) comverge en croissant vers x* ;

E . Aly o
(2) La_?'acma.x* peut etre écrite comme la somme A une série convergeante,
de la maniére suivante :

I CHI I
[a. b5 f] o S

ot

Fivt = f(b) — Fixy i/l =0,1,2
! f()[x.,-,b:fl[x,-+1,b;f]’ ( L2

%, %is, b f] _ D b5 f] — W %iga s f]
b — X

est la différence divisée de deuxiéme ovdre de la fonction [ sur les noeuds x;,
Xit1, b [él, b] L
(3) Soit

w=min{m € N|nzm = L(f; %,, %asp1)(d) > 0},

L(f; %, %ar1)(s) :Mf(xn) i u“f(xﬂ-l 1)

Xnt1 — ¥y X1 — ¥n
est le polynéme du premier degré de Lagrange attaché i la fonction f, ¢t soit
Lf: #5 #%5,,)0)
760 '

o = 1 —
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Alors 0 < « << 1 ¢t on a lUestimation suivante :

2
i T (%51 — ¥5).

nz = x* — x5, <

Démonstratzon. (1) Soit la fonction 7;: A~ — R définic comme suit!?
‘ il (T
[x &; f]

Pour démontrer la convergence de la suite (x,,) il suffit (en vertu du théoréme
0.2) de montrer que T, < (f; —). Soit x = A \{x*}. En posant

xi€ 47 = Tyx) =

et en remarquant que A € 10, 1[, de la nonconcavité de la fonction f, il
résulte que

ATAR) = FOrx + 1 — W)
M(x) + (1 — 2)/(0)
=0,
donc T/x) € A7. De plus, puisque f(x) <0 = Ty(x) > x et Ty(s) =
= s = f(s) = 0, il résulte que 7, est une fonction (—).
(2) Soit maintenant x, ¥ = A~. Par un calcul simple on obtient

(2 Ty(x) — To(y) = ks, y)(x — ),
ol
(1.2) helx, y) = f(b) — 22 0i]]

% 03 fHy. b5 S
De méme, c¢n tenant compte que

by — L

)(b = y)
et en posant
L(f; %))
5 =] 1 _————
wr(%, ) I

on trouve facilement que
0 < A2, y) < wr(%, 9)-
On remarque aussi que, si %, 9, 2 € A~ et x <y <z, alors:

”’f(xr )’) Z P‘f( ’ Z),

la démonstration de ce fait résultant de la propriété suivante des polyndumes
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du premier degré de Lagrange: si zy, 2y, 25, ¥ = [a, b] et sl 2, < 2, < 23
< %, alors:

L(f; 21, 2)(x%) < L(f; 20, 25) (%) < [f(%).
Donc, pour tout %, y € A™, avec x <y, est vraie l'estimation suivante:

To(y) — Tp(x) < pp(x, )y — ).

Puisque x* = lim %, il résulte que la racine x* peut étre écrite comme
la somme de la rérie suivante:

. 4w
%y + E (Xni1 — %,).
n=0

En employant les relations (1.1) et (1.2), on obtieut:

mees [abf]( +;k )
ou k1= ke(x, xiy1), ¢ =0,1,2,
(3) Soit Bl'ensemble des points x € A7 \{x*} avec la propriété suivante :
21, 2y € [%, 2*], 5y < 2y = L(f; 2, 25)(0) > 0.
I’ensemble B est non vide. En effet, pour p € R, soit:
3 ={(x, plx —0))[xr e R CR X R

et soit:
P={e = RIG(IN 3, =3},
ot G( f) = {(x, f(®)) |x = [a, 0]} CIR X R est le graph de la fonctioun f.
poit p' = inf P b1 I'on prend maintenant
¥ = max pr(G(f) N 3v),
alors :

W Sm < m< 2 =0 < L{fa, m)B) < L(f; 2 2)(0),

done " = B. Comme la suite (x,) converge en croissant vers x* et comme
%" < x%, il résulte qu’il existe un nombre naturel m tel que:

nzm=L{f; % %)) > 0.

Soit alors :

n=min{m < N|nzm = L(f; x,, %.11)(0) > 0}.

Si l'on pose

*= pvf(x'_’ x?7+1)‘

M
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et on tient compte que
0 < L{f; %5, %;,,)(0) <[f(b),
il est clair que 0 < a < 1. Ensuite:
RS Tf(x5+1) — Ty(x;)
< llf(x;, % (¥ — %)
= a%;,, — %),
s XY™ Tf(xZ+2) - Tf(x7;+1)
< P‘f(xﬁ+1* x;7+2)(x7;+2 — % 1)
< X%, — %)

X X

a2

X < o Nxg — %)

atp " Fnrp—1
Alors
p—1
x;+n+f> T x;[+n 5 =) (x5+u+j-|—1 - xTH-n»kj)
p—1
< oc"‘”(x,—,u - x;t),
j=0
et donc
- — PV - — x-).
xn+u+p xn-Hl < 1 — & (1 & )(xn+1 xn)
En faisant ici p — -+o0, on obtient
u”
¥ e < - —_ X
o xn»l—n =m (xn-l—l xn)'

Interprétation géométrique. Soit feILiab). Six<d, alors T(x)
représente I'abscisse oit la corde y = L(f; %, b)() coupe I'axe Ot (fig. 1).

% Tf (%) x™ b

fig, 1
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2 Dans ce paragraphe on présente une généralisation du procédé
de la corde (par le théoréme 2.1), pour qu’on discute (dans le théorédme 2.3)
les résultats obtenus.

Soit 6: R X R — R une fonction a la propriété suivante:

x,y € R=o0(x,y) =[x 9]
Soit f € I(a, b).

Pour tout x=A4~, soit:

@fiiﬁﬂﬁﬂmm@mm—mb—dmm.
[y — X

w, < o, ©,],
P(t) = w(t — x){t — b) + L(f; % b)().
Soit ©: A~ — A~ une fonction qui jouit de la propriété suivante:
x € A-=1(x) € [Ty(x), x*].
Pour tout x = A~ et tout £ = R on désigne par m(E) la plus petite

racine de l'équation du deuxiéme degré en #:

t2—2bt+bx—}—(b—x)g+£(f_‘x'bﬂ:0’

Wa

dans 'hypotheése olt w, # 0.
Pour tout x € A~ soit:

u, < [m(x), m(=(x))],
v, = 2b — u,

On définie ensuite la fonction U;: A~ — R par

we A= = Uyw) = % — 8,12

“Tn b5 £l
olt
_ 25
0, — 1)
1+ (b—2 d
% b;f]

Soit d;, = Uy — T;. Alors:
5 e A™= dfx) = (0, — 1) 2.
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On a le
THROREME 2.1. S¢ la suite (X,) est définie comine suil .

Xo=a
Xﬂ+1 = U/(X”), (% = 0, 1, 2, - .),

alors clle comverge en croissant vers x*. De plus .

X1 = s + 2odhi, (mn=0,1,2,...),
i=0

d; = di(X,), by = ke(x;, X5)
. Bivy oo by, (8 <) t=0,1,...,n),
ll,t = 5
I, (i =mn)
Démonstration. On va montrer que U, = (f; —). Soit v € A . On
remarque que:

et que
f< P, <L(f; %, 0) sur ]x, bJ,

ce qui veut dire que la parabole y = P,_(¢) interpole la fonction f aux ex-
trémités de I'intervalle [#, b] et s’interpose entre f et la corde L(f; x, b)
(elle est donc nonconcave tout comme la fonction f).

Les deux premiéres égalités sont évidentes; l'inégalité provient du fait
que

[x, o(x, b); f1< m, < [x,0;f]< my < [a(x, b), b;f],
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ott par m, on a désigné le coefficient angulaire de la tangente a la parabole
y = P,(t) au point (z, P.(2)), # étant un point de [x, &]. '

Ensuite, du fait que #, < ¥* < b < v, et de la maniére dont la para-
bole y == Q,{f) est définie, il résulte qu’eile est nonconcave et que

<0, pour ¢ € [u, b]
- > 0, pour ¢ < u, '

% f

fig. 3

Enfin, on remarque que U, (x) est la solution de I'équation on ¢

P(t) = Q.(),
représentant U'abscisse du point unique d'intersection des deux paraboles.
On obtient, par un calcul simple, que f
Py(uy) Pp(vs)

P (U = Y« U e .
(Ur2) = QUAR) = o ey

Puisque P,(#,) < 0 et P,(v,) > 0, il s’ensuit que
F(UAx)) < B(Us(x)) <O,

donc Uyx) € A~. De méme, dans les conditions du théoréme, 0, étant

positif, il s’ensuit que Ux) > x et que FP(U;) C ker (f), et donc Uy =

e (f; —). BEn vertu du théoréme 0.2 il résulte que la suite (X,) converge

en croissant vers x*. Ta premiére partie du théoréme est ainsi démontrée.
Soit ensuite :

Xos1 — %, = UfX,) — Ti(x,)
= (THX,) + d/(X,)) — Ty(%)
= dp(X,) + (TA(X,) — Ty(x,))
= &(X,) + k/x, X,)(X, — %)
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Donc:
Xoit = Znp1 + dy + 1 (X, — %), (=01, 2 1)

En usant de cette relation de récurrence, on obtient :
Koyt =%, + 2o dht, (0 =0,1,2,...),
=0

ou les A? ont la signification de I'énoncé du théoreme.

Le théoréme qui suit évalue les résultats obtenus ci-dessus, en les
comparant aux résultats connus au procédé de la corde.
Soit x & A~. On onte:

== U, V=70, Qu] =Q, Ulul = Uy(x).

Lemma 2.2 Soit u, ty, € [m(x), m(v(x))].
St ou, < ty, alovs:

(1) Qlu.] < Qluws];
@) Ulug] < Ulaty].
Démonstration. La premiére affirmation résulte de:
Qu] — Qus) = w, (g — 1) (20 — vy — Us).

La deuxiéme affirmation résulte de la définition de la fonction Uy et de (1).

vy

\ Uy \Ulw)/ /
u, | u.\y b
|

rHEOREME 2.3. St x € A7, alors :
(<o, siu, = [m(x), m(THx)]
ds(x) {=0, St th, =M Ts(x))
>0, si u, = m(Ty(x)), m(z(x))].
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Démonstration. Conformément a la maniére dont a été défini, m(&)
représente min {s, 2}, ou s et z vérifient le systéme d’équations suivant:

IS—I—zZZb
|2 = bx 4+ 0 — g + HEZEE,

Wy
ou bien le systéme équivalent:
{ s+ z=2b
Q.(8) = P.(8),

ou, dans la deuxiéme équation, s et z remplacent u, réspectivement v,.
11 est facile maintenant de démontrer le théoréme si I'on fait appel & la mono-
tonie de U, relativement & u,, établie par le lemme 2.2,

Pour conclure cette étude on va préciser quelques algorythines de réso-
lution de 1'équation (0.1), inclus dans la généralisation qui a fait I'objet de
ce paragraphe.

10 Lorsque pourun x € A~, @, =0, ouw, =0, on déduit que Uy(x) =
= T (%), et les deux méthodes coincident.

20 Si, pour un x € A, on prend u, = m(x), alors 6, = 0 et U, (x) =
— x: lalgorythme est , figé”.

Si I'on prend #, = %, alors:

% b; f) ,
wy(d — x) + [% b 1l

1% ,
walo — %) + [ b; f]

Les deux situations signalées convergent plus lentement que le procédé

de la corde.
30 Si, pour un ¥ € A~, on prend u, = m(T; (%)), alors Uy (%) = T (%)

et les deux méthodes conduisent a la méme approximation de la racine.
Si l'on prend #, = Ty (x), alors

f®) ws _
[, b: f] wylb— #) + (% 0]

La convergence de l'algorythme ainsi obtenu est plus rapide que celle du

procédé de la corde. i
4 Enfin, on peut préciser aussi le choix de la fonction o. De cette

maniére, si, pour un x € 47, on prend :

g ==

Ufx) = % —

0, =1+

alors




69 RADU POPOVICI 12

Si, de plus w, = i,, alors

ER:
wb — ) + [n 0 1= |22, 03 /]
et P, = By(f; [x, b]) est justement le polynéme du deuxiéme degré de
S N. Bernstein attaché a la fonction f, relativement 2 I'intervalle [x, b].
Avec ces choix, revenant au deuxiéme algorythme de 2°, on obtient

__=bifl
# x4 b
—2-—'. b fl
Upx) 1oy st it Mo :
x4 b
il f]
en revenant aun deuxiéme algorythme de 8°, on obtient
o wm b y 'f]
- o s B i
0 |25 b 1
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