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1. Dans cc travail nous allons présenter un résultat concernant le prob-
leme de la meilleture approximation. Notamment il s’agit d'un cas particu-
lier du probléme suivant. Etant douné un éspace métrique E, considérons
un sousensemble Y de E, tel que pour chaque x € E il existe dans Y un
&lément y, et un seul, pour lequel on a p(%, y,) = inf p(x, v). Par pon désig-

yEY

ne la métrique, p: E X E — R. On se demande: 1) pour x € E, fixé, de

quelle maniére faut-il ou peut-on choisir le sousensemble Z C Y, pour

assurer Vexistence et I'unicité de z, € Z, pour lequel p(x, z,) = inf p(x, z); 2)
2€Z

Y C E étant donné, quels sont les sousensembles V (Y, pour lesquels,
quel que soit x = E, il existe un élémentv, < V etunseul, telquep(x,v,)=
= inf p(%, v)?
sV

On peut citer un grand nombre de travaux concernant les deux prob-
lemes qu'on a formulé plus haut. Il y en a des nombreux résultats. On
sait qu'on obtient des cas particuliers intérésants quand on a E = C[a, b],
Y étant un ensemble interpolatoire sur [e, b]. Le symbol Cla, b] dénote
I'ensemble des fonctions réelles, définies sur I’intervalle [a, b], continues
sur [a, b], organisé comme éspace métrique a l'aide de la norme uniforme,
c’est a dire, pour fi, f; € Cla, b], la distance est donnée par

o(f1, fo) = max |fi(%) — fa(#)"

x< (a4, U]

On a ainsi étudié le cas ¥ = P, ott P, désigne Uensemble des poly-
nomes de degrés au plus égal a n. Pour [ & Cla, b] quelconque, on a
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considéré le probléme de la meilleure approximation de la fonction f, par
des éléments d’un sousensemble (PA(f; %y, %o ...., %) de U'ensemble D,
soumis & la condition: @P}(f; %y, %a, ..., %) ={P € Do | P(x;) = f=),
i=1,2 ..., 0}, x étant des points distincts et fixés de l'intervalle
[a, b], I < n. Les résultats concernant ce probléme sont devenus classiques.
On a aussi consideré le probléme de la meilleure approximation d’une fonc-
tion f € Cla, b] par des éléments d'un sousensemble de P, qui s’obtient
en imposant aux coefficients des éléments de (P, des conditions réstrictives.

Pour obtenir un cas plus général, on peut remplacer (P, par un ensemble
interpolatoire quelconque.

9. Des nombreux travaux ont comme stjet le probléme de la meilleure
approximation d’une fonction f=C[a, b] par des elements d’un sousensem-
ble Pi(f, A) oit A este un fonctionnelle, 4 : Cla, b] > R et D5(f, 4) =
= {P e D,JA(f) = A(P)}, » = 1. Ce probléme a été généralisé en plusicu-
res diréctions.

3. Nous considérons un ensemble interpolatoire d’ordre =, n 2 2,
sur un intervalle [@, b] et nous allons désigner cet ensemble par F. Les
éléments de Iensemble I sont des fonctions continues sur [a, b] et pour
chaque systéme #,, %, ... %, de points distincts de l'intervalle [a, b] et
quels que soient les nombres yq, ¥, ..., ¥,, il existe dans I une fonction et
une seule qui prend sur les points %, 1 =12, ..., %, les valeurs y;,
i=1,2, ...., n, respectivement. Si les y; sont les valeurs d’une fonction
g sur les points x;, ¢ =1, 2, ...., n, alors la fonction, uniquement détér-
minée de I'ensemble F qui coincide avec g sur les points x;, 7=1,2 ..., n,
sera désignée par le symbole
L(F; xé, %oy -y %5 8). Cest a dire L(F; %y, %, ..., %,; &)%) = &%),
1=1,2 ..., %

Considérons maintenant les points

(1) %1<%2< e < My
situés dans lintervalle [a, b] et les nombres
(2) ylr y2! Peey yﬂ——l-

1,/ ensemble dont les éléments sont les fonctions de I'ensemble F, pren-
nant sur les points #;, ¢ = 1,2, ..., n — 1, les valeurs y,, 7w, 2,0, .,
n — 1, correspondantes, sera désigné par

Uy, Ugy - .., Uy —1
@ s(r; )
Vi Yoy v o5 Ynma
On a donc
S(F Uy, Uy + v vy %n—l) {] h F ] ) 0 1 2 1
; =7 = ,1%';:1;,12, ,...,n'— N
Y1y Vo ooy Yo | ( y }

I ensemble (3) s’appelle épi interpolatoire, d’ordre 1, de l'ensemble F.
Pour chaque systéme (1) de points et chaque systéme correspondant (2)
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de 2 — 1 nombres, on obtient un épi interpolatoire, d’ordre 1 de V'ensemble
I, .es points (1) s’appellent les nocuds de 1'épi (3). On peut remarquer que
pour chagie point %, € [@, b], oft xo# o, 1 =1,2, ..., % — 1 et quel
(e soit le nombre y,, 1'épi (3) contient une fonction et une seule qui prend
sur x, la valeur vy, Une consequence importante eu est la suivante : si
Xy = @, b et g Ay, 1 =12, ..., 0 —1, alors Uensemble des valeurs,
sur %, des fonctions qui appartienent & 1'épi (3) est un intervalle. Nous désig-
nons par

i ‘(r Uy, Uy, wve, Bt
{4) Siu;
4 )"uyz, --A,;\’u—a A

cet intervalic,

Si les fonctions distinctes g, et g, appartienent a I'épi (3), alors les
nomibires g (%) ct gy(x,) sont dans Uintervalle (4). On ne peut pas avolir
&1(%g) = gu(%,), ensemble F étant interpolatoire d’ordre #.

Qi le point x, satisfait l'inégalité u; <C %y <C #i4y et g1(x0) < gal%)
(ou bien g,(¥,) > ga(x,)) alors, pour 21 < x < #; ¢t POUT #ip1 << X < Uiy1,
on a gy(%) > gu(v) (respectivement gy(x) < ga(%)). Pour n = 2 il faut consi-
dérer seulement les cas a << 4y < b, #; << %9 £ b0, a = x < wyouad = %y <
<y, 4y < % = b.Quand on a » = 3 il faut éliminer le cas a = uy, b = u,.
Pour preciser donc l'inégalité remplie par les valeurs g1(x) et go(x) pour

x#wu,i=12 ... n— 1, quelconque, il suffit d’¢tudier le comportement
des fonctions g, et g, sur un points fixe, %, < [a, b}, %o # u;, ¢ =1, 2w . e
n — 1.

Soit donnde maintenant I'épi (3). Soit %, = [a, 0] %o # #;, 1= 1,2,

., u — 1, choisit d’une maniere arbitraire et puis fixé. Soit, par exemple

Wy 2<7 Xo < U,y et supposons que pour tous les épis que nous considérons,

le point intermedier, qui a le rolle de x,, sera situé entre les deux derniers

nocuds de Pépi. Considérons une fonctionnelle 4 :FF — IR. Pour chaque épi
de 1a forme (3) on peut considérer 1'ensemble.

5) 4 (¢ 7 &=, p ]
( ) (é) |g Vi, Yoy «oon Yu—i

gue nous appellons 1'ensemble des valeurs de la fonctionnelle A sur I'épi (3).

DEFINITION 1. On entend par Vensemble des valeurs de la fonclionnelle
| sur les épis de I'ensemble F, Dintersection de tous les ensembles de la Jorme
(5) quand on choisit de toutes les mawicres possibles les points (1) et les nombres
(2). On désigne cet ensemble par As.

Compte tennant de la définition 1, si C & A4, alors chaque épi de
Pensemble F contient au moins une fonction pour laquelle A prend la
valeur C.

PDEEINTITON 2. Nous disons que la fonctionnelle A est monolone par
rapport a Uépi (3) si quelles que soicnt les fonctions g, ¢t g, de Uépi, satisfaisan-
tes I'inégalité g (%o) < ga(%,), on a toujours A(g,) < A(gs) ou bien towjours
Algy) > A(g.).
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DEFINITION 3. On dit que la fonctionnelle A est monotone par épt si
elle est monotone par rapport & chque épi de I'ensemble F et le sens de la mono-
towic est gardé quand on chamge wn épr par un autre.

THEORTME 1. Si la fonctionnelle A est monotone par Epis, alors, quel
que soil o € Ag, chaque épi contient une fonction et une seuwle pour laquelle
A prend la valeur o.

Ia démonstration du théoréme 1 résulte du fait que la fonctionnelle
A ne peut pas se réduire & une constante sur aucun sousensemble d'un épi
et de la définition de l’ensemble 4.

THEOREME 2. Si la fonctionnelle A est monotone par épis et o = Ag,
alors Vensemble {glg € F, A(g) = «} est interpolatoive d’ordre m — 1 sur
Dintervalle [a, b].

Pour démontrer le théoréme 2, on remarque, a I'aide du théoréme 1,
que pour chaque systéme X;, %, ..., ¥n—1 de points distincts de l'inter-
valle [a, b] et quels que soient les nombres ¥y, Ya, - - -, y,—1 I'ensemble

(6) {glg € F, Alg) = &} = F*(4, o

contient ume fonction et ume seule qui prend respectivement les valeurs y;
sur les points x;, 1 = 1,2, ..., % — 1.

FHEOREME 3. Si f € Cla, bl, alors Uensemble (6) conticul un et un

seule élément gy pour lequel
max | f(x) — g(%)] = inf {max|f(x) — g(2)]}
yefa,b) ge ¥4, o) x<la, b]

I, théoréme 3 est une conséquence de la propriété d’interpctation
contenue dans 1'énoncé du théoréme 2.

Pour faire intervenir les propriétés de la fonction f, dans ce probléme
de la meilleure approximation, on peut remplacer le nombre « par la valeur
d’une fonctionnelle B:Cla, b] — R, sur f c’est 2 dire on peut considérer
au lieu de lensemble (6), I'ensemble

{gle = F, A(g) = B(f)}

oti l'on suppose que B(f) € 4s.

Dans un fatur travail nous allons montrer que les fonctionnelles mono-~
tones par épis généralisent les différences divisées d’un ordre donné [2].
Les fonctions L(F; %1, %g, «- ) %y g) qui ont un rolle semblable au cel des
polynomes de Lagrange, sont le point de départ dans cette généralisation
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