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Si, de pltts wn: úr, alors'

ra,(b - x) I lx, b; Í): l¡tf ,u , rl

ctP":Br(f;lx,b))estjrtstcmcntlc.polyuôtncclu.deuxiènrcdegré
S. N, Bcrnslcin attålf-,ã à la fonction f ,-telativetnettt à l'intervalL .Lf '

Avec ces choix, t""""""t aLr deuxième algorythrne de 20, on obtient

c1e

bl.

0,: lx, b; Íl
r lb

SUR UN PROBLÈIVIE DB I_,4 ME]LI-.T{URIi
APPROXIMATION

en retrenattt ait cleuxièrne algorvthtne de 30' on ol¡tient pÂf

III.ENA POPOVICIU
(C1uj-NaPoca)

0 :1+4Ð
2
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tr, b; ftlt');] ,, t] l. l)aris cc travail nons allons présenter un résultat conceinant le prob-

lèrne de la meilleure approxirnation'
lier du problèrne suivant. Etant d
trn sotrsãnsemblc Y de E, tc1 clue

ólénrent yret:r;n setrl, pour lec1ttel on

nelamétrique, p:ExE +Il. O¡'se
quelle manière faut-i'l ou.pent-on ch
ä..or", l,existence "ill""i"lt¿ 

de z,e Z, pottt lecluel p(x, z,) ::2frp(x, z)., 2)

Y C E étant donné, quels sotit -les sousensembles I/ C y', 
Ì9t:t l::-n"i!

[oJqo"soitr = E,il ðxiste uu élémeuta* e V ettinsettl, telque P\x,a,):
: inf p(ø, u) ?

e travattx concetnant les d'eux prob-
des notrbreux résultats. On
nts quancl on a E : Clø, bl'
I . I'e sl'rnb ol C la, å I dénote-f 

intervalle la, bl, continues

sur [ø, ð], organisé comme (s-pac-e-rnétrigue à 1'aide de la,norme uniforme'

";"ti á dii", lout -fr' -f, = cia' b)' la distance est donnée par

P(f,, f,) : Ëi,i,,lr'tx) - .f,(x)''

' On a ainsi étudié le cas Y - '?u ol Q, désigne l'cnsemble des poly-

oo-", de clegrès au plus égal à n' Þotsr Í u Cla, bl cluelconque' orr a
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considéré le prob de la .fonction,f , pat
des éléments^ d.'u ,) d'e l'ensemble ''Qn,
sounris à 1a co ='Q,lP(x):f(x),
i:1,2,...,4, fixés de f inte¡valle

lo, tt),, /" < n. ies résultats concernant tts-classiques'
ötr 

"'unsJi 
consid.eré le problème d.e la n d'une fonc-

Lion f e Clø, bl par dei éléments d'un qui s'obtient
en imposani aui ãoefficients des élérrents d. Q* des conditions réstrictives.

Éour obtenir un cas plus général, on peut remplacer Q* par un ensemble
interpolatoire quelconque.

â. n"s troñbt"o* tta,¿u* o¡t comme sujet le problème de la meilleurc
approximationd'unefonction.f=Cla,bfpardes-elementsd'unsousensem-
tiê rpi(Í,,4) oh,4 este un fonctioinellef A:Cla, ål 

"+ 
et Qi(f'.A) -: {Þ ¿ ,p,;A(f): l(P)}, n > 1. Ce problème a été généralisé en plttsic'-

res diréctions.
3. Nous consid-érons u11 ensernble interpolatoire d'ordre n., n 2 2,

sllf 1111 intervalle la, bl et nous allons désigner cet ensemble par F, I,es
élérnents de l'ensemble -li sont des fonctions continues stlf la, b) et pour
chaque système poir ts distincts de f intervalle lø,.å-l et
queli quó soient z, ' . ., y,, il existe dans F u'e fonction et
.itr" såtl" qui p nts x¿, i: I,2, .. ',-n, les. valeurs -y¿,
i:1,2, ..-..,it, Si lesy, sont les valeurs d'une fonction
g sur-les points , n, aTois la fonction, unicluement détér-
äinéc de Î'ensembleFqui coincid.e avecg sur les points x,, i:1,2, .. ', ro,

sera désignée par le symbole
L(F; xr,"*r, .i., x,,; gi. C'est à dire I'(F; xr, xz, '.., x,,; g)(xi) : g(x¡),
í:1,2,...,n.

Considélons maintenant les points

(1) or11xt2 <..'
situés dans f intervalle la', bl et les nombres

(2) lu !2, ' . ., ir-r.
I,,ensemble dont les éléments sont les fonctions de l'ensemble -F,_ pren-

nant sur les points ü¿, 'i :1,2, ' '.,7L - l, les valeurs !¡, i:1,2, . ",
n, - l, correspondantes, sera désigné par

(3) s(r ,"^',' "": ' ' u'-'\.
"\' 'Yr, !2, "',Yn-t)

On a donc

sþt ;"y',,,"0',:, i, ):{hl h= F, h(u¡) : !¿, i: r,2, . . ., n - r).

L'ensemble (3) s'appelle épi iuterpolatoire, d'ordre 1, de l'ensemble F'
potrr chaqu" ,)"ié-" l1; a" points ót ch.que système correspondant (2)

c1e i¿ -- I notrbrcs, on obtient un épi interpolatoire, d'ordre 1 de l',ensemble
l¡. I..es points (1) s'appellent ies noeuds de l'épi (3)_ q" peut remarq"Llef qúe

poui 
"hoqte foint Tl = ¡a, ó], oìr xol ot',,^-'i:.1,2, . ", to - | et queJ

c1,rc' srit lJ noilbre yo, t'epi (3) óonticni une'fonction et une seule.qui prend
Jnr' r. la i-aleur yr."U"" 

"òás"qu"tr:e 
irnportante eu est_la suirrante: si

r,, ,- "¡o, ú, ct vo + u,, i: !'[, ..., it - l, alors l'cirscrnble des Yaieurs'
.üt ,., des l'cnctiont qoi opputtienent à 1'épi (3) est un intervalle' Nous désig-
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ct,'t i;lr;ervalit,
i-ìi 1es lcnctions clistinctes $ eL 8z zrppar.tiene[t à 1'épi (3), :Llols le s

uoi'¡ìl)ïes gr(ro) ct gr(.ro) sont clans f intervalle (4) .-9".ne peut Pas a\¡o1r

g'(::ro) : g"l;j, l'eãsernble F élant interpolatoire d'otdre ø'
'''' "hi 1;"¡;itit øo satisfait f inégalité ù¡ 1 xo < xi¡+t et gr(ro) { g'(ro)
(on 1.rìtrr Br(,vu) ) gr(rn)) alors, pour lú¡-t{x 1u¡ ct pour 1't'¡¡1{ x 1u¡+l'
àìt " gr(rÏ,i gr(:r)''(iesp"ctii'emäirt gr(x) < gr(x)).1'ou,t ,t':2 il faut co'si-
c1ércr'Jeuiem"ì.t tãs'cal ø <,w, 1b, LLr< xo 3 b, a 3 x 1ldroL.. (t S xo1
< u.r, ur < x < b. Qttand' on à n, : 3 il faut éliiriiuer le cas ct : LLt, b : u'¿'

rtoni' precis". ãotrlf inégalité remplie p.ar 1g9. 
"1]9t 

tl. g'(x) el gr(ø) porrt

.v+ u), i:1,2, .,. tt -"1, quelconclue, il suffit d'étudier 1e comportetneirt
clcs fcrictions g, et gz sur un ioints fixe, ro e l.a, bl, xo# r't',, i : l' 2' ' ' ' '
u-ï.

Soit doruréc ruaiutenant l'épi (3 a' bl
. . ., çx - 1, ctroisit cL'une maniè¡e ar'i¡ fixé'
'u,n 2-< xio < ¿t.t -r et s[pposons que po s clue

le poiirt intcrtrreclier, clui entre
nocrtls de l'ópi. Considér + Ìl'
rlc l:r fortnc (3) on peut

(5) {r,r, , , = .s (n ,"ì, '0",, : i" -',)l
(lur;r{i'Lls a¡rpellons 1'ensemble des valeurs de la fonctionnelle,4 sur 1'épi (3) '

l)rìFrNrTroN 1. On entutd þar I'etr,sentble d,es aaleurs de lct fon'ct_iontt'elle
ction d'e tocts les ensetnbl'es de la forme
es þossibles les þoints (I) et les notnbres

1, si C = As, alots chaque épi de
fonction pour lac1ue1le ,4 prend la

rralcirr C,

DrlFrNrTroN 2. Nous tlísons que n'elle tI esl mn þør
raþþoti àf ¿þi (3) si quettes qu'c soiint grct gzdyl'áþi,. sa'n-

tcí'I'i,nógatiíé ir@o) < er!t), on a t ) < A(g,) ou bi l't!'t's

A(s,) > A(s).

5 L'onaìysc rturnóric¡ue e[ la thóDrie de I ÂÞproxirìatiol - Torne 4, No 1/1975
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Dr,)FrNrl.rON 3. on d.it que /,a fort'clionnettc A est nt'ott'otone þar éþi si

elle est nto ort'à chqub épi d'e I'enserublc F et le sen's d'e la' vnono-

tonie est g e utr' éþi þør un øutre

tHEo ioinet'i, À est monotone þal ó!>is', ølor¡, 
1111'

q", iilll = As,chøque'íþi, contient une fonction, et une seulc þour I'equet't'e

A 'þrcnd lø ualeur q.'" t"l; ;ä;;;i;"ti"u du théorème 1 résulte du fait que la fonctionnelle

/ "Jp"; pu, ," réduire à 
'ne 

constante Sur aucun sousensemble d'un épi

et de la définition de l'ensemble /t'
THÉoRÈIIE 2. l; løioncti'ortn'it' A est nt'ono,totle. þar. éþis et æ e As'

ntorr-'iîi.ä1.,üî, tele J É, A(e): a\ est interþoløtoire d'ordre n - ï sul'

I'itoteraalle l&, b).
Pourd.émontrerlethéorème2,onremarque,-àl'aide.duthéorème1'

orle Dour chaquc système fr1, Kz, "', xn-t dd points distincts de f intcr-

iälr""iä'¿Ì';;'q."üq;; i"i"åi lei nombres !t, !2, ' ', )',,- 1 1'ensemble

(6) {sls = F, A(e): ø} : F*(A, æ)

contierit un. fonction et cntc seu,le cltti prend respectirtcment les valeuts yt

strr les points x¡, i : 1,2, , ", '! - 
l.'--. 

'"ro"Èu',3' 
Si f'e.C|ø', b), rtlr'¡.rs l'cnseuoble (6) tonlictit ,l't,n et l,t,lt'

scule tilónt'ettt g¡ þottr leque|

maxl/(r) - sÁx)l: ill ,{ryaxl/(ø) - s(x)l}
1 eln,b1 ' geI;+(A' u\ telt' bl

I,e théorènre 3 est une Conséquence de la propriété cl,inter.polatiorr

contenue dans l'énoncé du théorèrne 2'--- poot faire intervenir les propriétés de la fonc

de la meilleure apProximationl on Peut remplacer.l
ä;"t* Ìã""tionneilie B:Cla, ål -> lì, sur / c'est à
au iieu de l'ensemble (6), l'ensemble

{sls = F, A(s) : B(Í)}

oir 1'orr stlppose quc B(/) = As'..
I)ans un futur'travaìi'noo, äl1ons montrer que leS. fonctio'nelles ¡rtotto-

torrcs par épis genãiãfiså"| l"s différences divisées d'un ordre donnó [2]'
I,es fonctions I(,F:^:;;,'"" 'i '"; ql qql "ll un:olle semblable atr cel dcs

polynomes a" mg'rá"i",'lo"t't"þoi"t'ã" départ dans cette génóralisa-tion

Pal

DUMITRU RIPEANU

(Cluj - NaPoca)

Dans cette note on désignera par Ú la famille des fonctions J(z) de

la variable "o-pl"*"", 
q"id;; 1" aitq"" unité A : lzl < 1 .d'u 

plan d'e cette

variable sont analyiiq.ì;;,1ypiq.r"-*t réel1es et normées dans le sens

suivant:

f(r):z|ørz2 +...*anz" + "'

n alt

(l) f@,) - Í(zr) : ^Í'(1)þ, - 
zt)'

On demancle le nombre (non-négatif)

| : l(zr, z2) : min I )"(zt' zr, f)l'

x,es auteurs de 
"'.î1"]:, : îii:: 1""* 

'"

' Dans la note présente'on résout 1e même problème dans un cas parti-

""ri"lîTät;¿;¿;"ì, - 
I < tr : zt 1 z, == r' I r'


